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STEROWALNOSC BILINIOWYCH PROCESOW DYSKRETNYCH

Streszczenie. W artykule sformutowano warunki konieczne i wystarcza-
Ogce sterowalnosci jednorodnych oraz niejednorodnych dyskretnych *
procesow biliniowych,wykorzystujac kanoniczng postaé Jordana tych
proceséw.W oparciu o te warunki podano szereg przykiadéw proceséw
sterowalnych oraz niesterowalnych.

1. Wstep,

W ostatnich latach nastgpit szybki rozwdj teorii proceséw biliniowych,

zarowno ciaglych, jak i dyskretnych [1 - 10] -Wiaze sie to bezposrednio

z faktem,ze dla coraz wigekszej klasy proceséw,szczeg6lnie w biologii i
ekonomii ,a takze astronautyce,opis liniowy okazuje sie niewystarczajacy i
zachodzi koniecznos¢ wykorzystywania w coraz szerszym zakresie modeli bili-
niowych. Liczne przyktady procesow biliniowych podane 33 w pracach [5] , 6l
il0] . V/raz ze wzrostem zainteresowania procesami biliniowymi,rozwijaty sie
badania dotyczace zagadnien sterowalnosci takich procesow. W przypadku bi-
liniowych proceséw dyskretnych,w ostatnim okresie uzyskano nowe warunki
konieczne i1 wystarczajgce sterowalnosci,zaréwno dla proceséw jednorodnych
[2].Jak i dla procesow niejednorodnych [3] , W niniejszym artykule,wykorzys-
tujac kanoniczng postad Jordana dyskretnych procesow biliniowych,uzyskano
dla pewnej klasy procesow proste kryteria sterowalnosci. Kryteria te bazujag
na znajomosci wartosci wkasnych macierzy stanowigcej liniowg czesSd procesu
biliniowego. Otrzymane rezultaty dotyczg zardéwno jednorodnego,jak i niejed-
norodnego dyskretnego procesu biliniowego. Uzyskane wyniki sg ilustrowane
licznymi przykdtadami. W niniejszym artykule rozpatrzono jedynie pewng klase
dyskretnych procesow biliniowych ,a mianowicie procesy ,w ktdorych czesé li-
niowa procesu jest reprezentowana przez macierz symetryczng. Zakozenie to
w znacznym stopniu upraszcza kryteria sterowalnosci .Pozostate ograniczenia
co do klasy rozpatrywanych proceséw, sg konsekwencjgq zatozen umieszczonych
w pracach [2], F1.[4]. [Gl, [6] -Zatozenia te gwarantuja istnienie rozwigzania
problemu sterowalnosci i jak dotychczas brak prac dotyczacych sterowalnosci
szerszych klas biliniowych procesow dyskretnych. Frohlematyka sterowalnosci
procesow biliniowych dgczy sie takze Scisle z zagadnieniem sterowania opty-
malnego przy ustalonym stanie koncowym procesu.
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2. Opis procesu 1 przeglad dotychczasowych wynikow.

W teorii dyskretnych proceséw biliniowych rozréznia sie dwa zasadnicze
rodzaje proceséw : procesy jednorodne oraz procesy niejednorodne.
Dyskretny jednorodny proces biliniowy opisuje nastepujace réwnanie [Z]

yk+i " 3 L + Uk®)yk k=0,1,2,..., /2.1/
gdzie: X jest n X n-wymiarowg macierzg nieosobliwg ,
X jestn X-n-wymiarowg macierza Jednostkowa(
B jestn X n-wymiarowg macierza ,przy czym rzad B
y*eR ,k=0,1,2,... jest wektorem stanu procesu(
u.LCR ,k=0,1,2,... jest skalarnym sterowaniem.

Poniewaz rzad 5=1, wiec macierz 5 moze by przedstawiona w postaciuj
5 = u&T,

gdzie cl, d sg n-wymiarowymi wektorami,natomiast symbol T oznacza transpo-
zycje wektora/lub macierzy/.

Dyskretny niejednorodny proces biliniowy opisuje nastepujace réwnanie [3]
Nl = XA+ UW)yk + cuk] k=0,1,2,..., /2.2/

przy czym zakkada sie,ze spedniony jest nastepujacy warunek
rzad[BX¢c] » 1=
Dla proceséw biliniowych wprowadza sie nastepujacq definicje sterowalnosci.

Definicja , R]- H3l. Dyskretny niejednorodny /jednorodny / proces biliniowy
nazywa sie sterowalnym ,jezeli dla dowolnej pary stanéw ,poczatkowego i
koncowego , Xq, Xp6Rn, /X, Xp€Rn -fo)/ istnieje liczba naturalna q oraz

skonczona sekwencja sterowan {u‘j, k=0,1,2,.. .,0-1 taka,ze odpowiadajaca
tej sekwencji trajektoria procesywychodzgaca ze stanu Xx,, spednia warunek

Wprowadza sie nastepujace oznaczenia :
J=11D : /0 , o<j<In2jy
r najwiekszy wspolny dzielnik wszystkich elementéw zbioru J
wla ,¢]1-[c ,i¢ ,x™ ,.../sn-1¢]
1 °] jest n x n - wymiarowg macierzg.
th n - wymiarowy wektor ztozony z samych jedynek .

Macierz W[X , c] ,podobnie jak w przypadku proceséw liniowych,nosi nazwe
macierzy sterowalnosci.
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Ponizej przytoczono znane z literatury warunki konieczne i wystarczajgce
sterowalnosci dyskretnych procesow biliniowych, [2)[3]-

Twierdzenie 2,1. Dyskretny jednorodny proces biliniowy jest sterowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad W[a , c] = rzad w[7F , dJT =n /2.3/
r =1. /2.4/
Twierdzenie 2.2. Dyskretny niejednorody proces biliniowy Jeststerowalny
wtedy 1 tylko wtedy,gdy
rzad w[X , c] =n /2.5/
1 dT
1 #Xr
rzad 1 XTI2r =a+1 /2.6/
1 dTlar
gdziesar = m oraz m = rzad dj* , min . /2.7/

5. Zastosowanie kanonicznej formy Jordana do badania sterowalnosci .

Do badania sterowalnosci proceséw biliniowych,podobnie Jak w przypadku
procesow liniowych,mozna zastosowa¢ kanoniczng forme Jordana macierzy.
Sprowadzenie procesu biliniowego do postaci kanonicznej Jordana daje jasny
poglad na jego strukture wewnetrzng,utatwia symulacje cyfrowa oraz uprasz-
cza kryteria sterowalnosci.Przy generalnym zatozeniu,ktdore obowigzywac
bedzie w catej dalszej czeSci niniejszego artykutu,ze macierz X jest ma-
cierza symetryczng,mozna poprzez nieosobliwe przeksztatcenie yk = (® ,

det Q £ 0 , k=0,1,2,... sprowadzi¢ dyskretne procesy biliniowe /2.1/ oraz
/2.2/ do nastepujacej kanonicznej postaci Jordana.
Kl = A(l + ukB)xk =Axk + ukABxk , /3.1/
kil A{E + ukB)xk + ~ I¢= A (@ + ukB)xk + Acuk , 13.21
gdzie A = Q = diag[51, s2,...,si,...,snJ macierz diagonalna 13.31
sN , 1=1,2,...,n rzeczywiste wartosci wkasne macierzy A
B =QriB Q = Q“EdTQ = cdT = je”~] = [b."] Z3.v
c= Q"1 E-5°2» ol 13.31

dT = d"a @,az2, ...,dn, . /3.61
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Poniewaz nieosobliwa transformacja uktadu wspétrzednych nie wpiywa na ste-;
rowalnos¢ procesu biliniowego.wiec istnieje mozliwos¢ okreslania sterowal-
nosci procesow /2.1/ oraz /2.2/ na- podstawie badania sterowalnosci ich
-kanonicznych form Jordana /3.1/ oraz /3.2/ .Wykorzystujac zamieszczone w pa™
ragrafie 2 warunki konieczne i wystarczajace sterowalnescl,mozna sformutowac

nastepujace,rownowazne kryteria sterowalnosci.

Twierdzenie 3.1. Dyskretny Jednorodny proces biliniowy /72.1/ Jest stero-
walny "wtedy i tylko wtedy, gdy

1. wartosci wkasne st /1=1,2 n/ sa parami rozne,

2Jmmacierz B nie zawiera elementéw zerowych”

3 najwiekszy wspolny dzielnik r dla wszystkich jej = jJ i1 bilsi ~ °J
1=
,0<J3”™n23, Jest rowny Jeden.
Dowod. Poniewaz A w==diag[s,,s2,... .S ... ,sn] ,wiec zachodzg réwnosci
Apc = [cls™,c2sl, Pn3» * pEN zbl,5r liczb naturalnych./3.7/
Stad,macierz W &k ,c] ma posta¢ nastepujaca
ci - 4] =+ .G 0"l
©2: 2s2%*3C252%x Cp -1
WIA , cl /3.8/
o € a p*!\*. c,-Nn"1
cl> «Cl*“i
°n ) cnsn***cnsn** *Qng%l_l

Wykorzystujac wkasnosci wyznacznika Vandermonde*a otrzymuje sie , ze
rzad w[a,c] » n wtedy i tylko wtedy,gdy s™ 4 dlai”~J oraz cM£0
dla 1=1,2,,..,n.Podobnie uzyskuje sie nastepujace roéwnosci

Ad=*3 A2 @2,*di™*i**dnsn3 , PEN= /3.9/
Zatem macierz w [aT, djl'Jest postaci nastepujacej

di » d2 < ** dn
disl » d2s2 < “O<® ***dnsn
VT, dIT - 41o; 19908 d sp Nz, /3.10/

dsn=l 5, &P,
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Stad.rzad V &T,df an wtedy i tylko wtedy,gdy sy fi ,dla 1 ftJ ,oraz
ar/ 0 ,dla 1=1,2,...n .Zatem warunek /2.3/ twierdzenia 2.1 jest spekniony
wtedy 1 tylko wtedy,gdy si jiSj ,dlal jijoraz Cy £0 md. jv0 ,dla
1=1,2,...,n . Poniewaz B =cdT ,wiec niezerowanie sie elementow wekto-
réw c oraz d jest réwnowazne warunkowi, ze macierz B nie zawiera elementéw
zerowych._Ponadto zachodzg nastepujgce réwnosci

d A~c = f4,j,dg, =..d", .. .dn] diag [S",S2,.-.,S", - . ®»SN J([PHC2" «**»Ci**** cn3 =

I=n 8 I=n _
“ EZ cidisi 7 2 biisi ONjiTn2- /3.11/

Zatem J = | :dTAJc i0 , O<jrfn2}=j : » h”sj i0 ,0¢jén2} .

Stad.warunek /2.4/ twierdzenia 2.1 Jest réwnowazny warunkowi 3/ twierdze-
nia 3.1. Wykazano wiec rownowaznos¢ twierdzenia 2.1 oraz twierdzenia 3.1.

Twierdzenie 3.2. Dyskretny niejednorodny proces biliniowy jest sterowalny
wtedy 1 tylko wtedy,gdy

1)/ wartosci wkasne s™ / i»1,2,...n/ sg parami rozne®

2} macierz B nie zawiera wierszy zerowychf

3 sifil,dla 1€1={i :dl1 AO0}.

Dowéd. Poniewaz brak wierszy zerowych w macierzy B jest rownowazny nierow-
nosciom ci fi0 ,dla i=1,2, ...,n ,wiec na podstawie dowodu twierdzenia 3.1
warunki 1N oraz 2) twierdzenia 3.2 ag rownowazne warunkowi /2.5/ twierdze-
nia 2.2_Wykorzystujac zaleznosci /3.9/ uzyskuje sie nastepujgca rownoscé

R .
|>F 1,09 ,d2 ...d» _««dn

1 ;dTAr 1 idislid2s2*. ~isi eeednsn
1 ,dTA2r % 1,dis~d2s2r..disf ...dnsf

i;vVv“d23r - vr -vr

Poniewaz ar = m = rzad w pt , d]T = iloS¢ niezerowych elementéw wektora d
/dla przypadku gdy si / sj , 1 / j /,wiec rzad macierzy okreslonej réwnos-
cig /3.12/ bedzie maksymalny,to znaczy réwny (@) .wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi warunek 3/ twierdzenia 3.2. Wynika to bezposrednio z wkasnos-
ci wyznacznika Vandermonde’a 1 podstawowych zaleznosci dotyczgcych obli-
czania rzedow macierzy. Zatem udowodniono réwnowaznosS¢ warunku /2.5/ twier-
dzenia 2.2 oraz warunku 3/ twierdzenia 3.2. Wykazano wiec réwnowaznosc¢
twierdzenia 2.2 oraz twierdzenia 3.2.
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4. Przykdady.

1 Niech bedzie dany dyskretny Jednorodny proces biliniowy .postaci /3.1/
0 nastepujacych macierzach

s1 0 Bds 452 AN «°t'
A - B* . c= "™ dr=@ 0]~
0 s2 c2 @ g0 <t e A w2

Stad otrzymuje sie
i=n
biisi c s O dla 0 <J£n2

Zatem J & jl , 2,3, 4] ,czyli r=1,
Poniewaz macierz B zawiera elementy zerowe,wiec"warunek 2/ twierdzenia 3.1
nie Jest spedniony,a zatem rozpatrywany proces nie Jest sterowalny.

Niesterowalne stany poczgtkowe procesu mozna wyznaczy¢ na podstawie anali-
zy relacji /3.1/ ,skad otrzymuje sie nastepujace zaleznosci

X1,k+1 ® sl O /1 0 cl O X1,k
+ + uk
x2,k+1 0 s2 0 1 c2 0 2.k
sl O 1+ Cluk O X’.L,k sl + slcluk O 1.k
LC2uk <2,k s2c2uk sE =k
M [1i + s1°luk)x1l,k 0,1,2,...

s2°2ukx¥,k + s2x2,k

Zatem dla xq = (0 x2 g .rx2 ¢ dowolne/ otrzymuje sie roéwnosci
X1k+1 0 <l 0.1.2
o N 1,2,
x2k+1 ,52X2 .k gg o)
-

Wynika stad,ze stany poczatkowe procesu postaci Xg = [o x2 0JT ,
/x2 q dowolne/, nie sa sterowalne.

2,." Niech bedzie dany dyskretny Jednorodny proces biliniowy postaci /3.1/
0 nastepujacych macierzach

sl O b b" Ofs, /Sj/0 b
A - B « 1 c = |
0 s2 -b -b b/0 -b
Ponadto i=n )
NS T
biisi PP * oo B - bSL ey » ooy

Poniewaz - sPj /0 ,wiec r = 1 ,g] zatem proces* jest sterowalny.-
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3.," Niech bedzie dany dyskretny niejednorodny proces blliniowy postaci
/3.2/ o nastepujacych macierzach
s 1 0 oy o'_1 V T\ -
5 - = ¢ = d  a [1 0]—

c2 0
L2

Warunki 1/ oraz 2/ twierdzenia 3.2 sg wiec speknione.

Jezeli s 4 1 oraz s2 4 1 »to réwniez warunek 3/ twierdzenia 3.2 jest
spedniony,a wiec rozpatrywany proces jest sterowalny.

Jezeli sl <1 ,to poniewaz dl =1 0 ,wiec 1={i :d, i of = }j.
Zatem warunek 3/ twierdzenia 3.2 nie jest spekniony i rozpatrywany proces
nie jest sterowalny.

Niesterowalne stany procesu mozna wyznaczyC¢ na podstawie relacji /3.2/,
skad otrzymuje sie nastepujace zaleznosci dla k = 0,1,2,...

cl O A1,k
“K
c2 O _)(2,k
r 1 i\
xlL,k L, C1
uk)
_X2,k ~°9. /
1,k + clukxl,k + °I“k XxT,k + clukxl,k + cluk
L°2ukx1,k + x2,k + °2uk ANCW DDk + X2,k F e2UK)
Zatem dla xQ = [-1 x2 » / x2 0 dowolne / , otrzymuje sie réwnosci
*1,k+1 -1 1
a a k = 0]1j2]**
X2,k+1 L S2x2,K_ SI§+1*3C2,,0

Wynika stad,ze stany poczatkowe procesu postaci xQ = [-1 x2 ,
/ Xg q dowolne / nie sa sterowalne.

4., Niech bedzie dany dyskretny niejednorodny proces biliniowy postaci
/3.2/ , o nastepujacych macierzach

1 0 0 T V cijo , c2)o
A = B = > Cc = s[o ij
0 52, 0 oo 2 s2f10
Poniewaz 1 = {i :dt~o0o}- {2} oraz d2=1 0 , wiec warunki 1/,2/,3/

twierdzenia 3.2 sg spelnione, a zatem rozpatrywany proces jest sterowalny.
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Y n?A3JTHEMOCIB EMHHEteHX JOMCKR2THUX CHCTEM

Pe3» Me

B ci&Tse cjopuyanpoBaKo Heo6xo;nHMHe j: “.ocTatovHue ycjioBHs ynpaBmse-

MOCTH o™Hopo™Htc: e Keo”KoposHHX dHSEHeiiKtuc AHCKpeTHbtx CHciieM ynpaBJieHXH
Hcnoj!L3yH KaHOEHvecKyjo topMyjiy Kopsana. PaccMaipHBaBTCs npHwepu ynpaBJis-
ewux h HeynpaBMeMicc oHaHHefintuc &hckpcthux cHCTeu.
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CONTROLLABILITY OP BILINEAR DISCRETE SYSTEMS

Summary

In this paper, using the Jordan canonical form of the systems, the
necessary and sufficient conditions for the oontrollahility of the
homogeneous and nonhomogeneous bilinear discrete systems are being
derived. On the base of these conditions, several illustrative examples
are given. In these examples the controllable and the noncontrollable
discrete bilinear systems are considered.



