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STEROWAŁNOSC BILINIOWYCH PROCESÓW DYSKRETNYCH

Streszczenie. W artykule sformułowano warunki konieczne i wystarcza- 
Óące sterowalności jednorodnych oraz niejednorodnych dyskretnych ' 
procesów biliniowych,wykorzystując kanoniczną postaó Jordana tych 
procesów.W oparciu o te warunki podano szereg przykładów procesów 
sterowalnych oraz niesterowalnych.

1. Wstęp,

W ostatnich latach nastąpił szybki rozwój teorii procesów biliniowych, 
zarówno ciągłych, jak i dyskretnych [i - 10] -Wiąże się to bezpośrednio 
z faktem,że dla coraz większej klasy procesów,szczególnie w biologii i 
ekonomii ,a także astronautyce,opis liniowy okazuje się niewystarczający i 
zachodzi konieczność wykorzystywania w coraz szerszym zakresie modeli bili­
niowych. Liczne przykłady procesów biliniowych podane 3ą w pracach [5] , [6], 
¡10] . V/raz ze wzrostem zainteresowania procesami biliniowymi,rozwijały się 
badania dotyczące zagadnień sterowalności takich procesów. W przypadku bi­
liniowych procesów dyskretnych,w ostatnim okresie uzyskano nowe warunki 
konieczne i wystarczające sterowalności,zarówno dla procesów jednorodnych 
[2], jak i dla procesów niejednorodnych [3] , W niniejszym artykule,wykorzys­
tując kanoniczną postaó Jordana dyskretnych procesów biliniowych,uzyskano 
dla pewnej klasy procesów proste kryteria sterowalności. Kryteria te bazują 
na znajomości wartości własnych macierzy stanowiącej liniową częśó procesu 
biliniowego. Otrzymane rezultaty dotyczą zarówno jednorodnego,jak i niejed­
norodnego dyskretnego procesu biliniowego. Uzyskane wyniki są ilustrowane 
licznymi przykładami. W niniejszym artykule rozpatrzono jedynie pewną klasę 
dyskretnych procesów biliniowych ,a mianowicie procesy ,w których częśó li­
niowa procesu jest reprezentowana przez macierz symetryczną. Założenie to 
w znacznym stopniu upraszcza kryteria sterowalności .Pozostałe ograniczenia 
co do klasy rozpatrywanych procesów, są konsekwencją założeń umieszczonych 
w pracach [2] , [5] , [4], [5], [6] . Założenia te gwarantują istnienie rozwiązania 
problemu sterowalności i jak dotychczas brak prac dotyczących sterowalności 
szerszych klas biliniowych procesów dyskretnych. Frohlematyka sterowalności 
procesów biliniowych łączy się także ściśle z zagadnieniem sterowania opty­
malnego przy ustalonym stanie końcowym procesu.
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2. Opis procesu 1 przegląd dotychczasowych wyników.

W teorii dyskretnych procesów biliniowych rozróżnia się dwa zasadnicze 
rodzaje procesów : procesy jednorodne oraz procesy niejednorodne.

Dyskretny jednorodny proces biliniowy opisuje następujące równanie [2]

yk+i " 3 i1 + Uk®)yk k=0,1,2,..., /2.1/
gdzie: X jest n x n-wymiarową macierzą nieosobliwą ,

X jest n x-n-wymiarową macierzą jednostkową(
B jest n x n-wymiarową macierzą ,przy czym rząd B = 1
y^eR ,k=0,1,2,... jest wektorem stanu procesu(
u. CR ,k=0,1,2,... jest skalarnym sterowaniem.iC

Ponieważ rząd 5 = 1 ,  więc macierz 5 może byó przedstawiona w postaciuj
5 = ■SHT,

gdzie c1 , cT są n-wymiarowymi wektorami,natomiast symbol T oznacza transpo­
zycję wektora/lub macierzy/.

Dyskretny niejednorodny proces biliniowy opisuje następujące równanie [3] 

^k+l = xj([ + U{j)yk + cuk| k=0,1,2,..., /2.2/

przy czym zakłada się,że spełniony jest następujący warunek 
rząd[B;Xć] » 1 •

Dla procesów biliniowych wprowadza się następującą definicję sterowalności.
Definicja , [2]. I~3l. Dyskretny niejednorodny /jednorodny / proces biliniowy
nazywa się sterowalnym ,jeżeli dla dowolnej pary stanów ,początkowego i 
końcowego , Xq , Xp6Rn, /x^,Xp € Rn -fo)/ istnieje liczba naturalna q oraz
skończona sekwencja sterowań {û j, k=0,1, 2,.. .,q-1 taka,że odpowiadająca 
tej sekwencji trajektoria procesywychodząca ze stanu x„ spełnia warunek

Wprowadza się następujące oznaczenia :
J = |j : / O  , o < j <!n2 j-
r największy wspólny dzielnik wszystkich elementów zbioru J .
w[a , ć ] - [c , i ć , x ^  ,.../sn-1ć]

1 °] jest n x n - wymiarową macierzą.
tn n - wymiarowy wektor złożony z samych jedynek .

Macierz W [X , c] ,podobnie jak w przypadku procesów liniowych,nosi nazwę 
macierzy sterowalności.
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Poniżej przytoczono znane z literatury warunki konieczne i wystarczające 
sterowalności dyskretnych procesów biliniowych, [¿2) [3j.
Twierdzenie 2,1. Dyskretny jednorodny proces biliniowy jest sterowalny 
wtedy i tylko wtedy, gdy

rząd W [a , c] = rząd w[7F , c[]T = n /2.3/
r = 1 . /2.4/

Twierdzenie 2.2. Dyskretny niejednorody proces biliniowy Jest sterowalny
wtedy i tylko wtedy,gdy

rząd w[X , c] = n

rząd

1 dT
1 # X r 
1 XTI2r

1 dTIar

= a + 1

gdziesar = m oraz m = rząd dj* , min .

/2.5/

/ 2.6/

/ 2.7/

5. Zastosowanie kanonicznej formy Jordana do badania sterowalności.

Do badania sterowalności procesów biliniowych,podobnie Jak w przypadku 
procesów liniowych,można zastosować kanoniczną formę Jordana macierzy. 
Sprowadzenie procesu biliniowego do postaci kanonicznej Jordana daje jasny 
pogląd na jego strukturę wewnętrzną,ułatwia symulację cyfrową oraz uprasz­
cza kryteria sterowalności.Przy generalnym założeniu,które obowiązywać 
będzie w całej dalszej części niniejszego artykułu,że macierz X jest ma­
cierzą symetryczną,można poprzez nieosobliwe przekształcenie yk = Cbĉ  , 
det Q £ 0 , k=0,1,2,... sprowadzić dyskretne procesy biliniowe /2.1/ oraz 
/2.2/ do następującej kanonicznej postaci Jordana.

/3.1/ 
13.21

13.31

k+1 = A(l + ukB)xk =Axk + ukABxk ,

k+1
gdzie

A{£ + ukB)xk + ~ k}= A (i + ukB)xk + Acuk ,
A = Q = di ag [S1, s2 ,...,si,...,snJ macierz diagonalna
s^ , 1=1,2,...,n rzeczywiste wartości własne macierzy A 
B = Qr1B Q = Q“'lćdTQ = cdT = je^] = [b.^]
c = Q"1ć 

dT = d^a
[c-f»°2» cn]

(d̂ ,d2, ...,d^,.

Z3.v
13.31

/3.6I
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Ponieważ nieosobliwa transformacja układu współrzędnych nie wpływa na ste-; 
rowalność procesu biliniowego.więc istnieje możliwość określania sterowal- 
ności procesów /2.1 / oraz /2.2/ na- podstawie badania sterowalności ich 
.kanonicznych form Jordana /3.1/ oraz /3.2/.Wykorzystując zamieszczone w pa™ 
ragrafie 2 warunki konieczne i wystarczające sterowalneścl,można sformułować 
następujące,równoważne kryteria sterowalności.
Twierdzenie 3.1. Dyskretny Jednorodny proces biliniowy /2.1/ Jest stero­
walny 'wtedy i tylko wtedy, gdy
1̂ . wartości własne sŁ /1=1,2 n/ są parami różne,
2J■ macierz B nie zawiera elementów zerowych^
3̂  największy wspólny dzielnik r dla wszystkich jej = jJ 

,0<J^n2J- , Jest równy Jeden.
Dowód. Ponieważ A ■= diag [s., ,s2,... .s^ ... ,sn] ,więc zachodzą równości

Apc = [c1s^,c2sI,  Pn3^  * p£N zbl,5r liczb naturalnych./3.7/

Stąd,macierz W Ja , c] ma postać następującą

i=1 bilsi ^ °J

W [A , c]

ci ; Ĉj • • c o11"1 * 1 1

°2; c2s2** *C2S2** c "n-1 2 2

cl>
r\

o e* a p* * • c -n"1 •cl“i

°n ) cnsn**'cnsn**
o a11-1• C 2* n n

/3.8/

Wykorzystując własności wyznacznika Vandermonde*a otrzymuje się , że 
rząd w[a,c] » n wtedy i tylko wtedy,gdy s.̂ 4 dla i ^ J oraz c^ £ 0 
dla 1=1,2,,..,n.Podobnie uzyskuje się następujące równości

A d * 3 ^1*^2 ®2,**di'*i*** dnsn3 , p € N •
Zatem macierz w [aT, dj1" Jest postaci następującej

/ 3.9/

d1 » 
d1s1 »

d2
d2s2

• •
« •  • ci< ®

* * ,dn
* **dnsn

V/[aT, d]T - d1s1 1d cp 2 2 d sp ...V?

d sn~1 11 / 2 2 rl o15“'1 . . •CłiSj> - v r 1

/3.10/
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Stąd.rząd V &T,df «■ n , wtedy i tylko wtedy,gdy sy fi ,dla i ft J ,oraz 
dĵ / 0 ,dla 1=1,2,...n .Zatem warunek /2.3/ twierdzenia 2.1 jest spełniony 
wtedy i tylko wtedy,gdy si ¡i Sj ,dla 1 ¡i j oraz Cy ¡£ 0 ,■ dj. j* 0 ,dla 
1 = 1,2, ...,n . Ponieważ B =cdT ,więc niezerowanie się elementów wekto­
rów c oraz d jest równoważne warunkowi, że macierz B nie zawiera elementów 
zerowych.Ponadto zachodzą następujące równości

d A^c = £d,j, dg, • . .d̂ , .. .dn ] diag [ŝ  ,s2,...,s^,.. • »sn J(p-yc2' • * *»ci’ * * * ,cn3 =
l=n . l=n . _

“ E Z  cidisi ” ^  biisi O ^ j i T n 2 - /3.11/

Zatem J = |j : dTAJc fi 0 , 0<jrfn2]- = -[j : ^  h^sj fi 0 , O ć j ć n 2}  .

Stąd.warunek /2.4/ twierdzenia 2.1 Jest równoważny warunkowi 3/ twierdze­
nia 3.1. Wykazano więc równoważność twierdzenia 2.1 oraz twierdzenia 3.1.

Twierdzenie 3.2. Dyskretny niejednorodny proces biliniowy jest sterowalny 
wtedy 1 tylko wtedy,gdy
1)/ wartości własne s^ / i»1,2,...n/ są parami różne^
2} macierz B nie zawiera wierszy zerowychf 
3 si fi 1 , dla 1 € I = {i : d1 fi 0 } .
Dowód. Ponieważ brak wierszy zerowych w macierzy B jest równoważny nierów­
nościom ci fi 0 ,dla i=1,2, ...,n ,więc na podstawie dowodu twierdzenia 3.1 
warunki 1^ oraz 2) twierdzenia 3.2 aą równoważne warunkowi /2.5/ twierdze­
nia 2.2.Wykorzystując zależności /3.9/ uzyskuje się następującą równość

..... 
~j —X 1 , dój ,d2 ...d^ .««dn

1 ; dTAr 1 i dis1id2s 2*..^isi •••dnsn
1 , dTA2r SŁ 1 , d1s^d 2s2r..dis f  ...dns f

i ; v “ d23r - v r - v r. _
Ponieważ ar = m = rząd w [at , d]T = ilość niezerowych elementów wektora d 
/dla przypadku gdy si / s.j , i / j /,więc rząd macierzy określonej równoś­
cią /3.12/ będzie maksymalny,to znaczy równy (a+l) ,wtedy i tylko wtedy, 
gdy zachodzi warunek 3/ twierdzenia 3.2. Wynika to bezpośrednio z własnoś­
ci wyznacznika Vandermonde’a 1 podstawowych zależności dotyczących obli­
czania rzędów macierzy. Zatem udowodniono równoważność warunku /2.5/ twier­
dzenia 2.2 oraz warunku 3/ twierdzenia 3.2. Wykazano więc równoważność 
twierdzenia 2.2 oraz twierdzenia 3.2.
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4. Przykłady.

1 Niech będzie dany dyskretny Jednorodny proces biliniowy .postaci /3.1/ 
o następujących macierzach

r\ .L ~ J. ~ J. r\ «

dT= (1 0] •
u , <-¡2 ^ u w2

Stąd otrzymuje się 
i=n

A -
s 1 0

B*
0  ̂ s .   ̂ s 2  ̂ 0

c = ■°t'
0 s 2 c 2 0 c*j5 0̂ • t c 2 0 c 2

biisi c.,sij ¡< 0 dla 0 < J £ n2

Zatem J ■* jl , 2 , 3 ,  4| , czyli r = 1 ,
Ponieważ macierz B zawiera elementy zerowe,więc'warunek 2/ twierdzenia 3.1 
nie Jest spełniony,a zatem rozpatrywany proces nie Jest sterowalny. 
Niesterowalne stany początkowe procesu można wyznaczyć na podstawie anali­
zy relacji /3.1/ ,skąd otrzymuje się następujące zależności
• _
X1,k+1 s1 0 / 1 0 c1 0 x1,kae ł + uk
x2,k+1 0 s2 0 1 c2 0/x2,k

s1 0 1 + Cluk 0 x,1,k
<2,k

s1 + s1c1uk 0 
s2c2uk s£

1,k
'2,kLC2uk 

M [li + s1°1uk)x 1,k

s2°2ukx ł,k + s2x2,k 

Zatem dla X q  =  [ o  x 2  q  , / x 2  q  dowolne/ otrzymuje się równości

0,1,2,...

x 1 ,k+ 1 0
x=

0

x 2 ,k + 1 , s 2X 2 , k to ro 
x

 
+ —*

o
 

1__
_:

__
_ 0,1,2,...

Wynika stąd,że stany początkowe procesu postaci Xg = [o x2 0JT ,
/x2 q dowolne/, nie są sterowalne.

2,.' Niech będzie dany dyskretny Jednorodny proces biliniowy postaci /3.1/ 
o następujących macierzach

A -
s1 0

B «
’b b' O f s ,  / S j / O

1 c =
b

0 s2 -b -b b / 0 -b
•

[1 *].

Ponadto i=n
biisi b^sił +11 t 22 2 biS1 ” s2 ) *

Ponieważ - sP j /O ,więc r = 1 ,aj zatem proces“ jest sterowalny.-
bsij - bs|
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s 1  0
B  =

O 
1

rr
k O

1

c  =
V r j \  •

d  a

0  s 2 c 2  0
. ° 2 .

3.,' Niech będzie dany dyskretny niejednorodny proces blliniowy postaci 
/3.2/ o następujących macierzach

[1 o]-

Warunki 1/ oraz 2/ twierdzenia 3.2 są więc spełnione.
Jeżeli ŝ  4 1 oraz s2 4 1 »to również warunek 3/ twierdzenia 3.2 jest 
spełniony,a więc rozpatrywany proces jest sterowalny.
Jeżeli s1 <* 1 ,to ponieważ d1 = 1 ¡i 0 ,więc 1= {i : d.,_ i oj = }lj. 
Zatem warunek 3/ twierdzenia 3.2 nie jest spełniony i rozpatrywany proces 
nie jest sterowalny.
Niesterowalne stany procesu można wyznaczyć na podstawie relacji /3.2/, 
skąd otrzymuje się następujące zależności dla k = 0,1,2,...

“k
c1 0

c2 0
A1,k

_x2,k
r 1 i \
x1,k + C1

uk)
_ x2,k

.  °2. /
1,k + c1ukx1,k + °l“k

L°2ukx1,k + x2,k + °2uk
xT,k + c1ukx1,k + c1uk 
^ ( ‘W l . k  + x2,k + C2U

* 1 ,k+1 ' - 1 ’-1

x 2,k+1
a

. s2x 2,k_
a

Sk+13C,2 *2,0

'2,k T ~2uk)

Zatem dla xQ = [-1 x2 » / x2 0 dowolne / , otrzymuje się równości

k = 0|1j2|*«*

Wynika stąd,że stany początkowe procesu postaci xQ = [-1 x2 ,
/ Xg q dowolne / nie są sterowalne.

4., Niech będzie dany dyskretny niejednorodny proces biliniowy postaci 
/3.2/ , o następujących macierzach

c-jjto , c2)l0
A =

-1 0
B =

0 »1 ' c =V
0 S2. 0 °2. c2_

‘[° ij s2flO

Ponieważ I = {i : d± ^ o} - {2} oraz d2 = 1 0 , więc warunki l/,2/,3/
twierdzenia 3.2 są spełnione, a zatem rozpatrywany proces jest sterowalny.
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Yn?A3JÎHEMOCÏB EMHHEteHX J0MCKR2ÎHUX CHCTEM 

P e 3 »  M e

B ci& T se cjopuyanpoBaKo Heo6xo;nHMHe j: ^.ocTatovHue ycjioBHs ynpaBmse- 

MOCTH o^Hopo^Htc: e Keo^KoposHHX dHSEHeiiKtuc ÄHCKpeTHbtx CHcieM ynpaBJieHXH, 

Hcnoj!L3yH KaHOEHvecKyjo topMyjiy K opsana. PaccMaipHBaBTCs npHwepu ynpaBJis- 

ewux h HeynpaBMeMicc öHaHHefintuc ähckpcthux cHCTeu.
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CONTROLLABILITY OP BILINEAR DISCRETE SYSTEMS 

S u m m a r y

In this paper, using the Jordan canonical form of the systems, the 
necessary and sufficient conditions for the oontrollahility of the 
homogeneous and nonhomogeneous bilinear discrete systems are being 
derived. On the base of these conditions, several illustrative examples 
are given. In these examples the controllable and the noncontrollable 
discrete bilinear systems are considered.


