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ZASTOSOWANIE ZAGADNIEŃ TRANSPORTOWYCH W OPTYMALIZACJI 
DYSKRETNYCH PROCESÓW

Streszczenie. W artykule przedstawiono przegląd zagadnień trans­
portowych z punktu widzenia ich zastosowania do optymalizacji dys­
kretnych procesów. Poza tym przedstawiono dwa nowe zagadnienia o 
charakterze transportowym,związane z optymalizacją struktur sieci 
transportowych, a mianowicie: zagadnienie przepływu o maksymalnej 
wartości i zagadnienie przepływu o minimalnym koszcie w sieci o 
zmiennej strukturze.

1. Y/S tęp

Jedną z licznych grup zagadnień optymalizacji liniowej są zagadnienia 
typu transportowego. Posiadają one specjalną strukturę ograniczeń, która 
pozwala na konstruowanie wyspecjalizowanych algorytmów bardziej efektyw­
nych niż ogólne metody rozwiązywania zagadnień programowania liniowego. 
Ponadto gwarantują one przy pewnych warunkach otrzymanie rozwiązań całko- 
witoliczbowych. Tak więc algorytmy rozwiązywania zagadnień typu transpor­
towego mogą być stosowane w odniesieniu do pewnych problemów o charakte­
rze dyskretnym.

2. Zagadnienia typu transportowego

W zagadnieniach typu transportowego ograniczenia mają postać:
N

R ̂  ®i’ ^ = 1«2*.«.»m (4)
j=1

>  O, j = 1,2,... ,N, (2)

gdzie:Ri jest jedną z relacji ^  , a macierz A = [ a ^  I” ’n
ma następujące własności:

1) a ^  jest równe -1, O lub 1, i '= 1,2,...,m, j = 1,...,N,
. 2J każda kolumna macierzy A ma co najwyżej dwa elementy różne od zera. 

Macierz A jest macierzą totalnie unimodularaą, to znaczy każdy minor ma­
cierzy A jest równy 1, -1 lub O. Jeżeli liczby £ C (i = 1,2,...,m), to 
z własności totalnej unimodularności macierzy A wynika, że każde rozwią­
zanie bazowe problemu jest całkowitoliczbowe, a więc istnieje co najmniej 
jedno rozwiązanie optymalne, które jest całkowitoliczbowe [6,7] ♦
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3. Zagadnienie transportowo-kosztowe (Z$K)

Klasycznym przykładem zagadnienia typu transportowego jest zagadnie­
nie transportowo-kosztowe. Przypuśćmy, że mamy m producentów jednorodne­
go towaru i n jego odbiorców. Dla każdego producenta (o numerze i = 
s i każdego odbiorcy (o numerze j = 1,2,...,n) zadane są nas­
tępujące wielkości:

aŁ - wielkość, produkcji i-tego producenta (zasób)/ 
bj - wielkość zapotrzebowania j-tego odbiorcy^

- koszt przewozu jednostki towaru od i-tego producenta do j-tego 
odbiorcy.
Należy określić ilość towaru, jaką należy przewieźć od każdego z produ­
centów do każdego z odbiorców tak, by całkowity koszt transportu był mi­
nimalny, a jednocześnie by zaspokoić potrzeby każdego z odbiorców i nie 
przekroczyć zasobów żadnego z producentów.

Zagadnieniu odpowiada model matematyczny postaci:
m n
X  ^  xij ci j ~ ^  ain (5)
i=1 tfażi
m

Xi j ^  ̂  j ’  ̂ (̂  )
i=1
n
'y j ̂  ai* i = 1,2,... ,mj (5/
j=1

^  O, i = 1,2,... ,m, j = 1,2,... ,n. (d )

Do ZTK spro?iadzalne jest zagadnienie transportowo-produkcyjne [pj.
W problemie tym poza kosztami transportu występują koszty produkcji to­
waru u producenta. Niech.

h^ - oznacza koszt produkcji jednostki towaru u i-tego producenta.
Model matematyczny zagadnienia transportowo-produkcyjnego przedstawia 

się następująco:
przy warunkach (4-6), minimalizować

f  I  (cij + V  xlj ' (7)
1=1 j=1

Jeżeli przyjmiemy c ^  = + h^ (i = 1,2,...,m; j = 1,2,...,n), to za­
gadnienie transportowo-proaukcyjne zostanie sprowadzone do ZTK'z macie­
rzą kosztów c ^  .
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W przypadku transportu towarów niepodzielnych, to znaczy^jeśli zamiast 
warunku (6) występuje warunek

■̂ ij € C+ \*J {O}, i — 1,2,...,mj j = 1,2,... ,n, (8)
(ze względu na wspomniane już własności macierzy ograniczeń w zagadnie­
niach typu transportowego), algorytmy stosowane do rozwiązywania ZTK [2,?j 
dają rozwiązanie całkowitriliczbowe,- jeśli tylko a^ (i = 1,...,m) i 
(j = 1,...,n) są liczbami całkowitymi. Do ZTK można sprowadzić niektóre 
zagadnienia harmonogramowania czynności, jeśli dopuszczalne jest ich 
przerywanie w trakcie wykonywania jlj.

ń. Zagadnienie przydziału (ŻP)

ZP jest szczególnym przypadkiem ZTK dla towarów niepodzielnych. Za­
gadnienie to odgrywa szczególnie istotną rolę w optymalizacji dyskret­
nych procesów przemysłowych - przede wszystkim jako rozwiązanie przybli­
żone dla bardzo wielu skomplikowanych problemów optymalizacyjnych.

Zazwyczaj ZP interpretuje się w sposób następujący. Do produkcji n 
detali można przeznaczyć m różnych maszyn. Dla każdego detalu (j =
=: 1,2,...,n) i dla każdej maszyny (I = 1,2,...,m) określony jest czas 
produkcji detalu c^. Należy tak przydzielić maszyny detalom, by każdej 
maszynie odpowiadał dokładnie jeden detal i sumaryczny czas pracy był 
minimalny.

Przyjmując zmienną decyzyjną
1, jeżeli i-ta maszyna została przydzielona j-temu 

detalowi
.0, jeżeli taki przydział nie nastąpił, 

otrzymujemy następujący model matematyczny ZPs
m n

X I  xlj cij“ * mŁn (9)
i=1
n

d=i
X
m

1, i = 1,2,...,m, (10)

X
i=1

= 1, j = "1,2, ...,n, (11)

xij £ (0,1}, i — 1,2,...,mj j=1,2,...,n. (12)
ZP może służyć także do rozwiązania problemu przydziału pracowników 

do maszyn, przy czym liczby interpretuje się jako wydajność i-tego 
pracownikaprzydzielonego do j-tęj nassyny»
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5. Zagadnienia przepływowe w sieci transportowej

ściśle związane z zagadnieniami typu transportowego są zagadnienia 
przepływu w sieci transportowej. Ograniczenia występujące w tych proble­
mach można podzielić na dwie części. Pierwszą z nich stanowią ogranicze­
nia typu transportowego, na drugą składają się ograniczenia, którym od­
powiada macierz jednostkowa.

Można pokazać [.63, że macierz ograniczeń ,występująca w ograniczeniach 
przepływowych|jest macierzą totalnie unimodularną. W konsekwencji, wszyst­
kie własności dotyczące całkowitoliczbowości rozwiązań zagadnień typu 
.transportowego przenoszą się na zagadnienia przepływowe.

Niech G = (N,U) oznacza sieć transportową, w której N jest zbiorem 
wierzchołków a U zbiorem łuków. Zbiór N ¡rwa: postać'. N = {s]v_/R 
gdzie s i t są odpowiednio źródłem i odbiorem sieci. Dalej niech:

c(x,y) - jest przepustowością łuku (x,y) 6 U,
£(x,y) - oznacza przepływ w łuku (x,y) £ U.

Funkcja £ jest nazywana przepływem w sieci G, jeśli spełnione są nastę­
pujące warunki:

( V, X = s,
05)

O ^  f(x,y) ^  c(x,y), 0*0
gdzie v oznacza wartość przepływu w sieci G = (R,U), a i ^  są odpo­
wiednio - zbiorem wierzchołków poprzedzających bezpośrednio -wierzchołek
x w sieci G i zbiorem wierzchołków, które bezpośrednio poprzedza wierz­
chołek x.

5.1. Zagadnienie przepływu o maksymalnej wartości w sieci transportowej

Zagadnienie to można przedstawić w następującej postaci:
v--------------> max (15)

przy ograniczeniach (13-14).

5.2. Zagadnienie przepływu o minimalnym koszcie w sieci transportowej
(ag?

Model matematyczny ZKK formułuje się następująco: 
k(x,y)-f(x,y) min
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przy ograniczeniach (.13- W ) , przy czym v jest w tym przypadku pewną sta­
łą, a nie zmienną, v = V*1 ^0, a k(x,y) oznacza jednostkowy koszt prze­
pływu w łuku (x,y). Zagadnienie to jest równoważne Z Tri [2]. To znaczy, 
że można je poprzez »mianę zmiennych sprowadzić do ZTK, a rówńocześnie

6. Zagadnienia przepływowe w sieci o zmiennej strukturze

Poza zagadnieniami transportowymi, których modele matematyczne są po­
szczególnymi przypadkami programowania liniowego lub, które ze '«zględu 
na szczególne własności macierzy ograniczeń mogą być rozwiązywane jako 
zagadnienia programowania liniowego, występują w praktyce zagadnienia 
transportowe, które są rozszerzeniem klasycznych problemów - ZTK czy za­
gadnień przepływowych. W zagadnieniach tych należy dokonać wyboru jednej 
z możliwych struktur sieci transportowej(tak by wybrana struktura sieci 
dawała najlepszą możliwą wartość funkcji celu (maksymalny przepływ bądź 
minimalne sumaryczne koszty transportu).

\'l wielu dziedzinach gospodarki występuje problem optymalnej (z parne­
go punktu widzenia) lokalizacji środków transportu ('wybór tras). za­
gadnieniach tego typu istnieje stała sieć transportowa oraz zbiór dodat­
kowych środków transportu, które w razie potrzeby mogą być wykorzystane 
do przewozu materiałów między określonymi punktami stałej sieci trans­
portowej. Problem optymalizacyjny polega na takiej lokalizacji dodatko­
wych środków transportu, by przewieźć maksymalną ilość materiału (zagad­
nienie przepływu o maksymalnej wartości) bądź by przewieźć wymaganą i- 
lość materiału przy jednoczesnej minimalizacji łącznych kosztów trans­
portu (zagadnienie przepływu o minimalnym koszcie).

Przykładem zagadnienia przepływu o maksymalnej wartości w sieci 
o zmiennej strukturze może być problem optymalizacji systemu transporto­
wego w kopalni węgla brunatnego. \‘i tym przypacLKU stała sieć transportowa 
składa się z przenośników/ taśmowych, natomiast sieć zmienną tworzą prze­
nośniki rewersyjne, które mogą być podłączane w różnych momentach czasu 
do różnych punktów odbioru (-węgla lub nadkładu). Należy dokonać takiego 
usytuowania przenośników rewersyjnych w przestrzeni i w czasie, aby móc 
przewieźć w określonym przedziale czasowym maksymalną ilość węgla i nad­
kładu.

W celu rozwiązania przedstawionego problemu należy rzeczywistą sieć 
transportową zastąpić odpowiednią siecią dynamiczną - rozwiniętą na czas 
siecią, w której każdy węzeł odpowiada peY/nemu węzłowi rzeczywistej sie­
ci transportowej w określonym momencie czasu (metoda konstruowania sieci 
dynamicznej przedstawiona jest w pracy [2]). Następnie należy dokonać 
optymalizacji systemu transportowego w nowej sieci dynamicznej, traktu-

ZTK jest szczególnym przypadkiem
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¡jąo tę sieć jak sieć statyczną. Wszystkie metody optymalizacji dotyczące 
sieci statycznych mogą być stosowane (bez żadnych zmian i adaptacji) w 
odniesieniu do sieci dynamicznych. W konsekwencji, w przedstawionym'da­
lej modelu matematycznym zagadnienia, można bez straty ogólności rozwa­
żać przepływ w sieci statycznej.

Zatem, niech G = (N,U) oznacza stałą sieć transportową (odpowiadającą 
rozwiniętej na czas rzeczywistej sieci transportowej utworzonej z prze­
nośników nierewersyjnych). Ponadto niech Q = {1,2,...,q} będzie zbiorem 
dodatkowych środków transportowych (przenośniki rewersyjne w kolejnych 
momentach czasu) i niech = {(xk,yk), (x|,yk)»• • • > fe^^yr^)} będzie 
zbiorem łuków, które odpowiadają wszystkim możliwym lokalizacjom k-tego 
środka transportowego (wszystkim możliwym rewersjom przenośnika rewer­
sy jnego w pewnym momencie czasowym). Lokalizacja k-tego środka transpor­
towego w p-tym miejscu odpowiada dołączeniu do sieci transportowej łuku
(*p,yp)*

Niech

xkp
1 jeśli łuk (x|Syk) jest dołączony do 

sieci, P p
O w przeciwnym przypadku.

Zagadnienie przepływu o maksymalnej wartości w sieci o zmiennej struk­
turze (oznaczmy je przez FI) można przedstawić następująco:

v -- > max (17)
przy ograniczeniach

i Vj X = S f
O, i £ 8 ,  (18)

-v, x = t,

0 ̂  f(x,y) ̂c(x,y), (x,y) £ U (19)

O <f (z£,y£) • Xkp<  edg,5j). kg, V (20) ■

rk
^  xkp = 1, k £  Q (21)
P=1

xkp <^>yp> - vk> (22)
gdzie (Ap oznaczają zbiór węzłów poprzedzających węzeł x (które po­
przedza węzeł x) w sieci transportowej G'= (S,DUT). Wszystkie pozosta­
łe oznaczenia, są takie same,jak w modelach zagadnień przepływowych (ZMP, 
ZUK).

Model matematyczny zagadnienia przepływu o minimalnym koszcie w sieci 
o zmiennej strukturze (oznaczmy je przez P2) różni się od modelu zagad­
nienia PI jedynie kryterium optymalizacji,.które ma postać:
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C  y j L r  f(x*y) kix,y^— (23)
a wartość przepływu v nie jest zmienną, lecz stałą v - vK O (podobnie 
jak w ZMK).

Zagadnienie FI i P2 można rozwiązać przy użyciu teorii grafów cysjun- 
ktywnych. Algorytm rozwiązania zagadnienia FI (wraz z wynikami ekspery­
mentów obliczeniowych na m.c.) został przedstawiony w pracy [h], a za­
gadnienie P2. w pracy [51 •
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IIPHHEHBKHH TPAHCnOPTHHX 3A.EAN B OI1TKIÆH3AUHH flHCKPETHKX aPOUECCOB 

P e 3 »  m e

B paćoie npeACiaBJieHO aHajiH3 TpaHcnopiHbix 3amav c tovkk 3peHKf> 
nx npaueHesHH k onTHMH3anKK ^HCKpeTHHX n p o ąecco B . IIpe,ncTaBJieHo ^ se  
HOBHe TpaKcnopTHwe 3a,natjH: npodmeMy MaKCHMajiBHoro noToma h npo6aeMy 
noTOKa MHHHMajibHofi CTOHMOCTH b nena c nepeMeHHc . oipyKiypoit.
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AN APPLICATION" OP TRANSPORTATION PROBLEMS TO DISCRETE PROCESSES'OPTIMIZA­
TION

S u m m a r y

In the paper a review of transportation problems is considered from 
the point of view of their applications to discrete processes'optimiza­
tion. Moreover, two new transportation problems i.e.: the maximal flow 
problem and the minimum cost flow problem in a network with a variable 
structure are presented.


