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ZASTOSOWANIE ZAGADNIEN TRANSPORTOWYCH W OPTYMALIZACJI
DYSKRETNYCH PROCESOW

Streszczenie. W artykule przedstawiono przeglad zagadnien trans-
portowych z punktu widzenia ich zastosowania do optymalizacji dys-
kretnych proceséw. Poza tym przedstawiono dwa nowe zagadnienia o
charakterze transportowym,zwigzane z optymalizacjg struktur sieci
transportowych, a mianowicie: zagadnienie przeﬁ}ywu o maksymalnej
wartosci 1 zagadnienie przeptywu o minimalnym koszcie w sieci o
zmiennej strukturze.

1. Y/Step

Jedng z licznych grup zagadnien optymalizacji liniowej sa zagadnienia
typu transportowego. Posiadajg one specjalng strukture ograniczen, ktora
pozwala na konstruowanie wyspecjalizowanych algorytméw bardziej efektyw-
nych niz og6lne metody rozwigzywania zagadnien programowania liniowego.
Ponadto gwarantujg one przy pewnych warunkach otrzymanie rozwigzan cakko-
witoliczbowych. Tak wiec algorytmy rozwigzywania zagadnien typu transpor-
towego moga by¢ stosowane w odniesieniu do pewnych probleméw o charakte-
rze dyskretnym.

2. Zagadnienia typu transportowego

W zagadnieniach typu transportowego ograniczenia maja postac:

N
RN ®i’ N = 1«2* . «.»m ®
j=1
>0, j=1,2,... N, @
gdzie:Ri jest jedng z relacji N, amacierz A = [an 1”7 °n

ma nastepujace wkasnosci:
1) a~ jest rowne -1, O lub 1, i *=1,2,...,m, j =1,...,N,

. 2J kazda kolumna macierzy A ma co najwyzej dwa elementy rézne od zera.
Macierz A jest macierzg totalnie unimodularag, to znaczy kazdy minor ma-
cierzy A jest réowny 1, -1 lub O. Jezeli liczby £ C@G-=12,...,m, to
z wkasnosci totalnej unimodularnosci macierzy A wynika, ze kazde rozwia-
zanie bazowe problemu jest catkowitoliczbowe, a wiec istnieje co najmniej
jedno rozwiazanie optymalne, ktdére jest catkowitoliczbowe [0,7]¢
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3. Zagadnienie transportowo-kosztowe (Z$K)

Klasycznym przyktadem zagadnienia typu transportowego jest zagadnie-
nie transportowo-kosztowe. Przypusémy, ze mamy m producentéw jednorodne-
go towaru i n jego odbiorcéow. Dla kazdego producenta (0 numerze i =
s i kazdego odbiorcy (0 numerze j = 1,2,...,n) zadane sg nas-
tepujace wielkosci:

at - wielkos¢, produkcji i-tego producenta (zasob)/

bj - wielkos¢ zapotrzebowania j-tego odbiorcy”

- koszt przewozu jednostki towaru od i-tego producenta do j-tego
odbiorcy.
Nalezy okresli¢ ilos¢ towaru, jaka nalezy przewiezé od kazdego z produ-
centow do kazdego z odbiorcow tak, by catkowity koszt transportu byk mi-
nimalny, a jednoczesnie by zaspokoi¢ potrzeby kazdego z odbiorcéow i nie
przekroczy¢ zasobéw zadnego z producentéw.

Zagadnieniu odpowiada model matematyczny postaci:

m n
X N xij cij~”" ain ®
i=1 i
m

Xij N Ng? N (/\)
i=
n
Yy JN oari = 1,2,... ,m &/
J=

~0, 1 =12,...,m J=1,2,...,n. @

Do ZTK spro?iadzalne jest zagadnienie transportowo-produkcyjne [pj-
W problemie tym poza kosztami transportu wystepujg koszty produkcji to-
waru u producenta. Niech.

h" - oznacza koszt produkcji jednostki towaru u i-tego producenta.

Model matematyczny zagadnienia transportowo-produkcyjnego przedstawia
sie nastepujaco:
przy warunkach (4-6), minimalizowac

f | (cij +VvV  x1j -~ @)
1=1 j=1
Jezeli przyjmiemy c” = +h (G =1,2,...,m; j =1,2,...,n), to za-

gadnienie transportowo-proaukcyjne zostanie sprowadzone do ZTK"z macie-
rza kosztow c”
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W przypadku transportu towaréw niepodzielnych, to znaczy™jesli zamiast
warunku (6) wystepuje warunek

ij€ C+\I{0}, i -1,2,....m J=1,2,....,n, ®

(ze wzgledu na wspomniane juz wkasnosci macierzy ograniczen w zagadnie-
niach typu transportowego),algorytmy stosowane do rozwigzywania ZTK [2,7]
daja rozwigzanie cakkowitriliczbowe,- jesli tylko a8 (1 = 1,...,m) i

g =1,...,n) sa liczbami catkowitymi. Do ZTK mozna sprowadzi¢ niektore
zagadnienia harmonogramowania czynnosci, jesli dopuszczalne jest ich
przerywanie w trakcie wykonywania jlj.

n. Zagadnienie przydziatu (ZP)

ZP jest szczegolnym przypadkiem ZTK dla towardw niepodzielnych. Za-
gadnienie to odgrywa szczegOlnie istotng role w optymalizacji dyskret-
nych proceséw przemystowych - przede wszystkim jako rozwigzanie przybli-
zone dla bardzo wielu skomplikowanych probleméw optymalizacyjnych.

Zazwyczaj ZP interpretuje sie w sposob nastepujacy. Do produkcji n
detali mozna przeznaczy¢ m roznych maszyn. Dla kazdego detalu ( =
=1,2,...,n) i dla kazdej maszyny (I = 1,2,...,m) okreslony jest czas
produkcji detalu c”~. Nalezy tak przydzieli¢ maszyny detalom, by kazdej
maszynie odpowiadat dokdadnie jeden detal i1 sumaryczny czas pracy byt
minimalny.

Przyjmujac zmienng decyzyjng

1, jezeli i-ta maszyna zostata przydzielona j-temu
detalowi
0, jezeli taki przydziat nie nastagpit,

otrzymujemy nastepujacy model matematyczny ZPs

m n
)( I - xlj cij“ * mkn ®
i=1 (H
n
X 1, i=1,2,...,m, (€LY
m
X =1, §=".2....n, an
i=1
£ ©.1 i —1,2,...,m j=1,2,...,n. a2
«ij @©.,1}, i »2,.-.,mf j=1,2,...,n
ZP moze stuzy¢ takze do rozwigzania problemu przydziatu pracownikéw
do maszyn, przy czym liczby interpretuje sie jako wydajnos¢ i-tego

pracownikaprzydzielonego do j-tej nassyny»
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5. Zagadnienia przeptywowe w sieci transportowej

Scisle zwigzane z zagadnieniami typu transportowego sg zagadnienia
przepdywu w sieci transportowej. Ograniczenia wystepujace w tych proble-
mach mozna podzieli¢ na dwie czesSci. Pierwszg z nich stanowig ogranicze-
nia typu transportowego, na drugg sk#adaja sie ograniczenia, ktoérym od-
powiada macierz jednostkowa.

Mozna pokaza¢ [.63, ze macierz ograniczen wystepujgaca w ograniczeniach
przeptywowych|jest macierza totalnie unimodularng. W konsekwencji, wszyst-
kie wkasnosci dotyczace catkowitoliczbowosci rozwigzan zagadnien typu
-transportowego przenoszag sie na zagadnienia przepkywowe.

Niech G = (N,U) oznacza sie¢ transportowg, w ktérej N jest zbiorem
wierzchotkéw a U zbiorem dukéw. Zbidor N jmac postac™. N = {s]v_/R
gdzie s i t sg odpowiednio zrodtem i odbiorem sieci. Dalej niech:

c(x,y) - jest przepustowoscig Htuku (x,y) 6 U,

£(X,y) - oznacza przeptyw w 4uku (X,y) £ U.
Funkcja £ jest nazywana przeptywem w sieci G, jesli spelnione sg naste-
pujace warunki:

(V, X-=s,
05)
0~ fOGLY) N e(x.y), 0*0
gdzie v oznacza wartos¢ przeptywu w sieci G = (R,U), a i N sa odpo-

wiednio - zbiorem wierzchotkéwpoprzedzajacychbezposrednio-wierzcholek
X w sieci Gi zbiorem wierzchotkéw, ktérebezposredniopoprzedza wierz-

chotek x.

5.1. Zagadnienie przeptywu o maksymalnej wartosci w sieci transportowej

Zagadnienie to mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
Vo m e e > max @5

przy ograniczeniach (13-14).

5.2. Zagadnienie przeptywu o minimalnym koszcie w sieci transportowej
(ag?
Model matematyczny ZKK formutuje sie nastepujaco:
k(x,y)-f(x,y) min
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przy ograniczeniach (13—W) , przy czym v jest w tym przypadku pewng sta-
43, a nie zmienng, v = W10, a k(x,y) oznacza jednostkowy koszt prze-
pkywu w Huku (X,y). Zagadnienie to jest réwnowazne ZIri [2]. To znaczy,
ze mozna je poprzez »miane zmiennych sprowadzi¢ do ZTK, a réwnoczesnie
ZTK jest szczeg6lnym przypadkiem

6. Zagadnienia przeptywowe w sieci 0 zmiennej strukturze

Poza zagadnieniami transportowymi, ktorych modele matematyczne sg po-
szczegolnymi przypadkami programowania liniowego lub, ktére ze "«zgledu
na szczeg6lne wlkasnosci macierzy ograniczen moga byC¢ rozwigzywane jako
zagadnienia programowania liniowego, wystepujg w praktyce zagadnienia
transportowe, ktdre sg rozszerzeniem klasycznych probleméw - ZTK czy za-
gadnien przepdywowych. W zagadnieniach tych nalezy dokona¢ wyboru jednej
z mozliwych struktur sieci transportowej(tak by wybrana struktura sieci
dawata najlepsza mozliwg wartos¢ funkcji celu (maksymalny przepdyw badz
minimalne sumaryczne koszty transportu).

\Xlwielu dziedzinach gospodarki wystepuje problem optymalnej (z parne-
go punktu widzenia) lokalizacji Srodkéw transportu ("wybor tras). za-
gadnieniach tego typu istnieje stata sie¢ transportowa oraz zbiér dodat-
kowych Srodkéw transportu, ktore w razie potrzeby mogg by¢ wykorzystane
do przewozu materiatéw miedzy okreslonymi punktami statej sieci trans-
portowej. Problem optymalizacyjny polega na takiej lokalizacji dodatko-
wych Srodkéw transportu, by przewiez¢ maksymalng ilos¢ materiatu (zagad-
nienie przeptywu o maksymalnej wartosci) badz by przewiezé wymagang i-
los¢ materiatu przy jednoczesnej minimalizacji 4acznych kosztéw trans-
portu (zagadnienie przepdywu o minimalnym koszcie).

Przyktadem zagadnienia przepdywu o maksymalnej wartosci w sieci
o0 zmiennej strukturze moze by¢ problem optymalizacji systemu transporto-
wego w kopalni wegla brunatnego. N tym przypaclkKU stata sie¢ transportowa
sktada sie z przenosnikéw/ tasmowych, natomiast sie¢ zmienng tworza prze-
nosniki rewersyjne, ktdre moga by¢ podiaczane w réznych momentach czasu
do réznych punktéw odbioru (-wegla lub nadkdadu). Nalezy dokonac¢ takiego
usytuowania przenosnikow rewersyjnych w przestrzeni i w czasie, aby moc
przewiez¢ w okreslonym przedziale czasowym maksymalng ilos¢ wegla i1 nad-
kdadu.

W celu rozwigzania przedstawionego problemu nalezy rzeczywistg siec¢
transportowg zastgpi¢ odpowiednig siecig dynamiczng - rozwinietg na czas
siecig, w ktérej kazdy wezet odpowiada peY/nemu wezdowi rzeczywistej sie-
ci transportowej w okreslonym momencie czasu (metoda konstruowania sieci
dynamicznej przedstawiona jest w pracy [2])- Nastepnie nalezy dokonac
optymalizacji systemu transportowego w nowej sieci dynamicznej, traktu-
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ilo te sie¢ jak sieC statyczng. Wszystkie metody optymalizacji dotyczace
sieci statycznych mogg by¢ stosowane (bez zadnych zmian i adaptacji) w
odniesieniu do sieci dynamicznych. W konsekwencji, w przedstawionym®da-
lej modelu matematycznym zagadnienia, mozna bez straty og6lnosci rozwa-
za€ przeptyw w sieci statycznej.

Zatem, niech G = (N,U) oznacza statg sie¢ transportowg (odpowiadajaca
rozwinietej na czas rzeczywistej sieci transportowej utworzonej z prze-

nosnikow nierewersyjnych). Ponadto niech Q = {1,2,...,q} bedzie zbiorem
dodatkowych $rodkéw transportowych (przenosniki rewersyjne w kolejnych
momentach czasu) i niech = {(xXk,yK) , (X]| ,yk) »> ==>Fe™Myr™)} bedzie

zbiorem 4ukéw, ktére odpowiadajg wszystkim mozliwym lokalizacjom k-tego
Srodka transportowego (wszystkim mozliwym rewersjom przenosnika rewer-

syjnego w pewnym momencie czasowym). Lokalizacja k-tego Srodka transpor-
towego w p-tym miejscu odpowiada dodgczeniu do sieci transportowej 4uku

( pl\ﬁ/g?:h

sieci,
0 w przeciwnym przypadku.

1 jesli Huk (X|Syk) jest dotaczony do
Pp
xkp

Zagadnienie przeptywu o maksymalnej wartosci w sieci o zmiennej struk-
turze (oznaczmy je przez FI) mozna przedstawi¢ nastepujgco:

Vv — >max an

przy ograniczeniach

0, i£8, (¢1))

0™ FX.MNe(X,y), (x,y) £ U a9
0 <f (z£,yE)=Xkp< edg,5j) - kg, \Y (20) =
rk
N xkp =1, k £Q (@4))
P=1
xkp <A>yp> - vk> @
gdzie (Ap oznaczajg zbior wezdow poprzedzajacych wezet x (ktére po-

przedza wezet x) w sieci transportowej G"= (S,DUT). Wszystkie pozosta-
+e oznaczenia, sg takie same,jak w modelach zagadnien przeptywowych (2w,
ZUK).

Model matematyczny zagadnienia przepitywu o minimalnym koszcie w sieci
0 zmiennej strukturze (oznaczmy je przez P2) rozni sie od modelu zagad-
nienia Pl jedynie kryterium optymalizacji, .ktore ma postac:
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C yjLr f(x*) Kkix,y™~ 23)

a wartosc¢ przeptywu v nie jest zmienna, lecz stalg v - vk 0 (podobnie
jak w ZMK).

Zagadnienie FI i P2 mozna rozwigza¢ przy uzyciu teorii grafow cysjun-
ktywnych. Algorytm rozwigzania zagadnienia FI (wraz z wynikami ekspery-
mentow obliczeniowych na m.c.) zostat przedstawiony w pracy [h], a za-
gadnienie P2. w pracy [5le
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IIPHHEHBKHH TPAHCnOPTHHX 3AEAN B OI1TKIAH3AUHH fIHCKPETHKX aPOUECCOB

Pe3» me

B pacoie npeACiaBlieHD ahjiH3 TpaeHonopiHbix 3amav ¢ tovkk 3K
nx npaueHesHH k onTHMH3anKK ~HCKpeTHHX npogeccoB. Illpe,ncTaBlieHo “se
HOBHe TpaKcnopTHwe 3ayati npodmeMy MakCHVajiBHoro noTama h npoGaehy
noTOKa MHVejildHofi CTOHVOCTH b nena C nepeMeHHc . oipyKiyport.
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AN APPLICATION' OP TRANSPORTATION PROBLEMS TO DISCRETE PROCESSES®OPTIMIZA-
TION

Summary

In the paper a review of transportation problems is considered from
the point of view of their applications to discrete processes"optimiza-
tion. Moreover, two new transportation problems i.e.: the maximal flow
problem and the minimum cost flow problem in a network with a variable

structure are presented.



