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OPTYMALNY ROZDZIAL ZASOBOW ROZNYCH KATEGORII MIEDZY OPERACJE
NIEPODZIELNE

Streszczenie. W artykule przedstawiono sposéb wyznaczania optymalne-
go sterowania rozdziatem zasobow odnawialnych, nieodnawialnych™ i
podwé]!)nle ograniczonych _miedzy operacje niepodzielne,tworzace "sieC
typu PERT. Kazda operacja charakteryzuje sie dyskretnym_ zapotrzebowa-
niem zasobowym,okres!alj(qcym wiele mozliwych sposobdw jej wykonania.
Rozpatrzono czasowe i kosztowe kryteria optymalnosci sterowania.-

1. Wstep

W dotychczasowych pracach(@otyczacych sterowania rozdziakem zasobdw
miedzy operacje niepodzielne tworzace sie¢ typu PERT, rozwazono jedynie za-
soby, ktére z punktu widzenia ograniczen zasobowych nalezg do tej samej
kategorii [14] . Rozpatrywano wiec kategorie zasohow odnawialnych, takich
Jjak: sida robocza, moc, maszyny, dla ktoérych jedynie liczba jednostek w kaz-
dej chwili wykonywania zbioru operacji moze by¢ ograniczona, albo nieodna-
wialnych, takich jak;nakkady finansowe, energia, suronce, dla ktérych je-
dynie zuzycie w okresie wykonywania zbioru operacji moze by¢ ograniczone
/por. prace przegladowe [3,8])/. W praktyce spotykamy jednak zazwyczaj sy-
tuacje, w ktérych do wykonywania operacji potrzebne sg zasoby odnawialne
i nieodnawialne, a takze zasoby zwane podwdjnie ograniczonymi, dla ktérych
ograniczenia mogg dotyczy¢ zaréwno liczby jednostek w kazdej chwiliNjak i
zuzycia w okresie wykonywania zbioru operacji. Przyk¥adem tej ostatniej
kategorii moze by¢ moc, w przypadku ograniczenia jej ilosci i zuzycie ener-
gii lub przeptyw czynnika roboczego, w przypadku ograniczenia przeptywu
oraz objetosci czynnika. Rozpatrywanie takich sytuacji stanowi aktualnie
jeden z najwazniejszych kierunkéw w zakresie sterowania rozdziakem zasohdw,
posiadajacy szczegblnie istotne znaczenie praktyczne. Wyniki uzyskane do-
tychczas w ramach tego kierunku dotycza w zasadzie wydacznie operacji po-
dzlelnych;w [9,10] podano algorytmy sterowania jednoczesnym rozdziatem za-
sobow wszystkich trzech kategorii miedzy operacje scharakteryzowane dowol-
nymi dyskretnymi zapotrzebowaniami zasobowymi okreslajacymi wiele mozliwych
sposobow ich wykonywania oraz modelami matematycznymi w postaci czasow wy-
konywania poszczegélnymi sposobami; w pracy [11] rozpatrzono dla tego przy-
padku problem optymalizacji wielokryterialnej, bw [15] rozwigzano problem
minimalno-czasowego sterowania rozdzialtem zasobéw podwdjnie ograniczonych,
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w ktérym modele matematyczne operacji maja posta¢ funkcji: predkos¢ wykony-
wania 6 1los¢ zasobow,

W niniejszej praoy rozpatrzymy problem optymalnego sterowania jedno-
czesnym rozdziakem zasobow wszystkich trzech kategoriiedla przypadku ope-
racji niepodzielnych, dowolnych dyskretnych zapotrzebowarn zasobowych ope-
racji /czyli wielu sposobow ich wykonywania/ i1 modeli matematycznych w pos-
taci czasow wykonywania operacji poszczegolnymi sposobami. Problem optyma-
lizacyjny sformutowano w postaci zadania zero-jedynkowego /0-1/ programowa-
nia liniowego dla nastepujacych kryteriow optymalnosci: /a/ czas wykonywa-
nia zbioru operacji, /b/ Srednie wazone opbéznienie wykonania operacji,

/c/ Sredni wazony czas obshugi operacji oraz /d/ ¥aczne wazone zuzycie
zasobow nieodnawialnych i podwdjnie ograniczonych. Zaproponowano metode
wyznaczania sterowania optymalnego oparta na algorytmie dedukcyjnego prze-
gladu. W rozdziale 2 wprowadzimy podstawowe definicje i1 oznaczenia, w roz-
dziale 3 sformutujemy zadanie 0-1 programowania liniowego dla poszczegél-
nych kryteriow, a w rozdziale 4 scharakteryzujemy spostb jego rozwigzania.

2, Definicje 1 oznaczenia

Zbidér zaBobow Jt zdkozony jest z trzech kategorii zasobow; w ramach
kazdej kategorii jednostki zasobow pogrupowane sa w rodzaje zaleznie od

spetnianych funkcji. W szczegdlnosci zbidr zawiera:
/a/ p rodzajéw zasobow odnawialnych {R°,...,R°J : ograniczeniem ilosci
dostepnej w kazdej chwili do N, jednostek™, k=1,...,p,
/b/ v rodzajow zasobéw nieodnawialnych {r™,...,R"} : ograniczeniem zuzycia
do Jjednostek, k=1,...,v.
/0/ u rodzajow zasobow podwdjnie ograniczonych z ograniczeniem ilosci do nt
jednostek i1 zuzycia - do ~  jednostek , k=1,,..,u.
Niech zbidér operacji Kk zawiera n operacji niepodzielnych {Aj,.., .AJ. W ce-
lu zdefiniowania sposobu wykonywania operacji eJl wprowadzimy h.;* (p+
+H/4+U) - wymiarowg macierz [r°r ..r°p rj,..=~vi?r ..rfu] , gozie j-ty
wiersz. YijI¥rijerijl**rijvrijl,*”rijul " ztozony jest z dopuszczalnych
liczb jednostek zasobow R°, k»1,... ,p,8.£ , k=1,...,v oraz r£, k=1,...,u,
ktére moga jednoczesnie bra¢ udziak w wykonywaniu operacji A+, j=1,...,hi;
i=1,...,n. Wiersz j-ty macierzy Si okresla j-ty spos6b wykonywania ope-
racji AN, j-1,...,~. Kazda operacja moze by¢ wykonywana w kazdej chwili
tylko jednym z okreslonych dla niej Bposobdw. Dla j-tego sposobu wykonywa-
nia AJ znany jest czas wykonywania p”, i=l,...,n. Dodajmy,
ze w przypadku gdy jednostki zasobu r£ nie s identyczne, elementy
zamiast liczby jednostek zasobdw odnawialnych; mogg oznacza¢ indeksy tych
Jednostek; np. w przypadku maszyn jednego rodzaju o roznych wydajnosciach
praoy. Nalezy rdowniez zaznaczy¢, ze jednostki zasobow r£ i1 r| sg identycz-
ne w ramach poszczegélnych rodzajow oraz, ze -wyrazone jest w jed -
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nostkach zuzycia, natomiast okresla liczbe jednostek RN wykorzysty-
wang w kazdej chwili wykonywania A™ j-tym sposobem, podczas gdy zuzycie
Rle w pewnym przedziale czasov.ym otrzymuje sie przez pomnozenie przez
dhugos¢ tego przedziatu. Dla kazdej operacji A+ okreslony jest moment go-
towosci &\, przed ktdrym nie mozna rozpoczaC jej wykonywania oraz termin
zakonczenia wykonywania d., przed ktorym wykonywanie Ai powinno 3ie za-
konczy¢; jezeli d® jest terminem nieprzekraczalnym ™Mo nazywa sie linia
krytyczng.

\Ir zbiorze operacji okreslone sg ograniczenia kolejnosciowe w postaci
sieci typu PRES.

Jako kryterium optymalnosci sterowania Q obierzemy albo kryterium o
charakterze czasowym, takie jak."/a* czas wykonywania zbioru A , E=max[ti],
gdzie t, jest momentem zakonczenia wykonywania A", b/ Srednie wazone
opdznienie wykonania RWracji/, L= nIfiw , (ti—di) , .c\>/ "Sredni wazony czas
obstugi operacji, F= g~ wi "H-ai" * $121® wi dest waga przypisang ope-
racji A.., albo kryterium o charakterze kosztowym, czyli dj #aczne wazo-
ne zuzycie zasobow nieodnawialnych 1 podwdjnie ograniczonych, tzn. koszt

wykonywania zbioru A, Z =~ XXM+~ c| R®, gdzie i ¢ sa kosz-
tami jednostkowymi ~ i E|] , a i +acznym zuzyciem, odpowiednio
Rk 1 <m

Przydziat / w czasie/ zasobow ze zbioru R do operacji ze zbioru J. ,
minimalizujacy zadane kryterium Q przy speknieniu natozonych ograniczen;
nazwiemy sterowaniem optymalnym.

3. Sformudowanie zadania optymalizacyjnego

Zero-jedynkowe programowanie liniowe zastosowano,  juz do proble-
mu czaso-optymalnego rozdziatu zasobow odnawialnych w przypadku jednego
sposobu wykonywania kazdej operacji [8] - W L4,%is. 173-183] stwierdzono, zc
dla przypadku wielu sposobdow wykonywania operacji nie uzyskano dotad zado-
walajacych rezultatdw. Ohecnle rozszerzymy to podejscie re. przypadek za-
sobéw roznych kategorii i wielu sposobdw; wykonywania operacji oraz na inne
kryteria optymalnosci .

Niech oznacza gorng granice czasu wykonywania zbioru A ]|zwang ho-
ryzontem cza.sowym. Ersy wyznaczaniu 5" warto postuzy¢ cie regukg heurystycz-
na”bedaca prostym uogélnieniem jednej z reguk opisanych@p. w [8] dla przy-
padku zasobéw odnawialnych i jednego sposobu wykonywania kazdej operacji .-
Zakozmy, ze oraz czasy wykonywania operacji majg wartosci calkowite. Je-
zeli podzielimy horyzont czasowy na jednostkowe okresy, to mozemy zdefinio-
waé zmienng zero-jedynkowg x”, ktora w zaleznosci od podejscia okresla,
czy wykonywanie A, ma miejsce w okresie t /Wiest [13] /7 , albo kon-
czy sie w okreBie t /Pritaker i in. [7]_/]czy tez rozpoczyna sie w okresie
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,t /Elmaghraby [2,rozdz.2.1] /. Przyjecie jednej z tych definicji ma istot-
ny wpdyw na rozmiar i strukture zadania 0-1 programowania liniowego. Oka-
zuje sie, ze wybor definicji xit wykacznie pod katem roz-
miaru zadania nie gwarantuje minimalnego czasu obliczen mﬁfgmi'jggga'f zZna-
czenie ma Dowiem struktura zadania. W dalszym ciagu przyjmiemy definicje
Elmaghraby-ego, gdyz wynikajaca z niej struktura zadania pozwala na wpro-
wadzenie hardzo efektywnej techniki cie¢ do procedury dedukcyjnego prze-
gladu stosowanej przy wyznaczaniu rozwigzania optymalnego.

Zakozymy, ze wierzchobki /zdarzenia czasowe/ sieci ograniczen kolej-
nosciowych sa uporzadkowane w ten spostb, ze dla kazdego 4uku /operacji/,
jego wierzchokek koricowy ma numer wyzszy od numeru wierzcholka poczatkowega
Ponadto zatozymy bez utraty ogélnosci, ze An jest jedyna operacjg bez
nastepnikow. Zdefiniujmy zmienng zadania optymalizacyjnego:

1 ] 2e%i wykonywanie A, j-tym sposobem rozpoczyna sie w okre-
S

0 w przeciwnym razie,

oraz wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
e, - najwczesniejszy dopuszczalny termin rozpoczecia wykonywania A®,
1N - najpbzniejszy dopuszczalny termin rozpoczecia wykonywania AN,
Pi - zbidr bezposrednich poprzednikow operacji Ai /ze wzgledu na ogranicze-

nia kolejnosciowe/.
Dodajmy, ze e oraz 1™ wynikajg ze znanej analizy Sciezki krytycznej przy
zadozeniu, ze wszystkie operacje wykonywane sg swoimi najszybszymi sposoba-
mi oraz przy uwzglednieniu momentow gotowosci 1 zadanych linii krytycznych
d, czyli eitai oraz Ind?; jak datwo zauwazy¢, 1n<h--nj™ , gdzie
jest najkrotszym czasem wykonywania An.

Punkcja celu zadania optymalizacyjnego na dla poszczegélnych kryteriéw
nastepujaca postac:

/1/

12/

™
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Zbidr ograniczen obejmuje nastepujgce warunki s
- na wykonanie kazdej operacji jednym sposobem
hi ii

na kolejnos¢ wykonywania operacji

1oL

AE"  "[AENE)* VIEAIHE nkd
- na dostepnos¢ zasobow

+ odnawialnych

z_.2-i E- r ) - AX1V ja A AIr /[7/
i=1 3-1 qg=max[t-pl;j+1, 1] « « 4 k kal..... p*

4= nieodnawialnych

Kk ~ \ k-1 /8/
+ podwdjnie ograniczonych

£ zZf Z r~ x ENp t=1....Th5 79/
Il 3=1 g=max[t-p~+1,1] LNk
Kk <B k k=1,...,u /10/
Oczywiscie xi™t b 0 dla t<e® lub 1" Sterowanie optymalne jest zdefinio-
wane przez ciag wartosci fi -}jJJ_l } _ minimalizujacych zadang funkcje
1=1,J=1,t=eil

celu /1/ - /4/ przy speknieniu warunkéw /5/ - /10/.

Zauwazmy, ze decydujac sie na minimalizacje jednegc z kryteriéw mozna
ograniczy¢ wartos¢ pozostatych kryteridow, np. przy minimalizacji K mozna
wprowadzi¢ ograniczenie na czas wykonywania zbioru J[, T < 1N

4. Wyznaczanie sterowania optymalnego

Zero-jedynkowe programowanie liniowe zyskalo na znaczeniu z chwilg
opracowania przez Balasa [1] , a pozniej rozwiniecia przez Geoffriona [5]
algorytmu dedukcyjnego przegladu, ktory w pordéwnaniu z innymi znanymi tech-
nikami cafoiiczbowego programowania liniowego ma znacznie korzystniejsze
whasnosci obliczeniowe. Zastosujemy ten algorytm do wyznaczania sterowania
optymalnego dla naszego problemu, czyli do rozwigzania zadania optymaliza-
cyjnego (sformutowanego w rozdziale poprzednim. Warto w tym celu wykorzys-
ta¢ idee algorytmu dedukcyjnego przegladu opracowanego dla problemu stero-
wania rozdziatem zasobow odnawlalnych(rzy jednym sposobie wykonywania kaz-
dej operacji [6,12], Jest on aktualnie najlepszym algorytmem dla tego przy-
padku. W celu zastosowania tego algorytmu do rozpatrywanego tu ogdlnego
problemu rozdziatu zasobéw nalezy uporzadkowaC operacje w ten spostb, ze
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jezeli ielj» 0 t<3* Poniewaz uporzadkowanie takie jest w ogélnosci nie-
niejednoznaczne , to mozna je wyznaczy¢ regulg heurystycznag, ktora przy-
dziela nizszy numer operacji o mniejszym luzie catkowitym. Nastepnie,na-
lezy uporzadkowa¢ ograniczenia /7/ , /9/ na ilos¢ zasohdw odnawialnych i
podwojnie ograniczonych, w ten sposobmy ograniczenie dotyczace zasobu,

na ktére daczne zapotrzebowanie jest w stosunku do ilosci dostepnej ma-

ksymalne w dbuzszy® okresie czasu, otrzymato numer wyzszy. Inn-ymi skowy,
dla k-tego ograniczenia okresla sie parametr =£ ULIMY, k=1,...,pH,

gdzie Jj, = pii dla k maksymalizujacego r"/R” lub r~/R™ . oraz

1, y=0 dla innych k, a nastepnie porzadkuje sie te ograniczenia wedltug
malejacych wartosci Jj.. Uporzadkowanie to ma na celu jak najszybsze wykry-
cie niedopuszczalnosci zasobowej dla sterowania czeSciowego sprawdzanego
v procesie dedukcyjnego przegladu. Wynika stad, ze wzrost liczby zasobow”

i scislejsze ograniczenia majg korzystny wpbyw na efektywnos¢ algorytmu.
Uporzadkowaniu podlegaja rowniez sposoby wykonywania operacji, przy czym
sposob tego uporzadkowania zalezy od charakteru kryterium. Mianowicie dla
kryteriow czasowych sposoby wykonywania poszczegolnych operacji nalezy upo-
rzadkowa¢ w kolejnosci rosngcych czaséw wykonywania PV, natomiast dla
kryterium kosztowego, w kolejnosci rosngcego kosztu zuzycia zasobow nie-
odnawialnych i1 podwdjnie ograniczonych. Po tym uporzadkowaniu, o istotnym
znaczeniu dla efektywnosci dalszego ciggu procedury, mozna przystgpi¢ do
whasciwego algorytmu dedukcyjnego przegladu [1] , ktdéry systematycznie
ulepsza poczatkowe sterowanie dopuszczalne na drodze przeszukiwania zbio-
ru sterowan czesciowych. W celu podwyzszenia efektywnosci tej procedury
celowt jest zastosowanie techniki cie¢ /fathoming/ [12] , ktora wykorzys-
tujac strukture zadania optymalizacyjnego pozwala na rozpoznawanie w pro-
cesie przegladu takich sterowann czesciowych, ktére nie prowadzg do sterowan
lepszych od aktualnie znanych i eliminacji ich z dalszych rozwazan.

W rezultacie opisany sposdb wyznaczania sterowania optymalnego, w
poréwnaniu ze standardowg procedurg rozwigzania zadania 0-1 programowania
linionego, charakteryzuje sie krotszym czasem obliczen i mniejszym zapo-
trzebowaniem na pamie¢ maszyny cyfrowej -
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OriTMMAJIbHOE PACNPSFIEJIEHHE PECYPCOB PA3HH.X KATErOPHFi HEZJiY KEPAS/EJIbHUE
OHEBPAU.HKK

Pes3kMe

5 paéoTe npe,n,cTaB:ieH ajiropHTM ajih oniHMajibHoro pacnpeflemeHHH orpaHHueHHwx
0CHOBXHeMHX, HeobHOBJiaeMHx h ABo6cTBeHHO-orpaHBaeKLix pecypcoB Mes”y
Hepa3flejibHbte onepauHH ~aHbie b BHjie cem tIEPT. Kax“aa onepanna xapaKTepn-
syeTca AncKpeTHba.iH pecypcHHMH noTpedjieHHiiMH. PaccMOTpeHK KpmepHH
BpeweHn h CTOHMOCTH jji oushkh oiiTHMaxbHocTH ynpaBJieHna.
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OHTBIUM ALLOCATION OR RESOURCES OP DIFFERENT CATEGORIES AMONG NON-SFLIT-
TABLE ACTIVITIES

Summary

The paper presents an algoritha of optimum control of the allocation
of limited renewable, non-renewable and double-constrained resources
among non-splittable activities- presented in the form of an activity
network. Each activity has discrete resource requirements defining
multiple performing modes. The-time-and the cost-optimum criterions are

considered.



