
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLISKIEJ 

S e r i a :  ELEKTRYKA z .  35

_________1972

Nr k o l .  274

MACIEJ SIWCZYTiSKI
I n s t y t u t  Podst awowych Problemów 
E l e k t r o t e c h n i k i  i  E n e r g o e l e k t r o n i k i

0 STABILNOŚCI PEWNYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH 
OPISYWANYCH NIELINIOWYMI RÓWNANIAMI VOLTERRY

S t r e s z c z e n i e  .  A r t y k u ł  omawia p rob l em s t a b i l n o ś c i  d rg a ń  u -  
kładów śamowzbudnych i  p a r am e t r y cz n y ch  o p i s a n y c h  p r zy  po -  
mooy równań V o l t e r r y .  Podano w a ru nk i  w y s t a r c z a j ą c e  s t a b i l 
n o ś c i  a sy m p to t y c z n e j  r o z w ią z a ń  równań Y o l t e r r y .

1 .  Wst ęp

Rozważany u k ł a d  samowzbudny z ło żo n y  z l i n i o w e g o  cz ło n u  o impu lsowe j  
f u n k c j i  p r z e j ś c i a  k i t )  i  n i e l i n i o w e g o ,  n i s t a c j o n a r n e g o  o z ł o nu  f i x , t ) ,  po
kazano  na r y s .  1 .

Uk ład t e n  może byó o p i s a n y  równaniem V o l t e r r y  M

W
x i t )  = J k ( t - s  ) f  i x ( s ) ,  s ) d s . (1 )

J e ż e l i  k i t )  j e s t  o g r a n i c z o n a  i  o a ł k o w a l n a ,  n a t o 
m i a s t  f ( x ( t ) ,  t )  s p e ł n i a  warunek L i p s o h i t z a :

f f i x 1 i t ) ,  t )  -  f i x 2 ( t ) ,  t v ł  ^ o c | x 1 i t )  -  x 2 ( t ) | # o c > o ,

t o  r ów na n i e  oałkowe i D  p o s i a d a  J edno 1 t y l k o  j ed no  r o z w i ą z a n i e .
W s t a n i e  u s t a l o n y m  u k ł a d  o p i s a n y  j e s t  równaniem całkowym:

x i t )  « J  k i s  ) f  i x ( t - s ) ,  t - s )  d s . i 2 )



2 .  P o j ę c i e  s t a b l l n o ś o l  d l a  równań ca łkowych

P a r a m e t r y z u j ą c  t x  w równan iu  ( 1 ) ot rzymujemy r o d z i n ę  r o z w i ą z a ń .
N iech  £ > 0  o r a z  t  = t  +£ y x ^
Nieoh y C t l  = x ( t ) + £ ( t i  b ę d z i e  r ozw iąz an i em r ó w n a n i a :

t

i
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U
y ( t )  = J 1 k ( t - s ) f ( y ( s ) ,  3 ) d s .  (3 )

Roz wi ąza n i e  x ( t  ) r ów nan i a  ( 1 )  b ę d z i e  s t a b i l n e ,  J e ż e l i  i s t n i e j e  & >  0 t a 
k a ,  że d l a  każdego t  >  t y s p e ł n i o n a  j e s t  n i e ró wn oś ó :

Ro zw ią za n i e  x ( t )  b ę d z i e  a sy m p to ty oz n i e  s t a b i l n e ,  j e ż e l i  l im  ( t  )l = 0  
o r a z  g l o b a l n i e ,  a s ym p to t y c z n i e  s t a b i l n e ,  j e ż e l i  l i m | f  ( t  y ł ^ ^ l f n i e z a l e ż n i e  
od Ł .  t - * 00

3 .  T w ie rd z en i e  o s t a b i l n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  r ów nan i a  (-Q

Niech  x ( t )  b ę d z i e  r o zw iąz an i em  rów nan i a  ( 1 ) .
J e ż e l i

.00

1 ) t r a n s m i t a n o j a  Ki p i  = J* k ( t i e ~ p ^d t  p o s i a d a  b i eguny  t y l k o  w l ewe j  p ó ł -
0

p ł a s z c z y ź n i e ,  o ż y l i :  } *4—r |  f , ¿ 0 .
1 “-‘P R e | p } > 0

2 i  l i m  i  f  | a t  <  N ,
T—«. x—x (t  i

g d z i e  M >  0 j e s t  l i o z b ą  z a l e ż n ą  t y l k o  od impu lsowe j  f u n k c j i  p r z e j ś c i a  
c z ł o n u  l i n io w e g o  k ( t ) ,  t o  r o z w i ą z a n i e  x ( t ) j e s t  a sym p to ty oz n i e  s t a b i l 
ne .
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Dowód:

Z punktu 1)  za łożeń  wynika,  że można zawaze dobrać t a k i e  ł i o z b y  a >  Of

o >  O, że s

| k C t )  | <■ o e- a t  (41

Sp e ł n i o ne  j e s t  równanie całkowe (31:

t
x( t1  + ^ ( t l  = k ( t - s  1 f {x(a 1 + f  (s 1,s]ds

t „

a lbo

wldaó ,  że

c ( t 1 + « ( t 1 - f  k ( t - s l [ ( ^ | x 2l )  £
A . L a x  x = x ( a 1
Z3

+ f ( x ( s 1 , s 1 + q ( x ( a 1 + f  ( s 1 , a l ]  da

11B U ^ i . t ) t .t .ę t ) , n l = o 
H  ( t  if*—o 4*1 ( t i l

( a l  +

P o d a t a w l a j ą o :

= H a l
x=x(s  1

mamy

x ( t  1 + £ ( t  1

t  t
= J  k ( t ~ s  1p(a 1f (s Ids + J* k ( t - s  1f (x(a  1,3 Ida

t -  t
+ /  k ( t —s 1f (x ( s  1,s Ids + Jf k ( t - s  1q(x(s 1 + 1 (a 1)da

(51
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a s t ą d  o t r zy m u j e  s i ę

t t
f ( t ) = J  k(t-s)p(s)£(s)ds + J  t ( t - 3 h ( x ( 3 ) + i  (s) ,s)ds  +

f X
+ J  k ( t - s ) f ( x (s ) , s )d s

Ły

Możoa t e r a z  oszacować i I  ( t

t

| ł ( t ) | ^ c j  e “ a i t " s ) t f ( x ( s ) , s U < i 3  +

o /  e - a i t - 3 l ( b ( s ) t  + t o O  | aV 3 ) ) t ) [ | ( 3 ^ d3>

s t ą d

t. i  t
e a t -)*?(t) | ^  o J  e a s | f ( x ( s ) , s } f d s  + o J  e a s ( |  p ( s  ) I + 8 Vf?(s  ) I d s ,  

y y

gdyż p r z y  ~ | ę ( s ) |  ^  R# R >  0 za c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć :  ( p a t r z  ( 5 ) )

,  ę >  o. (6)

P r ó c z  t e g o  ze względu na c i ą g ł o ś ć  f ( x , s )  s p e ł n i o n a  J e s t  n i e ró w no ś ć :  

t _

o j  e a s  £ ( x ( s ) , s M s  ^  M, g d z i e  M >  0

t y

Wtedy o t r zy m u je  s i ę  o sza co w an ie :

t

I| i  ( n  | e a t  ^  M + o J  e a 3 (f p ( s  VI + S  ) f f  ( s ) f d s
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W o p a r c i u  o l e m a t  G r o n w a l l a  [ 3 ]  m o ż n a  n a p i s a ó :

t
| i ( t ) | i £  M e x p [ - o t ( § -  -  £  £  C IpCs 3 | + 9 ) d s ) ]

J e ż e l i

t
£  -  l im  i f  (I P i s  3 1 + 9  )ds  = 
o t — <*> Ł J

T
= £  -  l i m  i f  I P {s ) | d s  -  l i m  <? ( t ) >  O,

0 T— 00 1 " t -*o»

t o  l i m  | £ C t ) I = O 
t-»oo

Wtedy na po ds t aw ie  ( 5 ) j  ( 6 )# l i m ® ( t )  -  O,
t-*-o°

o ż y l i  j e ż e l i

T
l im  I P ( s  j f  d s  <  f ,
T-»a> n

t o | £ ( t ) | — * 0  p r z y  t  — co co końozy dowód.

Ba rdzo  c z ę s t o  i n t e r e s u j e  nas  r o z w i ą z a n i e  u s t a l o n e ,  c z y l i  r o z w i ą z a n i e  
r ó w n a n i a  ( 2 ) .  J e ż e l i  f i x , U  j e s t  okresowa" po t  o o k r e s i e  ^  = x>t  t o  moż
na  j e  p r z e w i d z i e ó  w p o s t a o l  s z r e g u :

x ( t  ) „ jn<jt

wtedy

u ( t )  = f ( x ( t ) , t )  = f [<E *]-£ u„ e
j n ^ t

o c z y w i ś c i e  z a o h o d z l : x _ Q = x Q;  u _ Q = UQ
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W st aw ia j ąc  powyższe w yr aż en i a  do rów nan i a  ( 2 )  o t r zym uj e  s i ę ;

. » . / « . n i ;
n o n

= H  “ u e J D U t  J  k ( 3 )  e “ JnW S a s  = E  &n KiJnU>'
n o n

s t ą d  o t r z ymu je  s i ę  u k ł a d  równań o n i e s k o ń c z e n i e  w i e l k i e j  l i c z b i e  n i e w i a 
domych ;

J e ż e l i  oz łon  l i n io w y  j e s t  f i l t r e m  do lnop rzepus towym,  t o  n a s t ę p u j e  s i l n e  
o s ł a b i e n i e  harmonioznyoh  o wysokich  numeraoh.  Wtedy z pewnym p r z y b l i ż e 
niem możemy u k ł a d  równań (7 ) z ami en i ć  na u k ł a d  o sko ńczone j  l i c z b i e  n i e 
wiadomych,  p o m i j a j ą c  numery ha rmon ioznych  o wyższych n .

Odnośn i e  s t a b i l n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  uk ł adu  ( 7 )  s ł u s z n e  j e s t  n a s t ę p u j ą o e  
t w i e r d z e n i e  :

1 )  t r a n s m l t a n o j a  Ki p )  u k ł a d u  l i n io w e go  p o s i a d a  b ieguny t y l k o  w l ewe j  p ó ł -  
p ł a s z o z y ź n i e ,

x n = K(jno>) u n (7 )

Q n

J e ż e l i :

T

g dz i e  N j e s t  zd e f i n i o w an e  j a k  w yż e j ,
t o  r o z w i ą z a n i e  u s t a l o n e  xu ( t )  ( r ównan i a  ( 2 ) )  J e s t  s t a b i l n e .

Dowód i

Określ amy f u n k c j ę  F ( t ) :
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g d z i e  xu ( t 1  J e s t  r o z w ią za n i e m  rów na n i a  (2 1, n a t o m i a s t  x ( t )  J e s t  r o z w i ą z a 
niem r ów n an i a  ( 1 1 .
Pon ieważ  x y ( t 1  J e s t  s t anem us t a lo ny m x ( t 1  z a c h o d z i :

l i m  F ( t  1 = O,
t  —^  oo

s t ą d  o t r z ym uj e  s i ę

■ £ .  r i
d t  =

x = x ( t  1

Ji?« *1 [' X = X U ( t 1
+ F ( t 1 I d t

■ i i .  ł /
x . t  1 >

=xu C t 1
d t  + l i m F(T 1 =

l im
T-»oo ł / X = X U { t 1

d t .

Zatem warunek s t a b i l n o ś c i  x u Ct 1 może być z a p i s a n y

l i m  | d t < N
T-fcOo i, x=x ( t  1

o o  k o ń c z y  d o w ó d .
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ON STABILITY OF SOME DYNAMIC SYSTEMS 
DESCRIBABLE BY NON-LINEAR VOLTERRA EQUATIONS

S u m m a r y

In  t h e  p a p e r ,  t h e  p rob lem o f  s t a b i l i t y  o f  v i b r a t i o n s  i n  s e l f - i n d u c i n g  
and p a r a n e t r i o a l  sy s t e m s ,  d e s c r l b a b l e  by t h e  V o l t e r r a  e q u a t i o n s  i s  d i s -  
o u s s e d .  S u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  a s y m p to t i c  s t a b i l i t y  o f  s o l u t i o n s  
o f  t h e  V o l t e r r a  e q u a t i o n s  a r e  g i v e n .


