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0 LICZBIE NIEPOWTARZALNYCH REALIZACJI FUNKCJI 'REAKTANCYJHEJ

Streszozenie. W artykule wyprowadzono wzór rekurencyjny 
dla obliczenia liczby niepotwarzalnych, o minimalnej licz
bie elementów, realizacji funkcji reaktanoyjnej, otrzymy
wanych w prooedurze stopniowej redukcji zer i biegunów.

1. Wstęp

|Prooedura syntezy dwójników reaktancyjnyoh,polegająca na redukcji fuok- 
oji reaktanoyjnej przez rozkład funkoji lub jej odwrotności na uła<skl pro
ste, lub przez jej rozwinięcie w ułamki Stieltjesa względem zmiennej s 
lub prowadzi jak wiadomo do ozterech kanonioznyeh ¡struktur dwójnikaJKie 
są to oozywlśoie jedyne realizaoje możliwe do otrzymania w procesie redufc- 
ojl. Zmiany sposobu redukcji w trakcie stopniowej redukcji funkcji reak— 
tanoyjnej prowadzą do nowyoh reallzaoji, do dwójników pochodnych. Częśó 
realizacji Jest Jednak tylko powtórzeniem realizacji już istniejących. Ce
lem artykułu Jest podanie sposobu obllozania faktyoznej liozby realizacji 
niepowtarzalnych.

2. Ustalenie pojeó

Zera i bieguny skrajne - zera i bieguny funkoji reaktanoyjnej w pnak- 
taoh co ■» o, (j — *-oo
Zera i bieguny właśoiwe - pozostałe, poza skrajnymi, zera i bieguny.

- liozba właściwych i niswłaśolwyoh biegunów funkoji,
Mj, - liozba właśolwyoh i niewłaśoiwyoh zer funkcji,
N - stopień funkoji reaktanoyjnej - stopień wyższego stopniem wielo

mianu lioznika bądź mianownika,
S„ - liozba niepowtarzalnych reallzaoji funkcji reaktanoyjnej S-tego 

stopnia.
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Uwaga. Dla funkcji reaktancyjneJ zachodzi zawsze:

Mz + M„ - H + .1 (1 )

3. Zupełna redukcja biegunów

Redukcja biegunów funkojl reaktancyjneJ F(s) Jest redukcją zupełną, Je
żeli po redukcji bieguna w nieskończoności:

lim ~|F(s) - a.(s)J = lim ^ R.,(3) = O (2)s-»~ 3 1 s— o° 3 '

po redukcji bieguna w zerze:

H m  s[f(sV- 2̂.] = lim s R9(s) « O (3)
S-»-e> S-»o

po redukcji bieguna właściwego w punkcie s = s.

rees [Fis) - a_ -5-^-5- 1= res R.(a) « O. (4)
=S1L J SN-S^ J s = s^ i

3dj natomiast prawe strony relaojl (2); (3 )f (4 )f są większe od zera,
redukcja biegunów nie Jest redukcją zupełną.
Ponieważ funkcja Fis) posiadająoa biegun w nleskońozonośoi Jest ilorazem 
wielomianów:

W. (s)
F ( s )  "  T T a lID

takich, że 1 « m + 1f reszta z zupełnej redukoji bieguna, z uwagi na (2):

a Wis) W- „(s)
r ^ s )  = f ( s )  -  a i  s  = — ~ i ę m   - w j J r s T -  ( 6 )

Redukcja bieguna w nleskońozonośoi obniża więc stopień funkojl reaktan-
oyjnej o jedności.

Ponieważ funkcja F(s) z biegunem w zerze musi posiadać w mianowjniku. s
nleskracalne, tJ.:
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natomiast po redukcji tego bieguna, reszta nie może posiadać s nieskraoal- 
nego, tj.:

a. W. (s )-a W .(s) W. .(a)
»,(.) ■ fi. i - -ł ■ -ł ■s-r - W  ~  • «igrer <=>m-1 b—1

Wynika, że rćwnież redukcja zupełna bieguna w,zerze obniża stopień iunk- 
oji reaktanoyjnej o jedność.
Natomiast po redukcji zupełnej bieguna właściwego, reszta:

W,{s )
R (s) = F(s) - a± - r - r  = f— a- - ai TT— T  "S +3^ m S +3ĵ

W, Cs ) - a. a W ,(a)1 1 B— Z /*%s  ■■■ ■ ■ ■ ■-  g- ■ ■ ---------- — 13 1
(s^+s^) W C s  )

nie może posiadać bieguna w punkcie s = s^, stąd:

W. ,(s)
Ri(s1 = rfrrśi* i10>B— Ł

Redukcja zupełna bieguna właściwego obniża stopień funkcji reaktanoyjnej 
o dwa.

4. Zupełna redukoja zer

Redukcja zera funkoji jest redukoją zupełną, jeżeli po redukoji zera w 
nieskończoności:

s [ f T s T  -  a i  3 ]  -  ^  B V s > -  0 iAi)3 —p»co

po redukoji zera w punkoie s = 0

^ V [ ^ “ a2 s ] = £ ~  S R 2i3)“ ° i12*

oraz po redukoji zera właściwego w punkcie s = sQ

[ =7-l-r - a_ i = res R (a ) = 0. (13)L fT¥T n I 2 ~  2 J .=_ nres
s«sn l ** - ' “ sc'+sn‘_J s=ar
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Ponieważ stopnie funkcji F(s) i p j g j są (z definioji) sobie równe, reduk
cja zer obniża stopień funkoji reaktanoyjnej w sposób identyozny jak re
dukcja biegunów, tj. redukcja zera skrajnego obniża stopień funkcji o jed* 
ność, redukcja zera właściwego, o dwa.

5. Liczba elementów dwó.inika

Liczba elementów niezbędnych dla realizacji zredukowanego zera lub bie. 
guna funkcji, tj. jeden element dla realizaoji zer i biegunów skrajnych, 
dwa elementy dla realizacji zer i biegunów właśoiwych, jest przy reduk
cji zupełnej równa rzędowi obniżenia stopnia funkcji reaktancyjnej. Mini
malna liczba elementów niezbędnych dla realizacji funkoji w 'procesie re
dukcji zupełnej jest w związku z tym równa stopniowi funkoji 1 jest nie
zależna od sposobu redukojl.

Gdy redukcja pewnych zer lub biegunów nie jest zupełna, dwójnik zawie
ra elementy dodatkowe w liczbie równej sumie niezrealizowanych możliwości 
redukcji stopnia funkcji, tj. dwa dla każdej niezupełnej redukcji zera 
lub bieguna właściwego lub jeden, dla każdej niezupełnej redukoji zera 
łub bieguna skrajnego.

6. Liczba realizaoji funko.il reaktano.yjnej stopnia N + 1

Ponieważ liczba skrajnych i właściwych zer i biegunów funkcji jest o 
jeden większa od jej stopnia, funkcja stopnia N + 1 posiada N + 2 zer i 
biegunów, z których każde może byó zredukowane w pierwszym etapie syntezy 
pozostawiając N + 2 różnych od siebie reszt. Dwie z pośród nich po reduk
cji zer i biegunów skrajnych są stopnia N, pozostałe N reszt, po redukojl 
zer i biegunów właściwych są stopnia H - 1. Stąd, liozba niepowtarzalnych 
realizacji:

SN+1 = 2 %  + N SN-1 “ PH-1#

gdzie Sj- i Sjj_^ są liczbami realizaoji bez powtórzeń każdej z reszt, zaś 
Pg  ̂jest liczbą powtórzeń.

Realizacje różniące się sposobem pierwszej redukcji będziemy dalej na
zywać szeregami realizacji. Funkcja stopnia N + 1 posiada więo N + 2 ta
kich szeregów. Żaden z szeregów nie zawiera realizaoji powtórzonych nale
żących do tego samego szeregu, gdyż liczby Sjj i realizaoji reszt są
liczbami realizaoji bez powtórzeń. Realizaoje powtórzone mogą należeó, 
co najwyżej, do różnych szeregów.

W celu wyznaczenia liczby powtórzeń zauważmy, źe radukoja dowolnego 
bieguna nie zmienia residuów w pozostałyoh biegunaoh funkoji ani też na
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chylenia asymptoty funkcji gdy s—•-<*>, Zmienia się jedynie położenie zer. 
Przy redukojl zer, to samo dotyozy położenia biegunów odwrotności funkcji.

Wynika stąd, źe każda permutaoja porządku kolejnej redukcji k ^pośród 
Mb biegunów lub każda permutaoja porządku kolejnej redukcji k spośród 
zer prowadzi jedynie do powtórzeń.

Ponieważ jednak żaden z szeregów realizaoji nie zawiera powtórzeń, per- 
mutaoje te mogą należeó jedynie do różnych szeregów. Lecz perimtaoje ko
lejności redukojl biegunów lub permutaoje kolejnośol redukcji zer różnych 
szeregów są powtórzeniami wtedy tylko, gdy są permutacjami pierwszych k 
etapów redukcji.

Liozba niepowtarzalnych rea1izacji, w których w kolejnych k etapaoh, 
k fi Mb--1* redukuje się bieguny funkcji jest równał liczbie k — elemento
wych kombinacji sposrod Mb bieguuów, tj. jiMb) , przy czym każda z tych re
alizacji występuje w k szeregaoh rozpoozynająoyoh jsię redakcją jednego 
spośród k biegunów. Stąd, (k-1) £Mb> realizaoji Jest realizacjami powtó
rzonymi, które należy wyeliminować^ i'o samo dotyozy kolejnej redukcji k 
zer. Przypadek redukojl k - Mb - 1, biegunów musi byó wyłączony, gdyż po 
redukojl takiej liozby biegunów, pozostałe etapy prowadzą do redakcji o- 
statniego bieguna funkoji. Realizacje otrzymane z redukojl Mb-1 i Kb bie
gunów są więo nlerozróżnialne.

Z tych samyoh powodów musi byó wyłączony przypadek redukcji k « UE - 1 
zer.
Ogólna liozba powtórzeń wynosi więo:

k=2 k«2
k^Jb-1 kjft!B-1

k=Mb-2 k=M„-2

k=2 k=2

1 ostatecznie!

M,-2 M —2b u z yf

s ™  2 h + N sn-i - N -22 -  22 ik-i ( * >k=2 k=2

przy czym przyjmujemy; S0 ■ O = 1.
Wzór tea pozwala obliozyó w sposób rekurenoyjuy liczbę niepowtarzalnych 
realizaoji funkoji reaktanoyjnej stopnia N+1, prz* uo«o_uycii zmianach w 
procedurze redukojl zupełnej zer i biegunów funkoji.
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Ola klllm pierwszych stopai otrzymamy np. 
S2 - 1 f

Sj -= 2#

S* - *#

5 5 -  12#

56 -  30#

S? - 120.
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HEEOflTOPliidUi PEAJBE3AWUi PEAKTAHLEOHHOh fcyHKLJlM

P e 3 d « e ,

a  c i a n e  BHBeaeHa peKKypeHTHaa ip o pu yaa  j ; a a  BbtuacaeHza u a c a a  HenoBTopa- 
mmx, c uHHauaaI*huh u a c a o u  BaeiieHTOB p e a a a 3 a u a a  peaKTaHuaoHHoa i y m c u a a  n o -  
ayveHHHi b nponexype noCTeneHHoro  n p a B e a e H a a  Hyaeii a n oam co B .

ON NUMBER OF UNREPEATED REALIZATIONS OF A REACTANCE FUNCTION 

S u m m a r y

In the paper, a reourrenoe formula for oaloulating the number of unre
peated realizations of reactance function charaotei lzed by a minimum of
number elements, obtained in the procedure of gradual ellmanation of ze
roes and poles was derived.


