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0 PEWNYCH ZASTOSOWANIACH METODY SPLOTOWEJ 
ROZWIĄZYWANIA RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH NIELINIOWYCH

W praoy [2j przedstawiono pewną metodę poszukiwania odpowiedzi n i e l i 
niowego dwójnika zastępczego n-tego rzędu na Jednowartośclową, o ią g łą  1 
ograniozoną funkcję  wymuszająoą k la sy  o“6 .  Dwójnlk ta k i op isu je  równanie 
różniozkowe n ie lin io w e  rzędu n o współrzynnikaoh sta łyoh  (d a le j r r n ) .  We
dług proponowanej metody rozw iązanie r rn  zakłada s ię  w postao i sp lo tu  pew
nej fu n k o ji A (t 3 1  impulsowej odpowiedzi lin io w e j ozęśoi układuj stąd  na
zwa - metoda splotowa.

Funkoję A ( t )  otrzymuje s ię  przez określony podz ia ł r r n .  Można J ą  przed
staw ić  w postao i szeregu potęgowego o współczynnikaoh obliczonyoh rekuren- 
o y jn ie  [2] . Celem n in ie jszego  a rtyku łu  Je s t  przedstaw ienie konkretnych za
stosowań omawianej metody, a także podkreślen ie pewnyoh j e j  oeoh szozegól- 
nyoh.

2 . P rzyk łady zastosowania metody splotowej

2 .1 . Odpowiedź nle lin ipwego_dwóJn ika R .L

W szeregowym obwodzie RL z n ie lin io w ą  rezys tan o ją  Rn( i )  obowiązuje - 
przy założeniu zerowyoh warunków poozątkowyoh — równanie:

S tre szo zen le . W a rtyku le  przedstawiono przykłady zastosowa
n ia metody splotowej J 2] do o b liczan ia  odpowiedzi n le lin io -  
wyoh dwójnlków zastępozyoh typu R ,L  i  R ,L fC oraz pewne 
szozególne ceohy metody.

1. Wstęp

m
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Kładąo a r b it r a ln ie ;

i - 1

i  uQ(i>  - [ i ( U ] 2

e ( t  ) = 1 ( t )  + th t t 

a także podstaw iając i ( t ) = x ( t ) otrzymujemy d la  t  > 0 równanie:

x + x + x2 ■ 1 ( t ) + t h t .  ( 2 )

Rozpatrzmy metodą splotową następująoy równoważny (2 ) układ równań;

x + x = A ( t ) (3a )

A (t  ) = 1 ( t  ) + th t - x2 , i3b )

gdzie [2]  , [3] :

A ( t )  = ^  0q t n. (4 )
D=*0

Zak łada jąc  rozw iązanie (3 ) w p o stac i sp lo tu  [2 ] ,  [3]

x { t )  = y ( t  ) * A f t )  - £  oQ 9n< t). (5 )
n^C

obliczymy funkcję  momentów <łui t )  oraz w spó łczynn ik i on. Funkcję momentów
q (t  ) d la układu równań (3a ) można uzyskaó w następująoy sposób: n

<łQ( t  1 = ę0 ( t )  * H ( M *  . . . « t i  It) = 
n-krótnie

= d - e -*1) *  p Ct 3* . . .  ♦ li ( t ) = 
n-krotnie

= t D - n ęn_^ ( t  ), (6 )
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Ja k  w idać , qn ( t ) Je s t  lin io w ą  komblnaoją fu n k c ji potęgowych oraz fu n k c ji 
w ykładniczych - por. [2] -

Równocześnie zachodzi (3 b )i

A(t ) = f ( t )  -  [x (t  )j ,

gdzie

?e 2tfC t ) =11 ( t ) + tht = T T —
e - 1

(7)
n+l0n,02n

, .  t - }  * 4  t’ - &  t2 .  . . .  ♦ V 2n-1

[z (t> ]2 - o,, an<t)| ■
*-n«sO J

°o  1 0 + 2 °0 40 ° 0  S l  +
(8 )

n=0

+ o2 4* + 2 Ł , £  on qn + [ ] £  oB ą J  .
n=2 Ln-2 J

Uwzględniając w równaniu (8 ) wyrażenie 16), a następnie podstawiająo U ) ,
(711  (8> do równania (3b), otrzymujemy dla obliczenia współozynnlków on
następujące równanie rekurenoyjne:

n=0
°n 1 + t  + z  i

n=0

- I ^ 122n(22c-1>
T F T Bn

2Q“ 'f

+ o2 -  2 o2 o o
I n=0 -* n=0

L n=0 1 1  n-0 J
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+ o2 ( l- 2t ) + « 1 t 2 t  2 o1 * í  S  '~nl^ +
*- n=0 '

- « • ! [ £  * #  • * ] . . . $ [ £  . ■ . * ] ♦
L n=0 J  L n=0 J

+ 2 o1 ( t - 1  + £= if-  t c )o2 [ t 2 -  2 ( t  + J T  —57 - t Dl] +

3 í t3 _ 3 [t _ 2t + 2d - ¿  ±lr- *">]] + •••
1 n=0 '

+ ] Ż  0o [tn *  n
Q=0

(91

W spółozynniki oQ z równania (9 )  można ob liozyó , porównując ko le jno  
w spó łczynn ik i przy tyoh samych potęgaoh zmiennej n ieza leżnej po obu s t ro 
nach równania (91. W yn ik i ob liczeń  zestawiono w ta b l ic y  1.

D 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

° n
+ 1 + 1 - 1

1

"  3 +  1 ♦ 4 - »

_  2 1 1
3 1 5

+
- . t h . t  . 2 8 3 5

Poszukiwana funkcja  A (t1  przyjmuje więc postaó następu jącą :

A ( t 1 = ° n tD “  
n=0

* l  + t - t 2 - | t 3 + | t 4 + 7| t 5 - ^ t 6 +

211 t 7 . _62 t 8 . _62_ t 9 
”  315 * + 315 1 + 2835 1 * (10 1

Zgodnie z (31 po uwzględnieniu (61 rozw iązanie x (t1  zapisaó można na- 
s tęp u jąoo :

x ( t 1 = o0 <ł0 + + 02 q-2 + *** ~

t - ^  t 3 + -Ą t 5 - t 7 + . . .   *-tht (111



2 .2 . Odpowiedź n ie lin iow ego dwójnika RLC

Szeregowy układ R ,L ,C  z n ie lin io w ą  pojemnością oQ(q )  op isu je  -  przy za
łożen iu  zerowyoh warunków początkowych — równanie:

R 4Ct1 + L + u0 1 = e ( t ) .  (1 2 )

Kładąo a r b i t r a ln ie :

u0 ( ( l )  = ( - i  + j l  O  <Ł 

E  ‘  a
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o
r

£  e ( t )  = f ( t )

oraz podstaw ia jąc:

q (t  ) « x ( t  )

otrzymujemy dla t  > O następujące r rn  rzędu drugiego:

x + ax + bx + ox2 « £ ( t ) .  (1 3 )

Rozpatrzmy metodą splotową następujący równoważny 2 układ równań:

x + ax + bx - A( t> i 14« )

A ( t ) - f ( t )  -  ox2 (14b)

Z z a ło ż en ia :

x ( t )  - A ( t ) «  y ( t ) f
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gdzie

A ( t ) - £  J f t "  
n-0

oraz

y { t )  “  2 3 r J  /  z T s T  d S  ”  5 ^ = s 7 i e  1 

Br

a.t a0t 
(e 1 -  e 2 )

j £  * y ( t )  - |  j - {  y (T ) dt
. 0  0 . 0.

Q+1 k ro tn ie

■ 1 ^  A  • *
1 ^LS1 p=1 1

1 / .a2t  V  1 1 ł.n-p+l]
+ —s7T(e ~1) -  Z  r r  in-p+i i r J  *

2 P-1 2

Rozwiązanie x ( t ) można uzyskać w sposób następu jący:

a r a .n+1 (e S't t-1 l- a .0+1 (e a2t -1 )
* < * ' • 2 .  r f e r — ,  a  łn=0 1 21  31 * 2

p=1 S1 32

Po zamianie ¡funkc ji wykładniozyoli jna sz e reg i potęgowe oraz po uporządko
w an iu  o a ło śo i względem zmiennej n ieza leżnej według re g u ł?  Cauohy»ego [ i ]  , 
w yrażenie (1 5 ) przy jm u je  postać:

* « '  - Z  Z  Ą  •  T o = s = n r  ( t 4 + 7  -  r f e r 5 t Q  +

D.*0 BJ«=0 “ 1 2

V "  n 31 2 a.n-p+1 r M> i
Z  7n~+-nr ♦ 3 P 3~p * J*
p=1 31 * 2
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w oelu  otrzymania ogólnej regu ły  rekurenoyjne j d la  o b licz en ia  poszuklwa- 
nyoh współozynników aQ wyrażenia (1 6 ) należy j

1 ) o b licz yć  oraz uporządkować według regu ły  Cauohy*ego wyrażenie [ x ( t ) ] 2 ,
2 ) o b lio zyć  ogólną postać szeregu Taylo ra  dla funkojd. wymusza jąo e j f  ( t ) .  
Będzie  w ię o !

. n

gdzie

oraz

n*«
[x ( t ) ]2 - £  X  4r (“ ''*An .r ( , )  +

r «0

+ Ar (p ) .A n_r (p )  -  2Ar (B ) .A n_r ( p ) ] t B , (1 7 )

. t Ql 2Z Z Ar («).An_r (« )tn - [ £  An(m ).t
a=0 r»0 *•

£  Z  - r g  An( p ) t ° ] "
n«=0 r«0 L n«Q J

Z Z V “ > * W p» D - r f  v * “i r £  AQ(P )tnj
n»0 r-0 la «0  JLn«0  J

n a
V ffl) “ Z Tś4sT7 ‘ Tń=E=TTT ~ ¡4 ?7 ł

m«0 1 2

S . P+ S , P

An
, . V  1 1 2 *.1-®
( p i  “ Z  T T ^a T T  • • r r j r  * * *

p«1 1 2  1 * 2

Równanie d la  ob llozen ia  współczynników an otrzymujemy po wykonaniu dz ia 
łań  zgodnie z (1 7 ) i  podstawieniu wyników do (1 4b ).
Przyjm uje ono postać następu jącą?
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°« £  [ £ tt=E=T
r «0 Lm=0

a n-r a

M Is .- S ,  i^ai+Ź „»+2 5] in- r-m -ili ( a .-s ) { T i^ T i+ S ’
1 2 A ®”0 1 1 2 j

“  r '  a ar P~r a aP+aP

W szczególnośo i J e ż e l i :

a * 10, b » 9, o * 1

f  ( t  ) « - 20 e~2 t ,

to

B-0
r (t)  - 'E j  20 l r i- ż r ~ 2“ *tB

oraz

T ab lio a  2 a

s , = -  1, s „ = - 9
Q 0 1 2

s n -20 -4,12 -58

W yn ik i ob liozeń współczynników

aB fu n k o jl A (t ) d la n » 0 ,1 ,2  zestawiono w ta b lio y  2 .

Poszukiwane rozw iązanie przedstaw ić więo można w p o stac i następująoego 
szeregu potęgowego:

x ( t )  « 0 -  10,07 t 2 + 40,93 t 3 -  57,34 t 4 + 178 t 5 (19 )

3 ,  Inna ¡¡¡ożliwośó uzyskaaia  rozw iązania r rn  metoda splotową

W rozwiązanyoh wyżej przykładaob dokonywano określonego podziału tema
towego r r n ,  mianowlole przy wszystkioh ozłonaoh. lin low yoh  [po r. wyrażenia
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( 3 ) 1  (1 4 ]. Rozwiązanie r rn  było  w tym przypadku lin io w ą  kombinaoją współ- 
ozynników fu n k o ji A ( t ł  i  fu n k c ji momentów impulsowej odpowiedzi lin io w e j 
jz ę ś c l równania.

I s t n ie je  szereg innyoh m ożliwości podziału równania tematowego ( 3 ) .  Na 
szozególne podkreślen ie  zasługu ją  w yn ik i uzyskane metodą splotową przez 
p o d z ia ł r rn  przy najwyższej N-tej poohodnej l in io w e j .  Rozważmy tę m ożli- 
wośó.
P o d z ia ł rozpatrywanego [z\ równania:

przy najwyższej N -tej pochodnej lin io w e j prowadzi do następującego równo
ważnego układu równań:

.  . . X f
CN-1 )(N )
. . x ,  + f N(x ,x

(N—1 ) 
, x , . . . x )  » f ( t 1

X ( t  ) m A jj(t ) ( 20a )

(N—1 )
Ajj.it "> = f  ( t ) -  f K (x (x , . . .  x V f  (x ,x

(N-1 )
, . . .  x ) (20b )

W dalszym o lągu f zgodnie z metodą splotową:

x ( t  ) *  ¿ g i t  ) * 7K i t  i

a le  te ra z :

(21 )
n«0

oraz

r

wobec czego:
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Rozwiązanie (23 ) równania (2 0 ) otrzymane przez podz ia ł r rn  przy najwyż
sz e j N -te j pochodnej l in io w e j je s t  zatem N-krotną oałką fu n k o ji AN( t ) .  
W spółczynnik i fu n k c ji A j j ( t )  otrzymuje s ię  z równania rekurenoyjnego, k tó 
re  w sposób natu ra lny Je s t  uporządkowane względem kolejnyoh potęg t .

Omówioną wyżej możliwośó innego uzyskania rozw iązania r rn  zastosujemy 
do rozpatrywanych poprzednio równań ( 2 ) 1  (1 3 ).

Równanie 2. P o d z ia ł równania (2 )  przy najwyższej poohodnej lin io w e j 
prowadzi do następująoego równoważnego układu równań:

przy ozym w wyrażeniu [x ( t ) ]^  uwzględniono x (o )  = 0 , oo wynika z założe
n ia  zerowyoh warunków poozątkowyoh w przyk ładzie  p .2 . 1 .

Podstaw ia jąo (25 ) (2 6 ) (27 ) dó (21b) uzyskujemy równanie konieozne dla 
o b llo zen la  współozynnlków aQ:

x - A ( t )

A ( t  ) = 1) ( t  ) + th t  -  x -  x2 (2 4 )

Obliozam y:

OO
(2 5 )

n-0

(26 )

n«2 m**0
(27 )

|n+122n»22n-1
1  bb t 2“ - 1 +TnT

co Q—2 °o o
V  S T 7 £Q d h d - 2  í.Q Pr i  «.o

- Z  Z  Tm+TT Tn=m=TTT t “ 2. T T  6
n-2  m«0 o*0

(28 )
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lub równanie rekurenoyjne d la  o b liczen ia  współczynników oQ:

/ . »k+l^k+l/.k+l .«  t
- » - » « ‘■ W

n-2  _ rt
V  1 B D—■—2 D“ 1

+ Z  Tm+TT • fn-Hi-irr - n •
ffl»0

gdzie

n — lio zba  n a tu ra ln a , 
k — liozba  natura lna n iep a rz ys ta , 
ón k -  d e lta  Kroneokera.

W wyniku ob liczeń  uzyskujemy z k o le i następująoą postaó fu n k o ji A ( t )  

A f t )  ■ 1 -  t 2 + |  t “  -  t 6 + t 8 + . . .

wobeo ozego rozw iązanie równania (2 )  można zaplsaó następująoo:

cCt)  - |  A (f )d *  - |A (f)d z  - |  x (^W t, + x ( o )  -

 --

Równanie 13. Podobnie jak  poprzednio przez podz ia ł równania (13 i 
najwyższej poohodnej lin io w e j uzyskujemy:

x « A ft )

A ft ) » f ( t ) -  ox2 -  bx -  ax

(29)

(3 0 )

(31 ) 

przy

b)
(32 ) 

b )

ob liozam y:
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x {u  = X  Tñ-YTñ tD + ¿ ( o H  + x ( o ' (35)
n=2

co n-4

Cx ( t 3 2 “  X  ¿ L  (m+1 Wm+2 ) * iQ-m-3TTn—m—2 ) fcQ i36 )
n=4 m=o

p rzy czym w w yrażen iu  (3 6 ) uw zględn iono, że w arunki początkowe d la  równań 
(3 2 ) są  zerowe.

P o d s ta w ia ją c  (3 3 ) ,  (3 4 ) ,  (3 5 ) i  (3 6 ) do (3 2 b ) uzyskujemy rów nan ie  ko
n ieczne  d la  o b l ic z e n ia  współczynników a Q:

V  an f n V  f iQ ) t 
¿  ñT  t = Z ,  ~ST~

n=o t= t.
. t Q +

00 o~4 „ „
V "1 m n-m-4 t n .

~ 0 mTTm+TTTm+TT * (n-m-4 ) 11 n-m-3) (n-m^TT
n*4 m=o

- ‘ X
n=2 n=0

(37 )

W wyniku obliozeń funkcja  A ( t )  przyjmuje postać:

A { t ) ~  20(-1+12 t  - 57,5 t 2 + 178,3 t 3 - 401 t 4 + 84,2 t 5 + . . . )  (38 )

wobeo ozegoi

( t ) = 2 0 (-  \  t 2 + 2 tJ - 2 ,88  tą + 89 t ?  -  13,38 t D + 20,1 t'. . . )  (3 9 )

4 . Zakońozenie

Funkoję A (t  ) po trzebną d la  uzyskan ia  ro z w iązan ia  r r n  metodą sp lo tow ą 
o trzym uje s ię  przez ok reć lo n y  p o d z ia ł tego  ró w n an ia . I s t n ie j e  sze reg  mo- 
ż l iw o ś o i p o d z ia łu  r r n .  Każda z n ich  prowadzi oozyw iśo ie  do tego samego 
ro z w ią z a n ia , różna J e s t  natom iast ozasoohłonność o b lic z e ń . P rz y k ła d y  ro z 
w iązane w n in ie jszym  a r ty k u le  p o tw ie rd z a ją  powyższe. Rozpatrywano tu  dwie 
m oż liw oćo i p o d z ia łu  rów nan ia tematowego:

a )  przy w szystk io h  ozłonaoh lin io w y c h ,
b )  przy na jw yższe j pochodnej l in io w e j .
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Można wykazaó [2] , że ze względu na czasochłonność ob llozeń są to m ożli
wości sk ra jn e : po dz ia ł rćwnania tematowego przy najwyższej pochodnej l i 
niowej prowadzi do rozw iązania drogą n a jk ró tszą . Ponadto 3tanowi on w łaś
ciwą podstawę dla zastosowania do rozwiązywania r rn  tra n s f  o-rmaojl Cauohy- 
Taylor-Cauohy’ ego [2]  •
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O HEKOTOPŁK IIPKMEHEHEhX METGflA CllJIETEHlriii
RJlłl PHiEHMh HEJUlHiłiHiffi EPEHLKAJIbHŁK yPABHEHIiM

P e 3 n  m e

B cTaTbe npesCTaBJieHH npMMephi upwMeHeHHH MeTo.ua cnaeTeHHa (2 ) A»ia pac- 
u e T a  o iB e i a  HejiwHeiiHHK saMeHHHK sBynoJiBCHwKOB T u n a  R^ -£  u R f l^ C  a Ta& se 

HeKOTopae ocoOeHHae xap aK Tep n cTn K K  M eToaa.

ON SOME APPLICATIONS OF THE CONVOLUTION METHOD FOR SOLVING 
NON-LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

S u m m a r y

In  the paper, some examples o f a p p lica tio n  of the convo lution  method 
( 2 ) in  computing response o f non-linear equ iva len t two—port networks type 
R ,L ,C  are presented and some sp e c ia l fea tu res  o f the method are disoussed


