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Streszozenle. W praoy niniejszej, podjęto próbę realizacji 
n-parowieIownlka czynnego typu RC zawierającego n elemen
tów NIC, metodą liczb strukturalnych. Wykazano, że istnie
je realizaoja dowolnej macierzy admitanoyjnej n parowielow- 
nika aktywnego, zawierającego n elementów NIC w układzie 
3n - parowielownlka biernego typu RC. Lemat 2 oraz dowód 
Lematu 3, mogą służyć do ustalenia reprezentacji 3n - pa- 
rowielownika. Praoę podsumowano twierdzeniem określająoym 
klasę struktur podobnyoh, w których możliwa jest realiza
oja dowolnej macierzy admitancyjnej o wymiarach nxn przy 
pomocy n elementów NIC oraz 3n - parowielownlka typu RC.

1, Analiza n-parowlelownlka ozynnego zawierającego n-elementów NIC

Rozpatrywany układ pokazano na rys. 1. W układzie tym 3n-parowielownlk 
Jest typu RC, a  Jego wejścia od 1  do n stanowią n wejść aktywnego n-pa- 
rowlelownika opisanego równaniami

I± (p> - ij (1 )

gdzie sumowanie odbywa się po wskaźnikach, je |lf2 f*««nj#
Przyjmujemy, że wszystkie elementy NIC są typu inwersji napięcia, a więo 
spełniają załeżnośol

( 2 ■)!•+!2 n |  “  ( ^ i + [ n |  ( P > ,  ( f ) 1 +  i 2 n l ( P )  “  '  < P '  ( 2 >

dla i e i ę2. ę 0 «* •
Dla 3n~parowielownika możemy napisać

i±(pł - ?^(p)

gdzie sumowanie odbywa się po wskaźnikaoh J s{l,2,...3n} dla każdego 
ie|i^2|#««3n} •
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Można wykazać

l{(p> = ?*(p) + (?^+ 'n| (pV-kĄ+|2Q| (p)fej(p )(?£+,B|<P> + Yi+ |2n|(pn. (4)

gdzie

*1
-! dla j = k 
0 J / k

(51ż£(ptf£(p> = Ą

t iw  - te(?i:i?Q1ni «»> + ^ îg ÿ p »  - «i:,?} (p w  ii: g i„  <»»• (6)
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Rys. 1

Wyraziliśmy więo maoierz admitanoyjną n-parowielownika ozynnego zawiera
jącego n-elementśw NIC, przy pomooy elementów maoierzy admltancyjnej 3n- 
-parowlelownlka biernego. W następnym paragrafie pokażemy, że dla dowol
nej maoierzy admitanoyjnej o elementach będąoyoh funkcją wymierną, okre
śloną w oiele liczb rzeozywlstyoh, Istnieje reprezentaoja maoierzy admi- 
tanoyjnej 3n-parowlelownika biernego typu RC spełniająca relację (4).



2. Zagadnienie jeallzac.11 dowolnej macierzy admltano.y.1 ne.1 o elementach bę
dących funko.ia wymierna

Dane elementy Y^(p} zapiszemy w postaci
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1 pi(i°
Y i (̂  " TTpT"*

przy czym P^ip) są wielomianami a Q(p1 przedstawia wspólny mianownik wszy
stkich elementów (p ) (jeżeli są jednakowe} lub najmniejszą wspólną wie-

1lokrotnośó wszystkich mianowników, przy czym elementy Yj(p> mają maksymal
ny rząd t

max(rząd Y?(p)) = t (8}

Wybieramy admltancje ?i[(p} dla i,Je {l,2,...n} układu RC nie mająoe biegu
nów w nieskończoności w postaci

'3/ x ?i{p1 
ri (̂  “ qTpT~* '9}óTp“1

gdzie stopień P^(p} jest nie większy od m
stopień q(p} wynosi m+1 i powinien byó dostatecznie duży.

Wprowadźmy następujące oznaczenie

. . q(p}pf(p}-Q(p)Pi (P) R.(p ) , v
y J ( p ) - y J ( p } = ---------------------  = T T p ioT pT ' i 1 0 )

dzie i,je |l,2,...n), a maksymalny stopień elementów R^ (p} wynosi m+t. 
anim przystąpimy do omówienia własności macierzy [R^(p)] podamy następu-
¡ąoy: 
jEMAT 1 .

sżeli Y^(p} są elementami macierzy admitancyjnej 3n-parowlelownika bier- 
ego typu RC, gdzie

Yi{p) = gTpT»

to minory główne macierzy [?£(p)] posiadają zera wyłącznie na ujemnej 
półosi rzeczywistej.
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Wniosek

J  pi (PiJeżeli w admitanojaoh ^ ( p )  = qf^~ »  iti 6 {’1»2f * n} stopień wielomia
nów pJ (p) wynosi m, to wyznaoznik detjp^ip)] posiada mn zer na ujemnej 
półosi rzeozywistej.
Podamy jeszcze następujący

LEMAT 2
Jeżeli współozynniki wielomianów (p i] są dostatecznie duże, to wy
znaoznik det [h ^(p )] może mieć mn zer na ujemnej półosi rzeczywistej.

Dokonamy teraz przekształcenia wyrażenia (4). Podstawiająo wzćr (10) 
do relaoji (4) otrzymamy

R^(p) - q(p)Q(p)[?i+ lD| (pi - ,2nl (p)]*Z^(p)[?i+ a (pi + ?1+ 2n (p](11i

„.«t+|2n|ft, x k«t+l2n| ( x _ yt+lnl , x _ «t+ Inl ( x = 
u+ |n| p u+ I2nl lp u+ Inl lp ' u+ |2nl *p '

( 12 )

= ę(p)Q(p >pu+ n iP> + 2n ( P ^ ( P > p i + m ' (Pi - f c i f 2nl (Pi] .

Otrzymamy wzćr (12 i będzie punktem wyjścia w poszukiwaniu reprezentaoji 
maoierzy 3n-parowlelownika biernego typu RC. Pierwszym krokiem na drodze 
do tego oelu będzie rozkład elementów R^(p).

Załóżmy na wstępie, że det[R^(pi] ma K pojedynozyoh ujemnych zer rze
czywistych, tj.

det¡RpPi] ■ R(pl(p+<T1 i(p+<y2 i...(p+ffk i.

Oznaczmy

bk dla k •- {l,2 ,...n} a  l=t j
t s 1 dla k * 1  j* t|

0 dla k t  1  * 1  t  t.

Dobierzmy b\. w ten sposób, ażeby dla każdego wskaźnika ie {l,2,...n}
(tr



Dla 1 = t otrzymamy

R i(0jt| K  " °* i13>

Rozwiążmy Jednorodny układ równań (1 3 ) ze względu na Rozwińmy
w tym celu wyznaoznik det Jr £(p według wiersza t

det[R^(p)] = D |t| (Pi aj11 (Pi* (14)
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gdzie

«. A* (Pi
V p ł  “  ^

ńi(p) - dopełnienie algebraiozne elementu R^(pi*
f f

Dt (p> - największy wspólny ozynnik zawarty we wszystkich ¿^(p), A.,(p) 
• *A^(p i»

Weźmy następnie ozynnik (p+S^) nie należąoy do D^ip).
Mamy

H ^ ^ l t l  '(t^J^ltl' “ °* (15'(t

Ponieważ suma elementów Jakiegoś wiersza pomnożona przez odpowiednie do
pełnienia algebraiozne elementów Innego wiersza Jest równa zeru,mamy więo

Í16>

Rozwiązanie niezerowe Jednorodnego układu równań (131 ma postad

b £ - a * ( * | t p .

Stopień wielomianu Dt(p) może wynosić najwyżej r(n-1)# niezerowe rozwiąza
nie (171 istnieje więo, Jeśli tylko

K > r (n-1 ). (18)
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Postępując analogioznie można wykazać, że istnieje taki układ elementów 

-k1 ,k2 .k Bk
bj k1 *•* b kn-1 Bj* (19)

(1) (2) (n ) (1)

że

B^(p 1 ^  r [(p ) Bj (20 )
( 1 )

ma następującą własność!

Si{ ®|k| ) = 0 {21)

dla każdego ie {lf2,,,.,nj przy ustalonym k e {-1,2,...n} .
Można rćwnież zauważyć, że wyznaczniki det[RŚ[(p)] 1 detjfi!f{p)j mają iden
tyczne zera.
Przyjmijmy następująoe oznaczenia:

- elementy macierzy odwrotnej do macierzy Jb ^ tjj,tj. Bj = ¿j#
(1 ) (1) (1)

F3E1(P )
lP+ffa

(1 )

Mamy

dla 1 “ s, s {i,2,...n} « 

dla l ^ s .

R^(p) = R*(p)Ej[(p). (23 )
(1 )

Można więo Rj/p} przedstawić w postaci

R^(pi<Sb = R^ip) Bj Bb = r\(p ) E^ip) B*.
(1) (1) (1) (1) (1)

Dla ustalonego wskaźnika t otrzymamy

(24)

R^(p) » R^ip) E^ip) B|[, (25)
(i) (1)

gdzie stopień r 3(p ) wynosi r—1.
m
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Powyższy prooes można powtórzyć t razy, Jeśli

K—n(t—1) > (n—1) [r— (t-1 )] • (26)

Otrzymamy

jjipł - Ri1Cp) E^ip> Ą ]  (p) fij* ... E j l ^ i p t f j ^
(t) (t) (t) (t-1) {t-D (1 )

(27 )

Wykazaliśmy więo następujący 
LEMAT 3
Jeżeli wyznaoznik detjR^(p)] ma K zer na ujemnej półosl rzeczywistej oraz 

K - n(t-1 ) > (n- 1  )[r-(t-1 )] , 

to jest możliwe przedstawienie Rjip) w postaoi

R^(p) = P* (p) Pjjip), (28)
(1) (2 )

gdzie

?i(p) - r!F(p)* P3 (p) = Ejpip) . . .  Ejlt—1 (P) ®J2t l 2 9 )
‘1) (t) i2^ (t) (t) (1 ) (1 )

oraz det P([(p) ®a tylko nt zer na ujemnej półosi rzeczywistej.
( 2 )

Wniosek 1

Stopień wielomianu ąip) równy a+1 jest większy od nt

m+1 >  nt. (30)

Istotnie, podstawiająo za K = an (Lemat 2) w nierównośoi (26) otrzymamy 
(30 ).
Wniosek 2
Stopień wielomianów p|(p) wynosi o a stopień wielomianów P^(p) wynosi t,

(1 ) (2 )
Przedstawmy elementy RgCp^ maoierzy odwrotnej do saoierzy [Hpp)J w po
staoi

R*(p) - P*(p> ( 2 1 )
(2) (1)
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gdzie

Pj[ip) ?£ip) = <^, (32
(1) (1)

pg(p) P*(p) = rfj(. (3 3 )
(2 ) (2 )

Następnie przyjmijmy

ł ^ W t p ł - ^ ^ t p ł - j r f r  p£(P ), (34)
(i)

K +  a (p> + Yu+ 2d (P ł = q?FT PU<P># (35)
(3)

gdzie P^(p) są wielomianami stopnia m.?u<
(3)

Po podstawieniu relaojl (34) 1 (35) do wzoru (12) otrzymamy

. «.t+ |2nlfr. ̂ . ^s.t+l2nl , . «t+Inl # \ *t+ |n| /„ >
u+ IDl + u+ |2d| (p) " u+ |n| {p) " u+ |2n| (p) ”

(36 )
*=------ --------- S-P®(P) Pg (P),

<ł(p )det [Pa(p)j (3« (2d)
(2 )

gdzie

Po ip) ~ element dołączony do elementu P*( 
(2d) (2)

p a ( p ^  =  j r - r ; - T  ( p i .
(2) det K M  (2d)(2 )

Otrzymane wzory (34)» (35) i (36) określają reprezentaoję maoierzy admi- 
tanoyjnej 3n—parowielownika biernego typu RC, ktdry w połąozenlu z elemen
tami NIC Jak na rys. 1 realizuje dowolną maolerz admltanoyjną x|(p) o wy- 
miaraoh n«n. Jak widzimy, nie wszystkie admitanoje Y^(p) 3n-parowlelownl- 
ka typu RC są dane niezależnie. Taka Jednak reprezentacja jest zbędna, ze 
wzgl-ędu na syntetyzowanie układu metodą liczb strukturalnyoh.
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3. Określenie klasy struktur syntetyzowanego n-parowlelownlka aktywnego 
t.ypu RC zawierającego n elementów NIC

Blorąo pod uwągę realizację zer i biegunów admitanoji własnych i wza
jemnych 3 n - p a r owlelownlka biernego typu RC można stwierdzić, że spełnie

nie relacji (34), (35) 1 (36) jest możliwe. Zba
damy teraz, jaki warunek konieczny na strukturę

ojl układu.
Nieoh A jest liczbą strukturalną będącą prze- 

ciwobrazem grafu r , który odpowiada układowi 
3n-parowlelownlka. W każdej gałęzi grafu u- 
miećoiay szeregowo połąozony opornik 1 konden
sator. Impedanoja Z± dowolnej gałęzi układu wy
razi się wzorem

gdzie Z jest zbiorem impedancji gałęziowyoh. 
Elementy macierzy admitanoyjnej 3n-parowielownika biernego wyrażają się
wzorem

,9ASim
* { < »  - - ¿ T S h (37)

Algorytm (37) odnosi się do układu o grafie r , w którym wybrano 1 zorien
towano gałęzie «2..., <*3n jako 3n-*ejóć 3n-parowlelownlka biernego
typu RC.
Uwzględniająo algorytm (37) oraz relaoje (9), (34), (35) 1 (36) możemy 
napisać

d e t  A «  P ~ ^ 9 ( p )  d a t  | P g ( p ) j # (38)
(2)

Simi'— , | ~ )  - p-1p£(p) det [?g(p)]f i,je fl,2,...n}# (39)
Z ««i (2)

  tr“ ) “ fc Sim —Z k+ mi **i Z k+ I2ni
J8A 

* e«.i) = p”1 p£(p)det [Pg(p)L (40) 
1 (1 ) (2 )
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ł  * 3 s r  ■ f i * '  ■ « ' >

k SimC-r— —  ,  )+k Slm(-- - A ,  > -
Z t+ |2n| ' fl*u+jn| Z t+ |2n| fl<tu+|2ni Z ®*t+|n| *»u+lnl

(42 )
-Simi^-p , — — — — ) = p^OCp) P^ip) Pg(p),uftf36 (l,2,...n}#

z ^ t + m i  ®*u+|2ni (3" (2d )

gdzie I jest stopniem wielomianu q(p)det JjPgip .
( 2 )

Wprowadźmy następujące oznaczenia:
b - liozba gałęzi grafu T f
w - liozba węzłów grafu r f
7 - liozba oyklomatyczna grafu T ,

Zgodnie z charakterystyką Eulera dla dowolnego grafu zachodzi związek

b - w + 1 = ?. (43 )

Ponieważ stopień funkoji wyznacznikowej a®Ł jest równy m+1+nt wobec tego 
otrzymamy

?= m + 1 + nt, b — w + l = m + 1  + nt.

Równania potrzebne do wyznaczenia elementów układu otrzymamy w wyniku po
równania współozynnlków tożsamości (38), (39), (40), (41 ) i (42)«
Z tożsamośoi (38) otrzymamy równanie

m + 2 + nt.

Ponieważ w tożsamośoiach (39), (40 ), (41 ) 1 (42) dla l,j ,k,s,u,t!6
{l,2,...n} maksymalny stopień funkcji jednoczesnośol jest równy s + nt 
otrzymamy więo równań

4n2 (m + nt).

Ze względu na to, że w każdej gałęzi układu występuje opornik 1 konden
sator, liozba niewiadomych elementów wynosi

2b.
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Mual więc być spełniona następująca nierówność

2b ÿ (4n2+1 )(m+nt )+2. (44)

Uwzględniając powyższą nierówność w relaoji (43) otrzymamy

2w >  (4n2-1 )(m+nt H2. (45)

W nierówności (44) i (45) Wniosek 1, Lemat 3)

m > nt-1 ,

gdyż wówozas istnieje reprezentaoja 3n-parowlelownika typu RC. 
Wykazaliśmy więc następująoe

TWIERDZENIE 3
Warunkiem konieoznym ażeby w grafie moono spójnym T można było realizo
wać dowolną maolerz admitanoyjną stopnia t n-parowlelownika aktywnego ty
pu RC z n .elementami NIC Jest, aby

gdzie b - liozba gałęzi grafu T , 
w - liczba węzłów grafu r .

Powyższe twierdzenie określa klasę struktur podobnych, w któryoh możliwa 
Jest realizaoja dowolnej macierzy admitanoyjneJ z elementów RC i NIC. Po
nieważ wyznaczenie tyoh struktur wiąże się z określeniem obrazów lub prze— 
olwobrazów liozb strukturalnych, zatem w rozwiązaniu zagadnienia są istot
ne warunki istnienia obrazu geometrycznego [2] :
1° Liozba strukturalna A musi mieć rozkład aa czynniki Jedaowlerszowe

2b ^  (4a2-H )(m+nt )+2,

2w >  (4n2-1 )(m+nt H2,

m >  nt-1 ,

( 4 6 )

2° Dowoiny element <5Clk£ Pj może występować oo najwyżej w dwóoh liczbach 
P, , iloozyou (46)«
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W zagadnieniaoh syntezy, przy ustaleniu alagorytmu generaoji llozb struk
turalnych przez maszynę oyfrową, dogodnie jest do tych warunków dołąozyó 
Jeszcze dodatkowe warunki podane niżej, które zapewniają, że liczba struk
turalna jest różna od zera:

3 i ^ J J l»j« e {l,2 ,.. .w-lj | (4 7)

4° PŁ / C  ke {l,2,...w-l} f It / i. (48)

W oparoiu o wyżej podane warunki, zgodnie z odpowiednio ustalonym pro
gramem, maszyna oyfrowa generuje wszystkie możliwe liozby strukturalne 
prowadząoe do grafów moono spójnyoh i spełniająoe warunki realizaoji.

W każdej wygenerowanej strukturze należy wybraó 3n wejść <*2 ,..«.jn,
a następnie skonstruować funkcję wyznaoznlkową det A? oraz funkcję jedno-

Zozesnośoi

eótT̂ * k,l, e {l,2,...3n}.z ic JL

Elementy 3n-parowtelownika otrzymamy z rozwiązania równań niellniowyoh 
powstałyoh z porównania współozynników wielomianów (38), (39), (40), (41)
1 (42).

Sposób przeprowadzania syntezy za pomooą maszyny oyfrowej, umożliwia 
uwzględnienie różnyoh kryteriów optymallzaoji układu. Fakt ten, Jest Jed
ną z easadnlozyoh zalet omawianej metody. Jedli przyjmiemy strukturę, któ
ra zawiera więoej gałęzi i węzłów, niż to jest konieozne, to możemy wpro
wadzić nowe związki określająoe np. równość kondensatorów, określony roz
rzut elementów składowyoh n-parowlelownika, odpowiednie stratnośol kon
densatorów itp.
Prooes syntezy n-parowielownlka aktywnego z elementami-. HC i NIC- można 
enaoznie uprościć Jeżeli przyjąć strukturę układu, gdyż nie trzeba prze
prowadzić generaoji liczb strukturalnyoh i eliminaoji grafów niewłaśoi— 
wyohi.

LITERATURA

1. BELLERT S.: Topologiozna analiza 1 synteza układów linlowyoh. Zeszyty 
Naukowe Polit. Warsz. - Elektryka 37, 1967.

2. BELLERT S., WoiNIACKI H. s Analiza i synteza układów elektryoznych me
toda liczb strukturalnych. PWN Warszawa 1968.

3. BERGE C.: Theorie dys graphes et ses applioations Paris 1958.



Synteza wlelownlków aktywnych z "W" elementami "NIC11,. 59

4. SANDBERG I.W.s Synthesis of Transformerless Active N-port Networks. 
Bell System Teoh.I, Vol. 40. May 1961, pp 761-784.

Przyjęto do druku w styozniu 1972 r.

CKHTE3 AKTI'i3H0r0 IIAPOIIOJIDCHLKA 0  " n "  3HEMEHT0B "NIC"
METOflOM CTPyKTYPAJIbHiaDC ^.CEJI

P e 3 b m e

B pafioTe noxHHTo onbiT HcnojiHeHHH aeaiejibHoro "n" - naponoJiBCHMKa Tuna 
nRC",coaepxaBmero "n " sjieueHTOB "NIC ueTojOM CTpyKTypanbHhix unceji. floxa- 
saHO, uto oymeCTByeT peaJiHsamifl npon3BOJibHoii ajMHTaHCHoiS aaTpwUH bktmbho — 
ro "n" naponaJiBCHHKa cojepxaBmero "n" sjieiieHToB "NIC" b pacnoJioxeHWB na- 
cuBHoro "3n" naponoJiBCHHKa Tuna "RC". JleMua 2 u 3 cjiyscHT jna ycTaHOBae- 
HHfl npescTaBHTeabCTBa "3n" - naponoJiBCHMKa.PaeoTy cyuMapoBBHo noaoxeHaeu
onpe^ejiaBiHMU KJiaooy noxosczx CTpyKTyp, b KOTopbtx b o 3Mo x h o e HcnoJiHeHHe npo- 
H3BOJibHoii axMHTaHCHofi MaTpHUH pa3MepoM n x n npa noMomu "n" saeMeHTOB NIC 
a Tasze "3n naponoJiBCHHKa tuna "RC".

SYNTHESIS OF ACTIVE N-PORT NETWORKS OF "N" ELEMENTS "NIC"
BY THE STRUCTURAL NUMBERS METHOD

S u m m a r y

In the paper, an attempt to realize an aotive n-port RC network inclu
ding n elements NIC using the structural numbers method is presented. Ex
istence of realization of arbitrary admittance matrix of an active n-port 
network including n elements NIC In the system of passive 3n-port RC net
work has been proved. Lemate 2 and the proof of Lemate 3 may be useful In 
establishing the 3n-port network representation. The work is summarized 
by a theorem defining the olass of similar structures in which realiza
tion of any admittance matrix sized nxn by means of n elements NIC and a 
3n-port RC network is possible.


