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UWAGA W ZWIĄZKU Z TWIERDZENIEM VAN DER PAUW

Streszczenie. W artykule zwraca się uwagę na fakt, że 
znane w pomiarach rezystywności elementów cienkowarstwo
wych twierdzenie Van der Pauw może być stosowane tylko w 
odniesieniu do obszarów ograniczonych krzywą gładką. Na 
przykładzie prostokąta wykazuje, się że omawiane twierdze
nie pozostaje słuszne tylko w takim przypadku, gdy elektro
dy zlokalizowane są w narożach prostokąta.

W pozycji [1] została przedstawiona metoda pomiaru rezystywności warstw 
cienkich, która stanowi jeden z wariantów metody czteroelektrodowej zna
nej już wcześniej w technice pomiarów rezystywności gruntów. Istota oma
wianej metody została ujęta w formie twierdzenia, w myśl którego w przy
padku rozmieszczenia elektrod zarówno prądowych, jak i napięciowych na 
brzegu jednospójnej próbki o jednolitej grubości i dowolnego kształtu o- 
raz przy dwukrotnym pomiarze prądu i napięcia z kolejną zmianą ról elek
trod irys. 1) zachodzi następująca relacja:

exp ( - # RABjCD + exp (-tfRBC,m  j) ” 1 > (')

gdzie
UCDR._ _ rezystancja otrzymana w wyniku pomiaru 1
AB
UDAm  51 t^ ~ ■ rezystancja otrzymana w wyniku pomiaru 2, b o , d a  iBC

d - grubość warstwy (próbki),
g - rezystywność materiału próbki.

Dokonując obu pomiarów przy tej samej wartości jednostkowej prądu, wartoś
ci rezystancji będą proporcjonalne do wartości zmierzonych napięć. Rozwią
zując równanie (1) otrzyma się wartość rezystywności badanej próbki.

W związku z przytoczonym twierdzeniem oraz w konfrontacji z praktyką 
produkcji rezystorów cienkowarstwowych, które przeważnie wykonuje się ja
ko prostokątne lub kawałkami prostokątne [2] należy wprowadzić pewne uzu-



246 Jerzy Howak

pełnienie do założeń omawianego twierdzenia. W tym celu określimy rezy- 
stywności prostokątnego elementu cienkowarstwowego, na brzegu którego zo
stały rozmieszczone styki czterech elektrod - dwóch prądowych i dwóch na
pięciowych Irys. 2), po uprzednim zbadaniu rozkładu potencjału w obszarze 
powiedzmy "z" tegoż elementu. Korzystając z warunków płaskorównoległości 
pola, zastosujemy metodę odwzorowań konforemnych.

Rys. 2

Za pomocą funkcji eliptycznej zmiennej zespolonej

w = snfc. z, (2)
gdzie

odwzorujemy obszar "z" prostokąta na półpłaszczyznę Im(w) ̂  0 (rys, 2b). 
\i wyniku tego punkty z^ odpowiadające stykom elektrod prądowych przejdą 
w punkty brzegowe w^ obszaru "w". Jak łatwo wykazać, wyrażenie na poten
cjał zespolony w pewnym punkcie w tego obszaru, pochodzący od prądów +1 
(wpływający) oraz -I (wypływający) ma postać:

W ™ w
W - A ln ---- 1 + C. (3)

w - wv
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Ponieważ natężenie pola w próbce:

E = - jW' =

a jego moduł
l w " wkl

więc obliczona w oparciu o twierdzenie Gaussa w postaci zepolonej, zgod
nie z którym

I " / v/ (w) dw

stała A wynosi

- « • U)
Załóżmy, że elektrody prądowe rozmieszczone są w punktach:

z(+) = Z, zl_) = z.^ z2.

Różnicę potencjałów między punktami 3 i 4 w obszarze "w” określa zatem 
wyrażenie:

I12§U

lub
34

34

w3 " w2 . w4 “ W1
w3 ‘ W4 = “ 7 3 ” ln w'3 - w”  * w 4 - w 2

h z S snXz3 - snXz2 sn̂ iẑ  - snA.z1 
JFd ln snXz3 - sn^z^ * snAz4 - snAz^

15)

Jak wynika choćby z rys. 2b, wyrażenie (5) jest już właściwie funkcją 
zmiennej rzeczywistej. W tym wypadku zmienną tą jest moduł k funkcji eli
ptycznej oraz moduł dopełniający kC Kie umniejszając ogólności rozważań 
przyjmijmy, że punkty odpowiadające stykom elektrod w obszarze "z" mają 
współrzędne:

a + j (b)

W wyniku odwzorowania punkty te przechodzą odpowiednio w punkty obszaru 
"w" o współrzędnych:

”  Ki 1w1 = sn i , i  f >  . - JJ, w2 = sn (- -j)
+ kr

w3 = sn + j ■! ) = w^ = sn lĄ + jKr)
(7)
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Po podstawieniu odpowiednich wartości (7) do równania (5), otrzymamy:

I 12§ , 2k t>ll + k' 1 + >| 1 - k ) . ,a\
”34 - - r r  ln 1 '

Stąd rezystancja:

* g 1n 2k fll + k'' + 1̂ - kT')________  iql
2’34 i n  + ^k) t ^ T T  + ̂ )

Po zamianie elektrod miejscami, tak że

zU) = Zj i zt_) = ẑ ,

określamy w sposób analogiczny różnicę potencjałów między punktami ẑ  i 
z^ oraz wynikającą z niej rezystancję. Otrzymamy odpowiednio:

p m h £  in >[?■!, 110)14 tfd 2K ^1 + {¡r + ̂  _ /  )

»23 » -  -h  ^ ^ UD23,14 “ d 2k ^1 + + _ £ )

Z kolei przekształcamy wyrażenia (9) i (10) do postaci wykładniczej:

exp ( - f U 12 ) , V T  (12)§ 12,34 2k (^YTT? + -̂i _ ¡ó- )

„ « i _ £ 4 w  i 2k (l| 1 + k'' + \|1 - /  ) . (1ł)
exp g r 23,h ; k -fib f i r r r - f r  )

Suma dwóch ostatnich równań nie równa się 1 tak jak w równaniu (1), lecz
jest funkcją modułu k całki eliptycznej:

exP I- g r12,34^ + exp g R23,14^ = (14)

W tym przypadku będzie ona równa jedności przy kas 0,2837 lub k«2,5510.
Okazuje się natomiast, że w przypadku lokalizacji elektrod w narożach 

prostokąta, tzn. gdy w^+' * wA = - 1 i w ^  = wfi = 1, różnica potencjałów 
między punktami D i C oraz wynikająca z niej rezystancja wynoszą:
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Po zamianie miejscami punktów pomiarowych, tzn. gdy w 
1

= wc = 1* mamy!

R

W tym wypadku suma odwrotności wyrażeń pod znakiem logarytmu w (15) i(16) 
wynosi 1 i równość Van der Pauw jest spełniona. Gdy ponadto badana próbka 
jest kwadratem, to wartości rezystancji otrzymane z obu pomiarów są sobie 
równe i równanie (1) upraszcza się do postaci:

Z powyższych rozważań wynika, że wynikająca z metody (lub twierdzenia) 
Van der Pauw równość pozostaje słuszna, jedynie w odniesieniu do elemen
tów cienkowarstwowych ograniczonych krzywą gładką oraz w przypadku ele - 
mentów prostokątnych pod warunkiem jednak, że elektrody pomiarowe są 
zlokalizowane w narożach próbki.
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OT METKA O TEOPEwE 3AH REP UAyBA

P e 3 n m e

3 HacTOHneH CTaTbe oÓpaoiaeTca BHxvaHxe Ha to, hto xopomo HSBecTHaa b 
M3MepeHHHX yxexbaoro conpoTKBJieHHH TOHKjuc nneHOK reopeua BaH *ep IlayBa mo- 
KeT npHkeHSTbCH TOAbKO B TSKHX CAyHaHX, KOTAS OfiaaCTb HAbEKH OrpaHMVQHHa 
tabako# KpHBok. Ha npHMepe npauoyroAbHHKa AOKasbiBaeTca, n o  Bbime ynoMBHy- 
Taa Teopeua npMMeHHMa toabko totas,, kotas BAeKTpoAH noMemeHU B ero BepBH- 
HUA .

2 exp (- y  R) * 1. (17)
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NOTICE ABOUT VAII DER PAU'.V THEOREME 

S u m m a r y

In the presented paper, the anthor calls attention to the fact that 
well known in sheet resistivity measurements Van der Pauws theorem is ap
plicable only to the areas which are limited by the regular curve. It is 
prooved on the example of a rectangle that mentioned above theorem is 
true only in the case when elektrodes are located in rectangle corners.


