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0 PEWNYM RACHUNKU OPERATOROWYM
DLA NIELINIOWYCH ROWNAN DYNAMIKI

Streszczenie. W pracy ?[zgdstawiono pewien nowy komplet
operacji w dziedzinie nieliniowych réwnan dynamiki nazwany
transformacjgq Cauchy-Taylor - Cauchy’ego.

A. Stosowany powszechnie w elektrotechnice rachunek operatorowy oparty
o transformacje Laplace’a dotyczy w zasadzie réwnan rézniczkowych linio-
wych. Zastosowaniem rachunku operatorowego do pewnych szczegélnych nie-
liniowych réwnan dynamiki zajmowat sie P. Nowacki [i] - Problematyka ta
podjeta zostaka przez autorke w pracy R]. Korzystajac z wynikéw uzyska-
nych w [2Z] mozna mianowicie twierdzi¢, ze rownanie rozniczkowe nieliniowe
Idalej rrn) jest transformowalne wg Laplace’a wraz z rozwigzaniami i wszy-
stkimi jego kolejnymi przyblizeniami, jezeli posiadapostacnastepujaca:

fH 0GX, oo™ + i iIXIX, ==*x) 3 (D), ~/
gdzie
t - zmienna niezalezna, czas
flt) - zastepcza funkcja wymuszajaca typu wykdadniczego, rzedu
pierwszego

-1
fHU,i,..—x? - nieliniowa czes¢ rrn rzedu co najwyzej Ul-1/spekniajaca
zmodyfikowany warunek Lipschitza [5] oraz

UJ—l;
WNIXGX, - =y dla kazdego t> 0O
o

przy M, q rzeczywistych
1
fLAx,x,...Qg - liniowa czes¢ rrn dowolnego N rzedu pochodnej

x 1P - szukane rozwigzanie.
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W dalszym ciggu przedstawiona zostanie pewna nowa transformacja catko-
wa, nazwana przez autorke transformacja Cauchy-Taylor-Cauchy’ego [5]- Za-
stosowanie transformacji Cauchy-Taylor-Cauchy’ego do rrn typu U) z nie-
liniowosciami wielomianowymi pozwala zestawi¢ w postaci tablic stownik
transformacji, umozliwiajacy poszukiwanie rozwigzania droga rekurencyjna.
Stanowi to istotng zalete omawianej metody.

*B. Przyjmujac ograniczenia i wkasnosci rrn U) takie jak dla metody
splotowej [3] (@] oraz zaktadajac podziat naturalny rrn przy najwyzszej
pochodnej liniowej, réwnanie to mozemy przepisa¢ w postaci nastepujacej:

ilt) = AU) _ . <N) . <N-1
AU) = flt) - fj,U,x,...x; - FLYX,X,--X 7))
gdzie
xU) - zmienna zalezna zmiennej rzeczywistej t
fU) - jednowartosciowa, ciagda ograniczona funkcja wymusza-

jaca klasy CO00, typu wykkadniczego, w szczegoélnosci
P I:Q liniowa kombinacja funkcji typu wyktadniczego}
fUX, X, ... @ - liniowa czes¢ rrn 11) lub (2), o wspétczynnikach sta-
+ych H-tego rzedu pochodnej.posiadajgca znane wlkasnos-
ci w sensie odpowiedzi ipulsowej:

Ul —onat €0
yuU) = 2T3 J é: (*—/éa a rzeczywiste»,
u-1 . R | L o
'Ij}(x,x,_-.x)) - funkcjonat zaburzenia; w szczeg6lnosci sa to nielinio
wosci typu wielomianowego [4] ,
AU) - zmodyfikowana wymuszajaca funkcja stanu bedaca funk-

cja analityczng zmiennej rzeczywistej t w zwigzku z
czym wspotczynnikéw jej mozna poszukiwaé¢ droga reku-
rencyjng.

Zgodnie z powyzszym rozwiazaniem rrn (2) jest:

W)=J .. JIAd 3

o 00
N-krotnie

W oparciu o zasade Riemanna—SchwartzaX) mozna teraz twierdzié¢, ze ist-
nieje operacja Cauchy’ego, ktoéra jest:

ZasadaRiemanna-Schwartza méwi, ze: jezeli w czesci wspélnej dwoch  ob-
szarow w naszymprzypadku jest topotos rzeczywista sz\kc{a x(ore
W) sa identyczne, wowczas funkcje te okreslaja w obszarze Uy\. jeo-

na funkcje analityczna.
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1° operacjg przedtuzenia analitycznego rozwigzania rrn typu 12) z dzie-
dziny rzeczywistej X do dziedziny zespolonej j\. poprzez potos rzeczywi-
stg t,

2° transformacja addytywng i jednorodng wszystkich wkasnosci rrn typu
(@ z dziedziny X doj\ .
Napiszemy zatem:

uJ) . IN-1)
fl) = FLGX, ... x) + FjjIx, X, ... X)
) . Uk1) u)
=S>F(X) = PTI(W,-..w) + Fwlw,s,...w)
gdzie
- zmienna rzeczywista
xU) 6 X
X - zmienna zespolona
wuU“) e A
w(X) - funkcja analityczna zmiennej zespolonej a  takze
ostateczna postaC poszukiwanego rozwigzania rrn
(@ w dziedzinie A
PU») - obraz funkcji wymuszajacej w dziedzinie A

1
FAIwWUO.w (X)... w(X)) - obraz czesci liniowej rrn () w dziedzinieA
PN Iw™,) ,wU»),. .W) - obraz czesci nieliniowej rrn (1) w dziedzinieA

Wykorzystujac wlasnosci przedstawionej operacji zajmiemy sie teraz rrn
zmiennej zespolonej:

. un ] -
FIX) = FLiwQ) w ) ,--wQ) + Figw 1X), wix),...w X)) 15)

przeksztatconym do postaci:

In)
WXy = AD) , IN—l; u-1
AQO - FEXO - PNOW,W, ... W) - Fels,,...w). 16)
gdzie

A(X) - zespolona zmodyfikowana funkcja stanu, ktorej whkasnosci pozwala
ja zatozy¢, zes
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Pokazemy z kolei, ze zach.00-.1S

/\2 eIm+l)
AX) = wn,N
L n-0
.t
nt 1% n_ £F0  wn.N X
TUTS /“ 1T 2w STTJJ "mH
ntow ., 1- @)
n,m nN
gdzie
in,m - delta Kronecker’a.
Réwnoczesnie:
AN (X 22*1] dx (©))
X=0
Poréwnujac wyrazenia 18) i 19) otrzymujemy:
A iH) (X} - wnjH=~-J dx (10)
IX=0 C A
Poniewaz zachodzi takze:
u
lim AX) = A(0) » )Wio) (kD)
X— o0
lim wn,N * woN (12)
limA li I\/’\vl)()() li
im = Lim = limw 13
X— o X—o0 -0 nBl ( )
1o

iesi szeregiem faylork jednostajnie zbieznym wewngtrz Kmjo, [Xj 1m dla

funkcji bedacej B-ta pochodng rozwigzania.
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Nastepujgace wyrazenia stanowig zatem pare transformacyjnga transforma-
cji Taylora-Cauchy ego:

uo 2 U
m WO wn>TFZ ¥ M?ﬁm as

%i i*», »}-» w t i 5 >

taczac operacje przediuzenia analitycznego w sensie Cauchy’ego 14) z parg
transformacyjng Taylora-Cauchy’ego (14) (15) uzyskujemy pewien komplet
operacji, ktory w dalszym ciggu nazywa¢ bedziemy transformacjg Cauchy-Tay
lor-Cauchy’ego.

C. Wkasnosci rrn w sensie transformacji Cauchy-Taylor-Cauchy’ego zba-
dano w pracy [5]- W pracy tej obliczono transformaty typowych funkcji wy-
muszajacych i1 typowych sktadnikéw rrn oraz zestawiono tablice transformat
przy generalnym zatozeniu niezerowych warunkow poczatkowych. Tablice te
zostaty przytoczone (tablice transformat CTC). Oméwiong metode ilustruje
ponizszy przykiad.

D. Przykiad.

Dany jest szeregowy dwojnik R,L,C z nieliniowg pojemnoscia Cn(q). Na-
lezy okresli¢ odpowiedz dwéjnika na wymuszenie typu wykdadniczego. W roz-
patrywanym ukdadzie przy zatozeniu zerowych warunkéw poczgtkowych obowig-
zuje rownanie:

Rq(® + L g(®) +uc@ = e(d (16)

Kkadac arbitralnie:

uc(aq) - (Jj- +i}- a) g

R

g

1
TBT » b
27E - C

% e(t) = £(t)
oraz podstawiajac

a® = x(®
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otrzymujemy dla t>0 nastepujace rrn rzedu drugiego*

X + ax + bx + cx2 = f(t) @an

Réwnanie (17) je3t transformowalne weddug Cauchy’ego - por. @) [3]- =z
dziedziny rzeczywistej X do dziedziny zespolonej_A :

2
WO + a WO + bWu) + ¢ WQO = PO as)
W) - FU) - c W2U) - bWwAd) - a W) @9
Korzystajac z tablic transformat (tablice CTC) obliczamy kolejno:
W) = wQy2
PU) - f,

a*lU) - a”n2=1*2 + a5 "

bw

bW (X) m + b ¢ on,1

. Vaoovz %-4-2
cwrl) - ¢ ébo U+ij Czv?)' * (n-'4-z+?) (ri-4-'z2v2")'

\+ S A4S )fhl. 2
Lol Z»0

n-2-z
Cn-g-ZTITTn2-" "
_Z0

Wspétczynniki wQ 2 rozwiniecia Taylora dla drugiej pochodnej poszukiwa-
nego rozwigzania obliczamy weddug réwnania rekurencyjnego utozonego na
podstawie definicji (14)*

.2 - <’>"E -2 <> £ 2 A \,1 *
m6K-") m Jn,l " *M So,0 *
n-4 w
wg n-4-z
S T2+TTT2+5) * (n-4-z+1) U-z-4+27
Z=0

~OonSfer [*¥ *"“m - «ifl WV,
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Dalsze obliczenia przeprowadzimy dla nastepujacych danych*
a=2
b-1
c=1
f() = c-4t - 2 e~2t D
x(@) » +1
x() » 0
Podstawiajac (21) do (20) otrzymujemy*
wo,2 = = 3
*1,2 v+ 7
w2,2 " " 15721
w3,2 « + 31/3!1
“Bom
ws,2 = * 311/5!

155/41

Dokonujac z kolei na réwnaniu (20) transformacji odwrotnej wedtug defini-
cji (15 otrzymujemy:

W (X) =-3-75x-525x2+2j.x3 - + AB7 X5 +...
+ W!d_";*l (2n+2-1) i a +... (22)
stad*
0 = yizlfFfl (2/r-1)r" @)
Nn«o
jJ
w oo = JJweo ax @n-1) xn @5

Powracajac do dziedziny rzeczywistej X wg Cauchy’ego oraz uwzgledniajac
ze X * g otrzymujemy nastepujace rozwigzanie*
00 \n+1
am = v
TKO

l m(2 -1) th - - e2t-e t @5
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Wobec czego pradowa odpowiedz ukdadu szeregowego R,L,C 2z zadang nieli-
niowosciag jest nastepujaca?

i) =qlt) =2 €A + e1" ©6)
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O HEKOTOPOM OIIEPATOPHOM KUMLCIIEHMi
fUki HEJIKHEWHLE yPA3HHiIlil JU.HAi4.ia.

P e 3 u Me

B panoTe npe»OTaBlieHa HeicoTopaa HOBas CHCTeaa npeoOpa30BaHnid b obaacTu

HejiHHetHHX ypaBHejutk AHHauHKH, HasBaHjtaa npeo6pa30BaHneu Kbnu-Teiiflep-KoBH

ON CERTAIN OPERATOR CALCULUS POR NONLINEAR DYNAMIC EQUATIONS

Summary

In the paper a certain new complete of operations for nonlinear dyna-
mic equations is given. The complete is called Cauchy-Taylor-Cauchy tran-
sformation.
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TdBLICA TRANSFORMAT ,CTC-
f(t)
1 EYTTO « r
i jfw ro,.
Il A* 1
3 sinat .
¢ i
4 e”sinot
5 m d
6 eiosfilt
no 50
Nr-22) i2>d
7 {9of .
i < « " r
M) , hmQ2*1 jftH
8 orcig zkaI]_*' M *
o shd ¥ euey 2%
Zm0 (&t
ch d
0 {0}
\
1-8} ZnTOa T
2 i((«) £ r *iw

Cgﬁ\t))) TC (TM)-fn
b H)"-nr
Ao* Hf (a'”
sinua U (vzvlz-ln;Jrl

¢"SiNAA 5 A g g i)y

cos UA

Hf-glJ-
“awuA
19 0)A i ttin
J 18 oo
n f-n1
arcfgfal) (2mH)
O
sh cjA Mo
&kll
ctiwA (fn)j
<
f- aA Qn v toA| <f
4(n)
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