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WYZNACZANIE OPTYMALNYCH NAKŁADÓW 
CZYNNIKÓW PRODUKCJI GÓRNICZEJ

Streszczenie; W artykule wyznaczono funkcję produkcji oraz dy
namiczną funkcję kosztu jednostkowego, w których zmiennymi objaś
niającymi są majątek trwały i zatrudnienie. W oparciu o nie wyzna
czono optymalne wielkości nakładów czynników produkcji i prognozowa
ne wielkości tych czynników oraz minimalne dla nich prognozowane 
koszty jednostkowe,

1. Zakres badania i dane statyczne wykorzystane do analizy'
Posługiwanie się szeregami czasowymi w ekonometrycznej analizie związ

ków zachodzących między nakładami i wydobyciem stwarza możliwość budowy 
dynamicznego modelu statycznej funkcji produkcji, która pozwala uchwycić 
wpływ różnych rodzajów nakładów na jej wielkość. Szeregi czasowe stwarza
ją nam także możliwość budowy funkcji kosztów. Obie te funkcje wykorzys
tane zostaną w niniejszych badaniach do wyznaczenia optymalnych nakładów 
czynników produkcji i minimalnych wielkości kosztu jednostkowego,

Ekonometryczna analiza wydobycia i kosztów produkcji dotyczy kształto
wania się obu tych wielkości w skali resortu, przy czym jednostką w bada
niu jest kopalnia a jednostką czasu okres roczny. Badania przeprowadzono 
za okres 1963-1973. W ekonometrycznej analizie kosztów własnych produkcji 
występują elementy zakłócające porównywalność danych o poziomie kosztów 
takie jak zmiany cen materiałów, surowców, stawek płac i innych opłat i 
taryf. Eliminacji wpływu tych czynników na poziom kosztów dokonano przez 
stabilizację cen na•określonym ustalonym poziomie. Stwierdzono, że zebra
ne dane statystyczne posiadają wysoki stopień wiarygodności i zostały uży
te do dalszej analizy.

2. Wyznaczenie funkcji produkcji
Przy konstruowaniu danymicznego modelu statystycznego funkcji produk

cji przyjmujemy, że wydobycie jest funkcją n zmiennych objaśniających:

Z różnych powodów nie jesteśmy w stanie uwzględnić w równaniu O) wszyst
kich zmiennych niezależnych określających poziom wydobycia. Czynniki bo
wiem, które należałoby zbadać, są tak liczne, że najlepiej jest rozważać 
tylko działanie najbardziej istotnych, powiedzmy k czynników, dla któ- 
rycn mamy dostępny materiał statystyczny.

Yt = Pt Z2 V - (1)
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W dalszych rozważaniach przyjmujemy, że wpływ nieuwzględnionych n - k 
zmiennych w funkcji produkcji ma charakter przypadkowy, co można napisać;

= F  ̂ X̂-j , , • • • , X^) + , (2)

gdzieś, - składnik losowy.
W związku z powyższym na zmianę ^  składa się szereg czynników pomi

niętych, wywierających niewielki wpływ, to jest czynników, które nie są 
skorelowane z czynnikami konkretnie występującymi po prawej stronie rów
nania (2).

a) Funkcja liniowa: Y^ = a + ^  | ■ X ^  + (3)
i=1

gdzie: Y^ - poziom wydobycia w okresie t, obliczony z funkcji produk
cji,

' zmienna objaśniająca kształtowanie się wydobycia,
aQ,â  ,ap.,«a,{ - parametry, które szacuje się za pomocą metody najmniej

szych kwadratów,
- składnik losowy o nadziei matematycznej zero i stałej

2dla wszystkich t wariancji 5

b) Funkcja potęgowa:

o fi aXil • • • W)Yt “ a

Do obliczeń posłużono się funkcją postaci 14):

a. a„ a, ?L
Wt " Xlt * X2t * X3t * e ^

Dla a'nalizowanej g-upy kopalń wyznaczono funkcję wydobycia postaci:

,ai ao aT
Wt “ *1t * ^ t  * X3t * e ’ ^

gdzie: Ŵ. - wydobycie w milionach ton,
X ^  - wartość majątku trwałego biernego netto, mld zł.,
X2t - wartość majątku trwałego czynnego netto, mld zł.,
X,t - liczba przepracowanych pracownikodniówek, min.

Funkcję (6) oszacowano metodą najmniejszych kwadratów w oparciu o dane 
przedstawione w tabeli 1.
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dabela i
Lata 1963 1964 1965 1966 1967 1960

X1 C.674 0,679 0,708 0,735 0,772 0,734

X2 0,587 0,611 0,537 0,586 0,620 0,640
x3 1,346 1,357 1,273 1 ,269 1 ,235 1,256
W 1 ,727 1,776 1 ,878 1 ,856 1 ,852 i ,910

Lata 1969 1970 1971 1972 1973

X1 0,771 0,838 0,895 0,906 0,954
x2 0,6 6 2 0,712 0,728 0,761 0,797

X3 1,260 1 ,318 1 ,343 1,339 1,338

W 1 ,973 2,136 2,245 2,323 2,443

Z obliczeń wynika, żos

W. = Ą 12 e_0’°1 < J)

Średnie błędy szacunku parametrów strukturalnych funkcji są odoowiednio 
równe 0,010, 0,08, 0,06.

3. 'Wyznaczenie funkcji kosztu
Funkcję kosztu jednostkowego szacowano w postaci (3), którą dla celi 

niniejszego artykułu przedstawiono następująco:

Ż ai xn (3)

Funkcję (8) szacujemy na podstawie danych dotyczących określonego mo
mentu czasu t lt = 1,2,...T). Procedurę estymacyjną powtarzamy T razy, 
otrzymując oszacowania funkcji dla poszczególnych lat badanego okresu. ./ 
wyniku otrzymujemy szeregi wartości a^ ocen parametrów oCjj. zaobserwowa
ne dla kolejnych lat, na podstawie których szacujemy modele tendencji roz
wojowej ocen parametrów:
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Model 18) przyjmuje zatem postać:

Kt - 2  u) Kit i K '  00)o

Do obliczeń posłużono się funkcją 18) postacis

Kt = P11 X11 + P2tX2t + P3tX3t + P4t + ^t 1̂1 ̂

Funkcję tą szacujemy 11 razy, otrzymując oszacowania dla poszczegól
nych lat badanego okresu.

t = 1 (1963 r) IC, = + P2>1X21 + + P4j1 + £•]

t = 2 (1964) K2 = Plf2X,t2 + P2,2X22 + P3,2X3,2 + P4,2 + ^2

(t=1l) (1973) =pi ,11X1 ,11 + p2.11 X2,11 "*P3,11X3»11 +I>4,11 + ^11*

Analizując funkcję kosztów dla poszczególnych lat U 2) zaznacza się ist
nienie wyraźnych trendów, współczynników P^, P2, P-j, przy zmiennych ob
jaśniających X1 , X2, oraz X-j i wyrazu wolnego P ,̂ które szacujemy w po
staci funkcji (9)
Dla P1, P2, P̂  funkcja (9) przyjmie postać:

fkU) ■* P>k t + |?>k (13)

k - 1, 2,3

natomiast dla P^ postaci funkcji (9) jest następująca:

t'4U) = t + P>k 04)

Dla funkcji (13) i (14) policzono wartości p>k, (?>k , P>k metodą najmniej
szych kwadratów. Wyznaczone funkcje (13) i (14) mają postać:

f^t) = 23,99 - 0,888 t, (15)

f2(t) = 29,97 - 1.110 t, (1 6)

f3(t) = 77,78 + 1,350 t, (17)
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f 4 U )  = 1 31 . 3  t 0 ' 135 .  (18)

Dla powyższych funkcji wyznaczono parametry struktury stochastycznej: 
wariancje, współczynniki zbieżności, współczynniki zmienności losowej,któ
re we wszystkich czterech -przypadkach były korzystne.
Znając funkcje (15) - (18) wyznaczono funkcję kosztów postaci 110):

Kt = 123,99-0,888 t) Xn  + i29,97 - 1.110 t) X2t + (77,78 + 1.350 t)X3t +

+ 1 3 1 , 3 t 0 *135 .  U 9)

Podstawiając za t wartości 13-18 otrzymać można wartości funkcji kosz
tów dla lat 1975-1980.

4. Wyznaczenie nakładów czynników produkcji
Kopalnia dla wydobycia określonej ilości ton węgla zużywa w procesie

produkcji n środków w ilościach ' , X_ ,...,Xn i są to. tzw. czynniki
produkcji. Zakłada się, że wielkość wydolycia; W jest funkcją nakładów
czynników produkcji, czyli W = f (X., ,X? Xn̂ * Zależno®ć ta nazywa się
funKcją produkcji (wydobycia).

Z wydobywaniem związany jest pewien koszt k, który zależy od zużytej
ilości n czynników produkcji X̂  ,X2<>..Xn oraz od ich ceny a^.ag,••.»a^ 
Łączny ko3zt wydobycia wyraża się wzorem

â  x1 + a2 x2 + ... + snxn « k,

Ogólne zagadnienie jest następujące:
wyznaczyć wielkościX1 ,X2,X3,Xn takie, aby dla założonego poziomu wydoby
cia jednostkowy koszt był minimalny, czyli:

K = a1X1 + a2X2 ... + an xn “ minimum (20)

przy spełnieniu warunku ubocznego:

f X2.... Xn) » WQ (21)

i warunków brzegowych X̂  ^  o, X2 ^  o,...,Xn ^  o,
gdzie: W - zadany poziom wydobycia.

W analizowanym przypadku mamy do czynienia z trzema wynikami produkcji. 
Punkcja wydobycia dla rozpatrywanej grupy kopalń przyjmie postać (7)
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W = X°*12 X0*12 xS*84 122)
1 2 J

Dynamiczna funkcja kosztu jednostkowego (13) dla analizowanej grupy ko
palń jest postaci*

Kt = (23,99 - 0,888 t) X1t + (29.97 - 1 .110 t) X2t +

+ (77,78 + 1.350 t) X3t + 131,3 t0,135. (23)

Zagadnienie szczegółowe jest następujące!
wyznaczyć wielkości Xj , X2, X^ takie, aby dla założonego poziomu wydoby
cia koszt był minimalny, czyli!

X - (23,99 - 0.888 t) X, + (29,97 - 1 .110 t) X2 +

+ (77,78 + 1.350 t) X3 + 131,3t0,135 = min., (24)

przy spełnieniu warunku ubocznego!

./ = X10*12 x£-12 X°*8  ̂ , (25)

i warunków brzegowych X1 , X2, X3 >  o.
Oznaczając t24) przez f(X^) a (25) przez U (Xi).
Warunek rozwiązania zadania prognozowania jest następujący!

li" = 5xf (i ” 1»2»3) l26^

Ponieważ równanie (26) jest spełnione dla każdego i=1,2,».. oraz obie je
go strony są dodatnie, warunek (26) można zapisać w postaci

9f df óf
bT,’ dXT
— L - 2  = — 2 . (27)
Bu Bu 5u
5 7 7 5 7 7

Po zróżniczkowaniu (25) i (26) oraz uwzględniając (27) otrzymano rozwią
zanie:

V
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0.12 X°'12 X°*84 
XC,88 (23.99-0.888

0.12 X°*12 X°‘84
t) x2TOS" C29.97-1.110t)

0.84 X^'12 X°’12 
X?,1b (77.78+1,350t)

(28)

Ha podstawie ostatniego równania oraz warunku bilansowego można wyzna
czyć dla prognoz wydobycia optymalne nakłady czynników produkcji X1 ,
X„ »2-3 . Dane te przedstawione w tabeli 2.
opt opt

Tabela 2
Lata 1975 1976 1977 1978 1979

X1oPt 1.002 1.049 1.089 1.127 1.165

X2opt 0,872 0.912 0.952 0.992 1.034

Z3opt i. 370 1.358 1.347 1.329 1.303

Lata 1980 1 981 1982 1983 1984 1985

h opt
x2opt
X3 •opt

1.216 

1 .,087 

1.293

1 .268 

1.147 

1.273

1.327

1.213

1 .2 6 1

1.393

1.289

1.237

1.446 

1.358 

1.213

1.562 

1.490 

1.212

Z powyższego równania (28) oraz warunku bilansowego wyznaczono dla prog
noz wydobycia minimalny prognozowany koszt wydobycia które przed
stawiono w tabeli 3

Tabela 3
Lata 1975 1976 1977 1978 1979

Wprog
V n

2.546
340,74

2.620
343,05

2.695
345,95

2.769
346,23

2.844
346,23

Lata 1980 1981 1982 1983 1984 1985
Wprog
^ n

2.918
347,92

2.992
348,62

3.067
349,85

3.141
349,75

3 .2 1 6

348,92
3.290 
351,60
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5. Zakoiiczenie
1. Oszacowane funkcje wydobycia i kosztów informują o ilościowych zależ

nościach między wydobyciem i kosztami a zmiennymi niezależnymi - czyn
nikami produkcji.

2. Znajomość powyższych funkcji pozwala na dokonywanie prognoz, gdy zało
ży się określone wartości zmiennych niezależnych w okresie, na których 
sporządza się prognozę,

3. Funkcje te nadają się do prognozy, jeśli a prori można przesądzić iż w 
przyszłości nie ulegną istotnej zmianie wcześniej oszacowane parametry
ai*

4. W oparciu o oszacowane funkcje wydobycia i kosztów można wyznaczyć op
tymalne wielkości nakładów czynników produkcji górniczej dla określo
nych wielkości wydobycia, a także minimalne prognozowane koszty wydo
bycia.

5. Wyznaczone wielkości mogą być wykorzystane w planowaniu oraz projekto
waniu wielkości i struktury kopalni.
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DETERMINATION OF OPTIMUM MINING PRODUCTION FACTORS' INPUTS 

S u m m a r y

Tn the paper teh production function as well as the dynamic function of 
the unitary cost, in which the explanatory variables are the durable in
come and employment, have been determined. Basing on these data the opti
mum input amounts of production factors and forecasting the magnitude of 
these factors as well as forecasting the minimum of unitary cost for them, 
have been determined.


