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WYZNACZANIE OPTYMALNYCH NAKEADOW
CZYNNIKOW PRODUKCJI GORNICZEJ

Streszczenie; W artykule wyznaczono funkcje produkcji oraz dy-
namiczng funkcje kosztu jednostkowego, w ktdrych zmiennymi objas-
niajacymi sg majatek trwaly i zatrudnienie. W oparciu o nie wyzna-
czono optymalne wielkosci nakdadéw czynnikdéw produkcji i prognozowa-
ne wielkosci tych czynnikéw oraz minimalne dla nich prognozowane
koszty jednostkowe,

1. Zakres badania i1 dane statyczne wykorzystane do analizy”

Postugiwanie sie szeregami czasowymi w ekonometrycznej analizie zwigz-
kéw zachodzacych miedzy nakdadami i1 wydobyciem stwarza mozliwos¢  budowy
dynamicznego modelu statycznej funkcji produkcji, ktéra pozwala uchwycic
wpdyw réoznych rodzajow nakdadow na jej wielkos€. Szeregi czasowe stwarza-
Ja nam takze mozliwos¢ budowy funkcji kosztéw. Obie te funkcje wykorzys-
tane zostang w niniejszych badaniach do wyznaczenia optymalnych nak¥adow
czynnikéw produkcji i minimalnych wielkosci kosztu jednostkowego,

Ekonometryczna analiza wydobycia i1 kosztéw produkcji dotyczy ksztakto-
wania sie obu tych wielkosci w skali resortu, przy czym jednostka w bada-
niu jest kopalnia a jednostka czasu okres roczny. Badania przeprowadzono
za okres 1963-1973. W ekonometrycznej analizie kosztow wkasnych produkcji
wystepujg elementy zaktocajace porownywalnos¢ danych o poziomie  kosztow
takie jak zmiany cen materiakdw, surowcow, stawek pkac i1 innych oplkat i
taryf. Eliminacji wphkywu tych czynnikéw na poziom kosztéw dokonano przez
stabilizacje cen naeokreslonym ustalonym poziomie. Stwierdzono, ze zebra-
ne dane statystyczne posiadaja wysoki stopien wiarygodnosci i zostaly uzy-
te do dalszej analizy.

2. Wyznaczenie funkcji produkcji

Przy konstruowaniu danymicznego modelu statystycznego funkcji produk-
cji przyjmujemy, ze wydobycie jest funkcjg n zmiennych objasniajacych:

Yt = Pt 22 V- )

Z réznych powodéw nie jestesmy w stanie uwzgledni¢ w réwnaniu 0) wszyst-
kich zmiennych niezaleznych okreslajacych poziom wydobycia. Czynniki bo-
wiem, ktore nalezatoby zbada¢, sg tak liczne, ze najlepiej jest rozwazac
tylko dziakanie najbardziej istotnych, powiedzmy k czynnikéw, dla kto-
rycn mamy dostepny materiat statystyczny.
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W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze wpdyw nieuwzglednionych n - k
zmiennych w funkcji produkcji ma charakter przypadkowy, co mozna napisac;

SR, e XD+ @

gdzies, - sk¥adnik losowy.

W zwigzku z powyzszym na zmiane ~ skkada sie szereg czynnikéw pomi-
nietych, wywierajacych niewielki wplyw, to jest czynnikéw, ktére nie sa
skorelowane z czynnikami konkretnie wystepujgcymi po prawej stronie row-
nania Q).

a) Funkcja liniowa: Y =a+ ™ | XN+ (©)
i=1
gdzie: YN - poziom wydobycia w okresie t, obliczony z funkcji produk-
cji,

zmienna objasniajgca ksztakttowanie sie wydobycia,

aQ.,a" ,ap-,«a,{ - parametry, ktére szacuje sie za pomocg metody najmniej-
szych kwadratoéw,

- skkadnik losowy o nadziei matematycznej zero i stalej
dla wszystkich t wariancji 52

b) Funkcja potegowa:

Yt “ao Fi aXil e« o W)

Do obliczen postuzono sie funkcjg postaci 14):

a. a,, a, 7L
We " X * X2t * X3t * e n

Dla a"nalizowanej g-upy kopaln wyznaczono funkcje wydobycia postaci:

ai ao aT
Wt “ *1t* 2t * X3t* e i n

gdzie: W. - wydobycie w milionach ton,
XN - wartos¢ majatku trwakego biernego netto, mld zi.,
X2t - wartos¢ majgtku trwatego czynnego netto, mid zk.,
X,t - liczba przepracowanych pracownikodniéwek, min.

Funkcje (6) oszacowano metodg najmniejszych kwadratéw w oparciu o dane
przedstawione w tabeli 1.
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dabela i
Lata 1963 1964 1965 1966 1967 1960
X1 C.674 0,679 0,708 0,735 0,772 0,734
X2 0,587 0,611 0,537 0,586 0,620 0,640
X3 1,346 1,357 1,273 1,269 1,235 1,256
w 1,727 1,776 1,878 1,856 1,852 1,910
Lata 1969 1970 1971 1972 1973
X1 0,771 0,838 0,895 0,906 0,954
x2 0,662 0,712 0,728 0,761 0,797
X3 1,260 1,318 1,343 1,339 1,338
w 1,973 2,136 2,245 2,323 2,443
Z obliczen wynika, zos
W. = A 12 e 07°1 <J)

Srednie bedy szacunku parametréw strukturalnych funkcji sa odoowiednio
réwne 0,010, 0,08, 0,06.

3. "Wyznaczenie funkcji kosztu

Funkcje kosztu jednostkowego szacowano w postaci (3), ktorg dla  celi
niniejszego artykubu przedstawiono nastepujaco:

Z ail xn ®

Funkcje (8) szacujemy na podstawie danych dotyczacych okreslonego mo-
mentu czasu t It = 1,2,...T). Procedure estymacyjna powtarzamy T razy,
otrzymujac oszacowania funkcji dla poszczegélnych lat badanego okresu. /
wyniku otrzymujemy szeregi wartosci a® ocen parametrow . zaobserwowa-
ne dla kolejnych lat, na podstawie ktérych szacujemy modele tendencji roz-
wojowej ocen parametrow:
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Model 18) przyjmuje zatem postac:

Kt—2o u) Kitikr 00)
Do obliczen postuzono sie funkcjg 18) postacis

Kt = P11 X11 + P2tX2t + P3tX3t + P4t + "t LA

Funkcje ta szacujemy 11 razy, otrzymujgc oszacowania dla  poszczegol-
nych lat badanego okresu.

t=1 (@931 L = + P2>1X21 + + P4jl + ]
t =2 (1964) K2 = PIf2X, 2 + P2,2X22 + P3,2X3,2 + P4,2 + ~2
=11 (1973) =pi ,11X1,11+p2 .11X2 ,11"%P3 , 11X3»11 +14 , 11 + ~11*

Analizujac funkcje kosztéw dla poszczegélnych lat U 2) zaznacza sie ist-
nienie wyraznych trendow, wspodczynnikoéw P~, P2, P, przy zmiennych ob-
jJasniajacych X1, X2, oraz Xj i wyrazu wolnego P~, ktére szacujemy w po-
staci funkcji (©)

Dla P1, P2, P funkcja (9) przyjmie postac:

fkU) ®Pk t+ Pk @3)

k-1, 2,3
natomiast dla P~ postaci funkcji (9) jest nastepujaca:
tMu) = t + Pk 04)
Dla funkcji (@3) 1 (14) policzono wartosci pk, @k , Pk metoda najmniej-
szych kwadratéow. Wyznaczone funkcje (13) 1 (14) maja postac:
fAt) =23,99 - 0,888 t, a5
f2(© =29,97 - 1.110 t, @e)

f3() =77,78 + 1,350 t, an
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f4U) = 131.3 t0'135. (18)

Dla powyzszych funkcji wyznaczono parametry struktury stochastycznej:
wariancje, wspokczynniki zbieznosci, wspotczynniki zmiennosci losowej ,kto-
re we wszystkich czterech -przypadkach bydy korzystne.

Znajac funkcje (15) - (18) wyznaczono funkcje kosztéw postaci 110):

Kt = 123,99-0,888 ©) Xn + 129,97 - 1.110 ©) X2t + (77,78 + 1.350 ©)X3t +

+ 131,3t0*135. u9)

Podstawiajgc za t wartosci 13-18 otrzyma¢ mozna wartosci funkcji kosz-
tow dla lat 1975-1980.

4. Wyznaczenie nakdadéw czynnikéw produkcji

Kopalnia dla wydobycia okreslonej ilosci ton wegla zuzywa w  procesie
produkcji n Srodkéw w ilosciach * , X ,...,Xn 1 sg to. tzw. czynniki
produkcji. Zaktada sie, ze wielkos¢ wydolycia; W jest funkcja  nakdadéw
czynnikéw produkcji, czyli W = f (K, ,X? X Zalezno®C ta nazywa sie
funKcja produkcji (wydobycia).

Z wydobywaniem zwigzany jest pewien koszt k, ktéry zalezy od zuzytej
ilosci n czynnikdéw produkcji X" ,X2<>..Xn oraz od ich ceny a™.ag,ee.»"
taczny ko3zt wydobycia wyraza sie wzorem

a x1+ a2 x2+ ... + snxn « k,

Ogolne zagadnienie jest nastepujace:
wyznaczy¢ wielkosciX1,X2,X3 ,Xn takie, aby dla zatozonego poziomu wydoby-
cia jednostkowy koszt byt+ minimalny, czyli:

K= alXl + a2Xx2 ... + an xn “ minimum 0)

przy spednieniu warunku ubocznego:

L X2 ... Xn) » WQ (21)

i warunkéw brzegowych X ~ o, X2 ~ 0,...,Xn ~ o,
gdzie: W - zadany poziom wydobycia.

W analizowanym przypadku mamy do czynienia z trzema wynikami produkcji.
Punkcja wydobycia dla rozpatrywanej grupy kopalh przyjmie posta¢ (7)
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W = X‘I*12 X(2)*12 XJS*84 122)

Dynamiczna funkcja kosztu jednostkowego (13) dla analizowanej grupy  ko-
palin jest postaci*

Kt = (23,99 - 0,888 t) X1t + (29.97 - 1.110 ) X2t +
+ (77,78 + 1.350 ©) X3t + 131,3 t0,135. @3
Zagadnienie szczegdtowe jest nastepujace!

wyznaczy¢ wielkosci Xj , X2, X® takie, aby dla zatozonego poziomu wydoby-
cia koszt byt minimalny, czyli!

X - (23,99- 0.888 t) X+ (29,97 - 1.110 ©) X2 +
+ (77,78 +1.350 t) X3 + 131,3t0,135 =min., (€2
przy spednieniu warunku ubocznego!
/= X0*12 XE-12 X°*8A , (D)
i warunkéw brzegowych X1, X2 ,X3 > o.

Oznaczajac t24) przezf(X™) a (25) przez U (Xi).
Warunek rozwigzania zadania prognozowania jest nastepujacy!

i = 5xF(i 7 1»23) 126"

Poniewaz réownanie (26) jest speknione dla kazdego i=1,2,».. oraz obie je-
go strony sa dodatnie, warunek (26) mozna zapisa¢ w postaci

of df of

bT L dX2T ) n
Bu Bu - 5u
577 577

Po zrézniczkowaniu (25) 1 (26) oraz uwzgledniajac (27) otrzymano rozwig-
zanie:
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0.12 X°"12 X°*84

XC,88 (23.99-0.888 t)

0.12 X°*12 X°“84

xX0S

€29.97-1.110t)
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0.84 XA"12 X°712
X?,1b (77.78+1,350t)

@

Ha podstawie ostatniego réwnania oraz warunku bilansowego mozna wyzna-
czy¢ dla prognoz wydobycia optymalne nakdady czynnikéw produkcji X1 ,

X,, »2-3

opt opt

Lata

X1oPt
X20pt
Z3opt

Lata

h oot

X2
opt

X30pf

1975
1.002
0,872
i.370

1980
1.216

1.,087

1.293

1976
1.049
0.912
1.358

1981
1.268

1.147

1.273

1977
1.089
0.952
1.347

1982
1.327

1.213

1.261

. Dane te przedstawione w tabeli 2.

1983
1.393

1.289

1.237

1978
1.127
0.992
1.329

1984
1.446

1.358

1.213

Tabela 2
1979
1.165
1.034
1.303

1985
1.562

1.490

1.212

Z powyzszego rownania (28) oraz warunku bilansowego wyznaczono dla prog-

noz wydobycia minimalny prognozowany koszt wydobycia

stawiono w tabeli 3

Lata
Wprog
V n
Lata

Wpr09

~n

1975
2.546

340,74

1980

2.918
347,92

1976
2.620

343,05

1981

2.992
348,62

1977
2.695

345,95

1982

3.067
349,85

1983

3.141
349,75

1978

2.769
346,23

1984

3.216
348,92

ktoére

przed-

Tabela 3

1979
2.844
346,23

1985

3.290
351,60
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5. Zakoiiczenie

1. Oszacowane funkcje wydobycia i1 kosztéw informujg o ilosciowych zalez-
nosciach miedzy wydobyciem i kosztami a zmiennymi niezaleznymi - czyn-
nikami produkcji.

2. Znajomos¢ powyzszych funkcji pozwala na dokonywanie prognoz, gdy zato-
zy sie okreslone wartosci zmiennych niezaleznych w okresie, na ktérych
sporzadza sie prognhoze,

3. Funkcje te nadaja sie do prognozy, jesli a prori mozna przesadzi¢ iz w
przysztosci nie ulegng istotnej zmianie wczesSniej oszacowane parametry
air*

4. W oparciu o oszacowane funkcje wydobycia i kosztéw mozna wyznaczy¢ op-
tymalne wielkosci nakdadow czynnikéw produkcji gorniczej dla okreslo-
nych wielkosci wydobycia, a takze minimalne prognozowane koszty wydo-
bycia.

5. Wyznaczone wielkosci moga by¢ wykorzystane w planowaniu oraz projekto-
waniu wielkosci 1 struktury kopalni.

OPPEFEJIEHHE OiITHVAJILHOIX 3ATPAT HA TOPHOE
nPOH3BOCTBO

Pe3dkme:

B ciaTbe nonpei.eji.aioTca (JiyHKioisL npouBBOflcTaa h ,agimaMnnecKaa $yHKijHH pac-
xojiob Ha eAHHHny n3Aeana, .b kotojtuc noachhiooihmh nepeMeHHHUH hbjijuotch ycros
aHBoe (HeABHxaMoe) HMymecTBO u 3aHHTOCTb. C yaeioM amx nepeMeHHHx Cujih on-
pefleaeHH onraM ajituue bcjihuhhh 3aipai Ha np0OH3B0,a3cTBO h npornoanpoBaHHe pa3-

MepoB 3Thx BeannHH h MiiHHMajibHHe njmHiipyeMne eiHHHVHue pacxosu.

DETERMINATION OF OPTIMUM MINING PRODUCTION FACTORS® [INPUTS
Summary

Tn the paper teh production function as well as the dynamic function of
the unitary cost, in which the explanatory variables are the durable iIn-
come and employment, have been determined. Basing on these data the opti-
mum input amounts of production factors and forecasting the magnitude of
these factors as well as forecasting the minimum of unitary cost for them,
have been determined.



