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WPŁYW OGRANICZEŃ MAGAZYNU NA OPTYMALIZACJĄ DYSKRETNEGO PROCESU 
PRZEPŁYWU MATERIAŁU

Streszczenie. Yi niniejszej pracy rozważa się zagadnienie opty- 
malizacji dyskretnego procesu przepływu materiału przez magazyn.
W trakcie trwania procesu na wielkość zasobów w magazynie są na
kładane aktywnie oddziaływające ograniczenia. Poprzez zastąpienie 
wpływu ograniczeń odpowiednią poprawką wprowadzoną do strategii 
sterowania przepływem materiału sprowadzono zadanie optymalizacji 
procesu przepływu do pewnego zadania optymalizacji bez ograniczeń. 
Postępowanie to pozwoliło wyznaczyć suboptymalny algorytm sterowa
nia i ocenę strat związanych z aktywnością ograniczeń.

1. V/stęp

V procesie przepływu materiału zadanie magazynu sprowadza się do gro
madzenia dopływającego materiału i uciostępnianiu odbiorcom zasobów, po
zwalając na pokrywanie ich nierównomiernych w trakcie procesu zapotrze
bowań.

Ze względu na ograniczoną pojemność magazynu, zasoby poszczególnych 
asortymentów materiału, jakie można w magazynie zgromadzić, są ograniczone. 
Wartości tych ograniczeń mogą w trakcie pracy magazynu eię zmieniać i za
zwyczaj nie są znane w przyszłości przed podjęciem decyzji sterującej 
przepływem poszczególnych asortymentów magazynowanego materiału.

V/ trakcie procesu sterowania niektóre z ograniczeń magazynu mogą ak
tywnie oddziaływać na przepływ. Uwzględnienie w sterowaniu przepływem 
aktywnie oddziaływujących ograniczeń wpływa na prawo sterowania i war
tość wskaźnika jakości.

2. Sformułowanie problemu.

Bilans poszczególnych rodzajów magazynowanego materiału można w n-tym'
etapie sterowania przepływem materiału opisać następującym równaniem!

z , = z + d - u /I /n+1 n n n
gdzie!

zn “ we*ctor zasobów w magazynie, określający zawartość poszcze
gólnych asortymentów magazynowanego materiału; wymiar zQ 
związany jest z ilością asortymentów materiału,
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da - wektor dopływu do magazynu poszczególnych asortymentów 
materiału,

un - wektor sterowania przepływem materiału z magazynu do odbior
ców.

Wielkość zasobów w magazynie w każdym etapie sterowania spełnia ogra
niczenia:

0 zn <^gn 121

gdzie: określony wektor ograniczeń zasobów dla n-tego
etapu sterowania. Suma wartości składowych wektora gQ jest 
ograniczona całkowitą pojemnością magazynu.

0 wektorze zakładamy, że wartości jego składowych są znane z jed
noetapowym wyprzedzeniem/tzn. w etapie n-1-szym/.

Proces przepływu, polegający na przepływie materiału w postaci okre
ślonej liczby pojedynczych elementów lub ich partii, opisany jest nastę
pującym równaniem:

xn+1 " An xn + Bn un /3/
gdzie: _ vley^or stanu przepływu, określający przepływ każdego z ro

dzajów materiału, 
un ” wel:'!:or sterowania przepływem o wartościach spełniających 

równania bilansu magazynu /I/. Wymiary wektorów xn i ur 
odpowiadają liczbie asortymentów materiału w przepływie 
i liczbie asortymentów materiału w zasobach,

An,3n - macierze o odpowiednich wymiarach, dla różnych między
sobą asortymentów materiału są macierzami diagonalnymi 
lub jednostkowymi.

Celem sterowania przepływu jest minimalizacja wskaźnika jakości o po
staci:

K-1
J “(XN " % ) T %  f o  " Pn)+ f ( v  pn f  Qn K ‘pn) + un Rn un] /4/

j. 0 JŁ pn - zapotrzebowanie na określoną ilość elementów danego asortymen
tu w n-tym etapie sterowania,

N - liczba optymalizowanych etapów sterowania,
Cn> Rn - macierze symetryczne, dodatnio półokreślone.

3. Rozwiązanie problemu z ograniczeniami

Przy braku ograniczeń na wielkość zasobu dostępnego w magazynie w tra
kcie procesu sterowania można podać prawo optymalnego sterowania prze-
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pływem, zakładając znajomość zapotrzebowań we wszystkich przyszłych
/N-n/ etapach procesu. Prawo to wyraża się zależnością:

N
<  * ~ (Bn Sn+1 Bn + Rn)'1 Bn .(Wta xn + W  Pl) /5/

i=n+1
gdzie: m T .

3n “ S, + An Sn+1 An " An Sn+1 ^  n Sn+1 An /*/

** " %

^ n  = Bn ( Bn an+1 Bn + Rn " 1 ) Bn - ^
Un,j“An (1~Sn+1 ¿ n ) Un+1,j’ 3. - n+1., ... , H /8/

Ł‘n,n " " 9n
Minimalna wartość wskaźnika jakości /4/ dla N- etapowego procesu 

sterowania osiągana przy użyciu algorytmu /5/ określona jest zależnoś
cią:

N K
-T mOJ = S x + 2 x® V -1 un p. + pj T? . p,o o o o  o Z _ j o,j *!j /  *i i,j

j=o ¿73=0
gdzie :

S . Ł1 . - wyznaczyć można w oparciu o równania /6/ - /8/.u o, J •

^ , j  - f ]  - “n+1,i ¿ n  “n+1,j W

n a O i ••• ) U f i j j ™  n+1 f 0 m •

T11 =• O.,n,n *n
j “ O, i = n+1, ... , NH, 1

Ze względu na dostępność informacji o ograniczeniach zasobów z jedno
etapowym wyprzedzeniem rozwiązanie optymalne problemu pierwotnego jest 
niemożliwe. Można go zastąpić zrandominizowanym problemem wtórnym i po
szukiwać rozwiązania przy użyciu zasady Min - E [3] , bądź pewnym
przypadkiem modelu o ograniczonym rozkładzie [4].

W niniejszej pracy zrezygnowano z rozwiązania optymalnego, proponując 
rozwiązanie suboptymalne wyznaczone deterministycznie dla problemu pier
wotnego.

Wpływ ograniczeń magazynu przy stosowaniu algorytmu przedstawionego 
zależnością /5/ jest następujący.

Oznaczmy przez x* stan przepływu, który miał miejsce w n-tym eta
pie przy uwzględnieniu ograniczeń /2/, a przez fn+1 różnicę pomiędzy 
stanem xn+1, określonym w oparciu o zależności /3/, /5/, a stanem
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x^+1, Jaki wystąpi pod wpływem aktywnego oddziaływania ograniczeń za
sobów. *

fn+1 “ Xn+1 “ xn+1 /11/
Oddziaływanie ograniczenia przejawia się w niemożności zrealizowa

nia pożądanej wartości sterowania . u°.
Jeśli ograniczenia magazynu nie są aktywne, czyli:

0 4  zn+1 ^  gn+1
to wyznaczona optymalna wartość sterowania nie narusza ograniczeń
1 xn+1 “ xn+1* fn+1 “ °* O.

zn+1

W przypadku, gdy dla sterowania un:

«n+1 lub zn+1 <  0 
to aktywizacja ograniczeń spowoduje konieczność zmiany sterowania z war
tości u° na u* , tak by była spełniona nierówność:

0 ^  zn + dn " %  -C ^+1
’.V oparciu o zależności /II/ i /3/ można podać związek pomiędzy u° 

i u*
n u* = u° - BX BT f , /12/n n n n n+1

gdzie: g* _ macierz odwrotna lub pseudoodwrotna do B"; Bn n >
un - sterowanie wyrażone zależnością /5/,

lub wprowadzając odpowiednio wektor poprawek sterowania wartość
sterowania uq pod wpływem aktywnych ograniczeń można określić nastę
pująco:

4  = un " A  n /13/
gdzie: p0prBWica A umożliwia spełnienie warunku /2/, czyli:

0 i zn + dn - un + A n <  *n+1 
Wartość wektora poprawek można wyznaczyć następująco:

zn + d^ - gn+1 - u®, pojemność magazynu jest zbyt mała w sto
sunku do aktualnych potrzeb,

0 , ograniczenie /2/ nie jest aktywne,
zn + ćn - u° , zasób zgromadzony w magazynie jest zbyt

mały wobec aktualnych potrzeb.
Zauważmy, że w n-tyn etapie procesu przepływu materiału znana jest 

tylko informacja o aktywności ograniczeń magazynu y; etapie n+1-szyn, 
brak natomiast jakiejkolwiek informacji o ograniczeniach w pozostałych 
przyszłych etapach sterowania.

Informacja o aktywności ograniczeń w etapie n+1-szym ma postać po
prawki A n, zaś wartość, jaką poprawka ta przyjmuje, zależy od zasobu

V
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* Xzn + dQ , zapotrzebowań p^,i = n+1.......H przepłyvm oraz ogra
niczeń.
Oznaczmy przez 1^ ( ) następującą formę kwadratową:

Xn (xn) = ( 5 1  (Xi“pi ^  Qi(4" pi) + " 5 "  ui T Riui + un V n  1 /14/
n V i=n ftil+1 J

Algorytm sterowania optymalnego u° przy braku informacji o aktyw
ności ograniczeń w n+1-szym etapie wynika z minimalizacji podług u^ 
równania:

l0n(xn)m f  n { (xJrpn'>T Qn(xn~pn> + un Rnun + C l ( xn+1 • A n+l"1 } /15/
%

H
gdzie: ,* / * \ \ _ *T * „ *T ,

n+1\ n+1’ n+1I xn+1 sn+1 xn+1 + 2 xn+1 ^  , n+1,jpj
j=n+1

H U-1
+ > ,  pi X ]  pj + X  ^ i ( Bi ai + i V Ri)A i /15/

i,j=n+1 £=n+i
macierze Si> ŁIn+1 j, określone są at wzorów /6/Ą/8/,/'i3/.

Otrzymany tą drogą algorytm wyraża się wzorem /5/ ze względu na brak 
jakiejkolwiek informacji o ograniczeniach w przyszłych etapach: n+2,...,H.

Ha skutek aktywności ograniczenia w n+1-szyo etapie .sterowanie przyj- 
muje wartość u* i

11
%  " -  (Bn 3n+1 Bn + Rn ) " 1 Bn ( Sn+1 An xn + X !  * W  PX n  /1 7 /

i  «¡n+1

gdzie: X  _ określone jest zgodnie z /13/.
Aktywność ograniczeń w n+1-szym etapie sprawia, że poprzez uwzględ

nienie poprawki ^ _ wartość wskaźnika powiększa się o składnik

* 1  ( B» S.,l B„ * \  )A a-

™ U ‘ 4 G £ . * >  <  ^  1 Ż  “n., V  Ż * *  i . i  -J *j =n i,j =n
H-1 ,

/18/X  ^ i ( BiT s i+iBi + Ri^ A i
i=n

Dowodząc powyższych zależności metodą indukcji, można wykazać, że 
w rozważanym przypadku suboptymalne prawo sterowania procesem przepływu 
spełniające wymagania stawiane przez, ograniczenia pojemności magazynu
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może być określone równaniem /17/, a osiągana przy jego stosowaniu war
tość wskaźnika jakości wyraża się wzorem: .

Jo - J 0 + Ż ]  A  n (Bn Sn+1 Bn + RJ  ^  n 
n=0

gdzie: j^ _ war-t;ość wskaźnika jakości przy braku aktywnych ograniczeń 
we wszystkich etapach procesu sterowania.

4. Wnioski

Przedstawione w niniejszej pracy zależności pozwalają ocenić wpływ, 
jaki wywierają ograniczenia) nakładane na zasób materiału w magazynie, 
na jakość sterowania.

Wzrost aktywności ograniczeń powoduje przyrost wartości wskaźnika. 
Podane suboptymalne rozwiązanie pozwala na zachowanie liniowości pra

wa sterowania i umożliwia otrzymanie łatwych w interpretacji zależności 
ukazujących wpływ ograniczeń na straty wskaźnika.

Liniowość algorytmu ułatwia realizację sterowania 3uboptymalnego, po
zwalając na korzystanie z rozwiązań wyznaczonych dla problemu bez ogra
niczeń oraz daje możliwość oszacowania strat, jakie ponoszone są przy 
suboptymalnyn sterowaniu przy ograniczeniach.
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BJIHHHHE OrPAHMEHHH PECYPCOB KA OUTHMHŚAąHE LKCKPETHOrO IIPOUECCA 
nSPEIUIKBA MAIEPHATA

P  e 3 K) ji e

B pafiOTe paccMpTpHBaeTCH npofijieMy onTHMHsaiiHH flHCKpeTHoro nponecca 
nepen^HBa Maiepnajia vepea cKjiaa. Bo ppeMa npo.no msaHWi nponecca 
Ha Bejmnny peoypooB HaKaa^uBaióTCH aKTHBHue orpamtaeMM. 3aneHofl 
bjihhhhh bkthbhhx orpaHaneHHH nosxo;wmetS nonpaBKott ynpaBmeHHs s i y  

samany mosho cbbcth k 3a,navH 6ex orpaHHneHHii. 3tot noaxon nosBajuei 
onpefleaHTB cyConiHMaxbHtifl amropHTM ynpanaeHHa u onenicy noMepb 
CESSaHblX C aKTHBHOCTeii OrpaKHReHHH.

THE EFFECT OF RESOURCES BOUNDS ON THE OPTIMIZATION OF DISCRETE 
MATERIALS FLOWING PROCESS

S u m m a r y

In the paper the optimization problem of a discrete materials 
flowing process is considered. Daring the process active constraints 
are put on the resources. The problem is transformed into some prob
lems without constraints with the help of the correcting member 
instead of the effect of the constraints. It allows to find the sub - 
optimal control algorithm and the estimation of losses caused by the 
bounds activity.


