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METODY 1 ALGORYTMY OPTYMALIZACJI KOLEJNOSCI OPERACJI
Z KRYTERIUM MINIMALIZACJl KOSZTOW

Streszczenie. 7? pracy przedstawiono ocene metod i algorytmoéw
szeregowania niepodzielnych zadan na realizatorach z uwzglednie-
niem kosztéw. Zaproponowano nowe algorytmy i podano przykdady
zastosowan.

1. Wstep

W artykule jest rozpatrywany dyskretny system produkcyjny realizujacy
niepodzielne zadania w ustalonym porzadku technologicznym. Zadania te
nalezy wykona¢ dysponujac pewnymi niezuzywalnymi $rodkami (maszyny, bry-
gady ludzi itp.). Nalezy dokona¢ takiego rozdziatu Srodkéw pomiedzy
czynnosci (zadania) oraz okresli¢ taka kolejnos¢ ich wykonywania, aby
catkowity koszt, zwigzany z uzyciem Srodkéw i1 terminowoscig realizacji
zadan, byt minimalny.

Problemy szeregowania uwzgledniajace koszty stanowig do$s¢ wazna grupe
zagadnieh z praktycznego (i ekonomicznego) punktu widzenia. Fakt, Zze sto-
sunkowo niedawno uzyskano istotne wyniki w tej dziedzinie)mozna usprawie-
dliwi¢ duzymi trudnosciami przy konstrukcji "efektywnych” algorytméw.

M pracy przedstawiono w skrécie aktualny stan metod i algorytméw sdu-
zacych do ich rozwiazania. Ponadto zaproponowano nowe algorytmy zaga<t-
nien.

2. Podstawowe definicje, klasyfikacja probleméw
Niech J ={J1,32,...,In} bedzie zbiorem zadan, ktére maja by¢ wykona-
ne przy uzyciu zbioru maszyn réznych typow
M:{_ ,Mg,..o’}o

1
Kazde zadanie J™ £ J sktada sie z ciagu operacji

Ji = <0i1,0i2,* *,0inP> ~

Operacje maja by¢ wykonywane w zadanym porzadku technologicznym, tzn.
kazda operacja 0~ ma by¢ wykonywana po wykonaniu operacji Oin_1, a

rzed wykonaniem operacji = Kazda maszyna moze wykonywa¢ co najwy-
zej jedno zadanie w danej chwili czasowej. Dla kazdego zadania sa okres—
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lone nastepujace pojecia: - liczba operacji, p”~ - czas wykonywania
operacji Oin, r™ - najwczesniejszy mozliwy czas rozpoczecia wykonywania
zadania, d® - zadany czas zakonczenia zadania, - czas rozpoczecia wy-
konywania zadania, E. = msoc”~r~-Sj - przyspieszenia wykonania zadania,
= max[0,C"-d™] - spéznienia wykonania zadania, f n - niemalejaca
funkcja reprezentujgca koszt zwigzany z wykonaniem zadania w czasie C®,
zbidr liczb rzeczywistych, w ~ - wspékczynnik wagowy zadania.
Zagadnienia sklasyfikowano [ 8] oznaczajgc symbolami
nimjVv,r |$
gdzie: n - liczba zadan, m - liczba maszyn, 6{P,F,G,1] - oznacza typ
zagadnienia: F-zagadnienie tasmowe, F-permutacyjne zagadnienie
tasmowe, G-zagadnienie gniazdowe, I-zagadnienie z réwnolegtymi
maszynami, Pc {przerywaé¢, r™-0, P~FPK> P = 1] drzewo, X<}
- oznacza istnienie dodatkowych zatozen ograniczajacych, S - pos-
ta¢ funkcji celu < = £inrct” albo tmsx=a?

Ti tablicy 1 zebrano problemy, dla ktdrych znane sg algorytmy. Podano tak-
ze zrodto literaturowe i zdozono$¢ obliczeniowa. Ze wzgledu na istotne
trudnosci napotykane przy konstrukcji algorytméw w literaturze rozwaza
sie gloéwnie problemy jednomaszynowe.

Tablica 1
problem autorzy algorytmu ég(ljiigg(;ﬁ?owa zrédto
nl1] < |f Lawler [1973] o(n2) [
JoK it o« Conway »Maxwell Miller r*]

L-1967J
nhHEwA? Smith [1956] o(nlogn) 210
n[ 1] drzewo|Ew.C. Horn , [1972] o(nlogn) [0}
allK~"fcwiC, Sidney [1975] o(n2) [28]
njijr 0, p i=1|EwiGi Hinnooy [1976] o(nlogn) [26]
n|1] > 0,pi=1g>I1Ti Lawler [i9%4] o(n2) [11]
“H1c 1! (i)Elmaghraby [1963] NP-zupedny [51
(i) Emmons  [1969] re]
(iii")Srir.ivasan [1971] N
(iv)Baker,Martin [1974] [3
] (v)PLsher [1976] [7]
nh||CWI T Picard,Queyranne ['1978] NP-zupeiny M
nhIIDfiCCi) (i)Schild, Fredman [1962] NP-zupedny n7
(ii)Binnooy "Kan,Lageweg, [15]

mLeustra [1975]
Giii) Shwimer [1972] [16]
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Tablica 1 - cd.
z4ozonosé

problem autorzy algorytmu obliczeniowa zroéddo
Baker,Schrage [1978] NP-zupetny [31
nhlI1EfiCcCj.)" Lawler,Sivazlian [1978] o(nlogn) [13]
Sidney [1977] o(n2) 9]
M 1> Achuthan,Grabowski, NP-zupedny
v pRTW Sidney [1978] [
nim P Knax Townsend [1977] NP-zupedny 231

(D) relacja poprzedzania przedstawia graf szeregowo-;r&molegty dla ar-
bitralnie przyjetej relacji poprzedzania problem jest NP-zupedny

(2 wszystkie funkcje f~C~) sg postaci Cj) = ~ k~ujdu, gdzielki(u)=
= aMfu) + " Ci-pi

(3) przy zatozeniu rt rN = d" < d... W ogélnym przypadku zagadnienie
jest NP-zupedne.

3. Metody rozwiazywania zagadnienia nlill}-". fi Cci |

Problem ten w ogélnym przypadku, bez dodatkowych zatozeh o rodzaju o-
graniczen i postaci funkcji celu, jest problemem NP-zupednym. M przypadku,
gdy funkcje ™I sg Pestacl-

" Ci
W = N k~GOdu (B*1)
Ci“pi
gdzie kM(u) = a”(u) + b™ sa niematejacymi (nierosnacymi)j to rozwigza-
niem optymalnym jest wykonywanie zadan w porzadku nierosnacych (niemale-
jacych) a” Funkcje celu = N, FtCCL> = sa szczegolnymi przy-
padkami (3«0 [I5]-

Dodanie ograniczen w postaci arbitralnie przyjetej relacji poprzedzen
pomiedzy zadaniami powoduje, ze problem staje sie NP-zupedny nawet(gdy
wszystkie fL(Ct) = Clt dlatego tez udato sie skonstruowa¢ efektywne al-
gorytmy jedynie "dla przypadkéw, gdy relacja poprzedzen jest drzewem [10]
lub grafem szeregowo-réwnolegtym [A], [18] -

Szczeg6lnie wazn* z praktycznego punktu widzenia 33 problemy, kté-
rych funkcja celu przedstawia kare (lub straty) zwigzany, ze spéznieniem
zadan T~. W tym przypadku f~C~) sg niematejgcymi funkcjami spézniania

fi(Cl) = hj_(mar[o, ) = ~(CJ) (3*2)
Poniewaz tak sformutowany problem jest HP-zupedny [8j]do jego rozwigza-
nia stosowane sg najczesciej nastepujace podejscia«

1) programowanie dynamiczne [ 23 »CS »
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2) algorytmy oparte na metodzie podziatu i ograniczen [5] »[6] .[7] >

B4J.,m ,[A],
3) metody subgradientowej optymalizacji"[7J ,[$] -

43 metody heurystyczne [2] .

3.1. Programowanie dynamiczne. Niech J oznacza zbidr wszystkich zadan

i niech | oznacza pewien podzbiér I ¢ J. Niech 1".= J - | oznacza uzu-
pednienie | oraz < = 51> , FHj oznacza catkowity czas potrzebny do wy-
konania zadan z4". Niech F(l) oznacza minimalng wartos¢ funkcji celu,
dla 1 F({) =min TI FfE(cV przy warunku» ze wszystkie zadania zaczy-
naja sie nie wczesniej niz g*. Nalezy znalezé F(J) przy pomocy wzoru re-
kurencyjnego t

F(I) =min , {fk(@T) + F(A-{k})]
k21 £ -

G-3
F@3) = 0.

Zreczna implementacja programowa [3] moze skompensowaé¢ pewne wady me-
tody, jednakze w przypadku zagadnien o duzym wymiarze metoda 3taje sie
mato skuteczna. Do wad DP mozna zaliczyc¢:

a) znaczny obszar pamieci potrzebny do przechowywania informacji,

b) duzag liczba krokéw podstawowych potrzetmycbjdo przegladniecia zbio-
row 1.

Do zalet tej metody mozna zaliczyc:

a) niewielka ztozonos¢ kroku podstawowego,

b) mozliwo$¢ redukcji wymiaru pamieci w przypadku przyjecia relacji
poprzedzen [3] ,

c) mozliwos¢ zastosowania dowolnej nleaddytywnej, niematejacej funk-
cji celu typu min,max, iloczyn

d) #atwos¢ implementacji programowej .

3.2. Metoda podziatu i1 ograniczen. O skutecznosci metody decyduja gtow>.

a) kryteria eliminacji pozwalajace odrzuca¢ a priori pewne zbiory
rozwigzan,

b) moc testu okreslajacego dolne ograniczenie funkcji celu LB pozwa-
lajace odrzuca¢ rozwigzania, gdy LB~UB, gdzie UB jest gérnym Ograniczy
niem funkcji celu,

c) szybkie znalezienie dobrego rozwigzania w celu lepszego okreslej,
wartosci UB.

Najczesciej do konstrukcji testéw uzywa sie:



Metody i1 algorytmy optyaalizac.1l.. 93

2) zagadnienia n] 11przerywac¢ 1Jjf~CCN)5 zagagﬂ'\enie to jest 3prowadzat-
ne dé problemu n]1|p” =pKI|£] gdzie n® = p /pK En] , [13 ,

3) zagadnienia przydziatu pracy (AP) z odpowiednio okreslonymi wspod-
czynnikami kosztu [J5] »

4) zagadnienia czasowo-zaleznego komiwojazera (TDT3P) z odpowiednio
okreslong macierza kosztu p4] . Poniewaz problem TDTSP jest NP-zupedny”
korzysta sie z dolnego ograniczenia problemu znalezionego np. metoda
subgradientowg p41 ,C9] >

5) problemu Lagrange®a [7], gdzie zagadnienie dualne jest rozwigzywane

metoda subgradientowag [9]-
Kryteria eliminacji dla probleméw kosztowych bazuja zwykle na szczego6l-
nych postaciach funkcji CS]mM >DS , 153 > [2] ~ Biorac pod uwage
znane rezultaty, metoda B-and-rB jest aktualnie najbardziej skuteczng me-
toda rozwigzywania zagadnien, tego typu.

3.3. Metoda subgradientowa. Ze wzgledu na swe whasnosci metoda rzadko
jest uzywana samodzielnie, czesSciej natomiast jest wykorzystywana przy
konstrukcji testéw [9].

4. Nowy algorytm zagadnienia nM lefi ki)

W niniejszym rozdziale przedstawimy algorytm oparty na metodzie po-
dziatu i ograniczen posiadajacy nastepujace zalety:

a) w kazdym kroku jest dane pewne dopuszczalne rozwigzanie,

b) rozwigzanie optymalne jest znajdowane stosunkowo szybko.
Algorytm ustala porzadek zadan poczawszy od konica do poczatku. Niech
bedzie permutacja, - najlepsza wartoscig funkcji celu, 1 - zbiorem
zadan, ktoérych porzadek zostat ustalony, J - zbiorem wszystkich zadan.
Niech bedzie dana pewna permutacja poczatkowa JV°.

Algorytm

Przyja¢ F1=o00,ST=jf, 1 =0, k=n, 1 =1,

krok 1 - obliczy¢ dolne ograniczenia LB wartosci funkcji celu(np.
stosujac metode opisang w [7] lub [¥4] . Jesli LBMi”S to przejs¢ do kro-
ku [4]jinaczej przejs¢ do kroku[2].-

krok 2 - obliczy¢ wartos¢ funkcji celu dla permutacji
n

2@i) = V() (CITC))

i “4.D)

d=i
Jesli FGT) <57, to t= FOfi). Okresli¢ 1# = J - 1. Jesli i = 0, to
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przejs¢ do kroku 4-, inaczej obliczy¢ lokalng ocene zmiany kosztéw przy
przeniesieniu pracy JT(i) e 1™ z pozycji i-tej na pozycje k-ta wedtug
wzoru

A Tkls % (1) CHiCi)). " FATECIrEK) +

J=1
i przejs¢ do kroku J.
krok 5 - Jesli 1™ = 0, to przejs¢ do kroku 4, inaczej znalezé

= min , Atk “4-3)
1> 5TEIT Hc

k
+ C  [irci)CcjKj> j>Co-ibaurci)~ iT) € xi
J=i+i
i
citv) = E psr(i) .2

i sprawdzi¢ kryterium eliminacji dla prac JT(iK) i 3T(k) i* 4 k w prze-
dziale [&r _)“Pjr(i) "¥r(k)]* Je6li eliminacja zachodzi,"to przyja¢ I£ =
= 1™ - {IT ()jr i1 przejs¢ do kroku 3* Inaczej wykona¢ zamiane w permuta-
cji przenoszac prace JT(iK) z miejsca ix-tego na k-te w permutacji oraz
przyja¢ k = k-1, 1 = 1+1, I "= Iu{5T(i*)}, I" = - {3T(*)} 1 przejse
do kroku 1.

krok 4- - JesSli 1=1, to stop 5* oraz STHl sa odpowiednio wartoscig funk-
cji celu oraz permutacja rozwigzania optymalnego. Inaczej wykona¢ 1=1-1,
k=k+1, 1=1- JT (i5D), gdzie JT (iH) - jest ostatnio przenoszonag praca
z miejsca ix-tego na k-te. Wykona¢ zamiane odwrotng przenoszac prace
JT(i*) z miejsca k-tego na iK-te. Przejs¢ do kroku 3.

Powyzszy algorytm mozna implementowa¢ w prosty sposéb na problem
njl jrj>0] C~ACCH) .

3. Algorytm zagadnienia n|1 | |S(pm @& )i (Ti))

Jednym z zagadnien posiadajacych duze znaczenie praktyczne jest prob-
lem, w ktérym funkcje strat (kary) sg zwigzane z przyspieszeniem wykony-
wania zadan oraz z ich spéznieniem TA. W ogélnym przypadku w rozwigza-
niu optymalnym moga istnie¢ przerwy (czas przestoju maszyn) pomiedzy wy-
konywanymi zadaniami. Ze wzgledu na NP-zupednos$é¢ problemu p®roponuje sie
metode podziatu i1 ograniczen do jego rozwigzania. Stosowana jest miesza-
na strategia przegladania drzewa rozwigzan, przy czym w kazdym wezle
Istnieje pewne rozwigzanie dopuszczalne.

Niech jr bedzie pewng ustalong permutacjg, wowczas wartos¢ funkcji ce-
lu mozna znalez¢ przez rozwigzanie problemu
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min + hirTi2)
A » 51 1=1

\ o+ Au i=1,...,n (57D

~ 0
gdzie: =PL - (A™-rn)
d
Aidj = I((: _%<k) * <%r(j) - Atd)5* 5*2)
=i

Korzystajac ze specyficznej postaci ograniczeh mozna pokaza¢, ze gdy
funkcje sa liniowe, to algorytm wyznaczajacy wartos¢ funkcji celu
wymaga o(n2logn) iteracji.

Algorytm

Przyja¢ 5~ = 00, J7= 8, 1=0, k =n, 1=1,

krok 1 - obliczy¢ dolne ograniczenie LB wartosci funkcji celu stosi
jac podejscie [£], 14 , [13 . Jesli IB ~ 4, to przejs¢ do kroku 4, ina-
czej przejs¢ do kroku 2.

krok 2 - obliczy¢ wartos¢ funkcji celu dla permutacji J wg (5.1)-
-(5.2). Jesli PQ@DN < i*, to / := FCrr). Okresli¢ I{ = J-1. Jesli =0,
to przejs¢ do kroku 4,inaczej obliczy¢ lokalng ocene zmiany kosztéw A~
przy przeniesieniu pracy Jr (i) z pozycji i-tej na pozycja k-tg
i przejs¢ do kroku 3»

krok 3 - jesli I£ = 0,to przejs¢ do kroku 4,inaczej znalez¢é

AXR = araiy e Ak

i sprawdzi¢ kryterium eliminacji dla prac 3T(iH) i ffT(k). Jesli elimina-
cja zachodzi, to przyjac¢ 1™ = 1™ ~{r(i)} i przejs¢ do kroku 3. Inaczej
wykona¢ zamiane w permutacji przenoszac®prace 3T(iK) z miejsca it-tego na
k-te oraz przyjac¢ k=k-1, 1=1+1, 1=1U (yrii“)}, I{=1E-{si(iK)} i przejs¢
do kroku 1.

krok 4 - jesli 1=1, to stop ™ oraz 3TK sag odpowiednio wartoscig funk-
cji celu oraz permutacja rozwigzania optymalnego, w przeciwnym przypadku
wykona¢ 1=1-1 ,k=k+1,1=1-{jT(iH)}, gdzie JI(iH) jest ostatnio przenoszong
praca z miejsca iK-tego na k-te. Wykona¢ zamiane odwrotng przenoszac pra-
ce JTiid) z miejsca k-tego na IH-te i przejs¢ do kroku 3*

Halezy sie spodziewa¢, ze podejscia [7j da najlepsze wyniki w kons-
trukcji testu.
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KETONU H AJTTOPHTMH OnTHMAJFFISAKHH nOCEEfIOBATEJIBHOCTH OHEPAUKii C MHHHKAJIbHO-
-CTOEMOCTHHM KPHTEPHEM

Pe 3b Ue

B padore nperoTaBmeHo oneinty MeioflOB ajiropHTMOB ynopaj;ovHeHHH Hepasflembmix

saaas na peajiH3aiopax ¢ yvéioM MHHHMajitHoH ctohmocth. llpeflciaBlieHO nosue

amropHTMH h HX®upHMeHeHHH .

METHODS AND ALGORITHMS OP OPERATIONS SEQUENCE OPTIMIZATION WITH MINI:z M
COST CRITERION

Summary

The review of methods and algorithms of scheduling nonpreemptive
jobs with the minimum-cost criterion is presented. A new algorithms
for one-machine case are proposed.



