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MACIEJ SIWCZYŃSKI
I n s t y t u t  Fodstawowyoh Problemów 
E l e k t r o t e c h n i k i  i  E n e r g o e l e k t r o n ik i

0 PEWNEJ TRANSFORMACJI ZESPOLONEJ I  JEJ ZASTOSOWANIU 
DO TRÓJFAZOWYCH UKŁADÓW ELEKTROMASZYNOWYCH

S t r e a z o z e n i e . Praoa n i n i e j s z a  za jm uje  s i ę  dynamiką s i e ­
c i  "n"-przewodowyoh zaw iera jąoyoh  sym etryczne  uk łady  e l e k ­
t rom echan iczne  w p o s t a o i  maszyn a synch ron icznych  i  aynohrc- 
n ioznyoh .  Do o p isu  tyoh  s i e o l  używane s ą  w spółrzędne powią­
zane t r a n s fo rm a c ja m i  u n i ta rn y m i  zależnym i od c z a s u .  Równa­
n ia  dynamiki s i e c i  d la  tyoh  w spółrzędnych  sformułowane są  
w sposób w spó łzm ienn iczy .  D z ię k i  temu o s i ą g n ię to  znaczną 
u n i f i k a o j ę  równań maszyn a synch ron icznych  1 sy n c h ro n ic z ­
nych w dowolnych, n iesym etrycznych  s ta n a c h  p r a c y .

1 .  W łasnośc i  t r a n s fn rm a o . l i

Będziemy rozpa tryw aó  s i e ó  e l e k t r y c z n ą  o "n" -fazow ej  budowie g a ł ę z i .  
S ieć  t a  zaw iera  e lem enty  s ta ty o z n e  ( l in io w e  r e z y s t a n o j e ,  ln d u k o y Jn o śo i ,  
p o je m n o śc i)  i  e lek trom eohan iozne  (maszyny asy n o h ro n io z n e ,  maszyny syn­
c h r o n i c z n e ) .  W szelkie  pobudzenia w ystępu jąoe  w ty o h  s i e c i a c h  będą s i n u s o i ­
d a ln e .

Każdej g a ł ę z i  wspomnianej wyżej s i e o l  odpowiada je d en  p u n k t ,  a każdemu 
punktowi odpowiada "n" w spó łrzędnyoh .  Współrzędnymi tymi s ą  w a r to ś c i  chwi­
lowe prądów, n a p ię ó ,  l i n i o z w o i ,  ładunków e lek tryoznych .W  t e n  sposób o t r z y ­
muje s i ę  u k ła d  w spó łrzędnyoh .  Można p o w ied z ieó ,  że w k aż d e j  c h w i l i  każde­
mu punktowi s i e o i  odpowiada wektor  x  e XQ, g d z ie  Xn j e s t  pewną c-wymia­
rową p r z e s t r z e n i ą .

Wprowadzimy t e r a z  do rozważań o a ł ą  k la s ę  układów w spółrzędnyoh powią­
zanych ze sobą t r a n s fo rm a c ja m i  u n i ta rn y m i s p e łn ia ją o y m i  n a s tę p u ją c y  wa­
runek ¡ i  j  *

g d z ie  będziemy d a l e j  nazywaó ¡aao isrzą  w łasną  t r a n s f o r m a c j i  S j .  S s a e e -  
gó ln y a  przypadkiem  t a k i e j  t r a n s f o r m a c j i  może byó p r s y k ł s d  dwóou układów 
w spółrzędnyoh  p r z e s t r z e n n y c h  poruszaJąoyoh. s i ę  w z g l ę ' j r  s i e b i e .

Í 1 )
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Nleoh x o ra z  x ’ o z n a c z a ją  wektory w dwóoh różnych  układaoh w spó łrzęd­
nych powiązanych ze sobą t r a n s f o r m a o ją  S^.

Zaohodzi zatem:

x ’ « S± x .  (2 )

Śledząc za [YJ defin iu jem y:

k

J a k  pokazano w [ i ]  obowiązuje związek rek u ren o  jy  j n y :

k k—1 k-1
5 x S x s x
i  d , i  v . « i

- 1 f  ‘ a - F T ' ł  i  a f F 7

■ W udowodniono, że j e ż e l i  maoierz S.  ̂ s p e łn i a  warunek ( I ) ,  to

d ̂da s i ę  p r z e d s ta w ić  przy pomooy zwykłych pochodnych = - r ,  J = 1 , 2 . . .  k o -
d t 3

r a z  macierzy  w-łasnyoh p r z e k s z t a ł c e n i a .

U )

Układ w spółrzędnych d la  k tó re g o !

»* x d x

d la  dowolnego, n a tu ra ln e g o  k ,  będziemy nazyw ali  podstawowym.
Każdemu punktowi s i e o i  przyporządkowane są  bezpośredn io  współrzędne f a ­

zowe. Wektory i  maoierze w tym u k ła d z ie  współrzędnych będziemy oznaozaó 
znakiem ( f )  pisanym u do łu  symbolu. Fazowy uk ład  w spółrzędnych J e s t  u k ła ­
dem podstawowym.

2 .  Współzmlenniozoóó równać o p isu ją c y c h  s ie ó

W punkcie  n in ie jsz y m  pokażemy w j a k i  sposób t r a n s f o r m u ją  s i ę  równania 
różniczkowe o p isu ją o e  s i e o i  z ło ż o n e ,  po t r a n s f o r m a o j i  współrzędnych macie­
r z ą  u n i t a r n ą  s p e łn i a j ą o ą  warunek £1) .
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Każda s i e ć  e l e k t r y c z n a  o "n"-fazoweJ budowie g a ł ę z i  z a w ie ra ją c a  e l e ­
menty s ta ty o z n e  1 e lem enty  e lek tro m e ch a n icz n e  o n ienasyconych  obwodach aa-
gne tyoznyoh ,  da s ię  o p isa ć  układem rćwnań:

1 k. dk x
y  V  /  k i1  1 3 -  1 ,2 ,  . . .  1 ( 5 a 1
H i  ( f '  d t  ( f )

Gdzie A . .  J e s t  m ao ierzą  o e lem entaoh za leżnych  od o z a su .
(t r 1

Jak  pokazano w W równanie to  może być za p isa n e  w p o s t a c i  w sp ó łz s le n — 
n io z e j  w sposób n a s tę p u ją o y :

1 k ^  s \

S  Ak i j  “ " j *  f 5b1
1^1 k=*0 J r

gdz ie  !

•'HclJ = s j  ( f ^ k l j  S 1 1 i 6 i

[Y] uży to  ta k ż e  z a p i s u :

<ffi  + I r ' (71

Z apis  te n  J e s t  s łu s z n y  ta k ż e  przy 6.j_ zależnym od o z a s u .  Jednakże « tedy  w
r e l a o j i  (71 n ie  można s tosować wzoru potęgowego Newtona.

Bardzo o z ę s to  oelem u ł a tw ie n i a  p rak tyoznyoh o b l i c z e ń  wygodnie J e s
wprowadzić w ektory  symboliozne x w fazowym u k ła d z ie  współrzędnych  ora*
x w Innym u k ła d z ie  współrzędnymi. '

Wektor symboliczny x J e s t  zdef in iow any t a k ,  aby:
( f i

x = i  ( x  + 2 * 1 .  (81
( f i  2 ( f i  ( f i

Jak ła two p o k azać ,  w dowolnym u k ła d z ie  w spółrzędnych z a c h o d z i :

x  = l x  + T x * J , ( 9 )
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gdz ie

T = SST.

Jak  s tw ie rdzono  w [ l i ,  j e ż e l i  A . ,  . są macierzami o r z e c z y w is ty c h  elemen-
( i r  3

t a c h ,  t o  równania ( 5 a ł  t r a n s f o r m u ją  s i ę  w (5M  ta k że  1 d la  wektorów symbo­
l i c z n y c h .  Wtedy ta k że  obowiązuje zasada współzm ienniozoćoi za p isu  równań 
s i e c i .

3 .  W spółzmlennlozość równań mocy

Ze względu na dynamikę układów e lek trom echan icznych  będz ie  nas i n t e r e ­
sować moc chwilowa, k tó r a  w fazowym u k ła d z ie  współrzędnyoh wyraża s ię  r e ­
l a c j ą :

p = i  T u .  ( 1 0 a )
( f )  ( f )

Można łatwo pokazać ,  że J e ż e l i  m acierz  t r a n s fo rm a c y jn a  S s p e łn i a  warunek
u n i t a r n o ó e i ,  t o  obowiązuje r e l a c j a :

p = i * T u .  ( lO b )

P odobn ie ,  zasada współzmlennio z o ś o i  równań obowiązuje d la  e n e r g i i  zmagazy­
nowanych w in d u k o y jn o śc la ch  1 pojemnoóolaoh s l e o l .

J e ż e l i  użyć wektorów sym bolicznych , moc chwilowa w yraz i  s i ę  r e l a o j ą :

p = i  ( t* T u + f  1 u * +  r* T T u *  + T T T u ) .  (10o )

¡i. O pera to ry

prowadzamy za |Y] o p p ra to ry  P oznacza jąoe  o perao je  różn iczkow a-

D la  h  1
Ha mocy ( 7 )  s łu s z n y  J e s t  zw iązek:

= P + <5t .

Załóżmy d a l e j ,  że S ( t )  j e s t  m acie rzą  o n ie z a le ż n e j  od czasu  maolerzy w łas­
n e j .
Wprowadzamy o p e r a to r  oałkow ania :

t
s ( t ) s ^ m  u ( f )  a r  ( 1 1 )
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Wtedy [T| o p e r a t o r  różn iczkowania  d z i a ł a  na wektor  u i t l  w sposób nas tępu­
j ą c y :

i l ^
Si j u ( t  H  = + u(o  1 (12)

W [ i]  udowodniono n a s tę p u j ą c e  w ła s no śc i  o p e r a to ra  
■i) s rs i~^  ~ s i ~ ^ x  _

2 )  J e ż e l i  A j e s t  m a c ie rzą  o e lem en tach  n ie z a le ż n y c h  od c z a s u ,  t o :

( X +  A)  ( # +  A)-1  = ( #  + A )"1 ( # +  A)  = I

3 )  Nieoh będą o p e ra to ra m i odpowiadającymi transfo rm ac jom  o macie
rza o h  własnych 6  ^ , &2 , wtedy za o h o d z l :

t
fi62- ( ^ 1 r 1u ( t )  = u ( t )  + (g2-^)  s ff1C t) J  Sg^cr> U( f t ó f

O

t

4 i  i # ® 1 r V ° 2u ( t i  -  « e t  > + S g ^ t i  J % i i f K < 3r2 “ 6i )  a i n  d f
o

O p e r a t o r # 5 2 ( # 5  ̂I- "® nazwiemy ułamkiem operatorowym prostym.'» pewnych p rsy -  
padkaoh, n a j o z ę ś o i e j  w p rak tyoe  spotykanyoh ułamek te n  j e s t  przemienny.Za­
g a d n ie n ie  prze jt i lennośo l ułamków opera torow ych p r o s ty c h  j e s t  dyskutowane 
dok ła d n ie  w jVJ, t u t a j  n ie  będziemy s ię  tym zajmować. W łasnośc i  od 1 do 4 
o p e r a to ra  &  s ą  bardzo  i s t o t n e ,  gdyż pozw a la ją  na odwraoanle z łożonych  wy­
ra ż e ń  opera-frorowyoh w ystępu jącyoh  w równaniach  s i e c i .  Pozwala t o  na z a s to ­
sowanie opera torów  Si  do rozw iązywania układów równać ( 5b') 0 s t a ł y c h  ma- 
c l e r z a o h  Do te g o  typu  równań dadzą s i ę  sprow adzić równania o p i s u j ą ­
ce s i e o i  o "nn- fa z o w e j  sym etryoznej budowie g a ł ę z i  za w ie ra ją c e  maszyny a -  
synohron iozne  i  sztywne sym e tryczne ,  lub  n iesym etryczne  ź r ó d ła  n a p ię c ia  
s i n u s o id a ln e g o .

5 .  Maszyna asy n o h ro n lo z n a  jako  elem ent u ło ż o n e j  s i e o i  e l e k t r y c z n e .1

Rozpatryw anie  maszyny a s y n c h ro n ic z n e j  jako  e lem entu  "w pię tego" do z ło ż o ­
nej s i e c i  o "n"—fazow ej budowle g a ł ę z i  n a t r a f i a  zwykle na t r u d a o ś o i  n a tu ­
ry  f o r m a ln e j .  T ru d n o śc i  t e  można ominąć s to s u j ą c  współzmienniczy z a p i s  
równań s i e o i .  W ogólnym przypadku równania dynamiki s i e o i  za w ie ra jąc y ch  
maszyny a s y n ch ro n icz n e  są  n i e l i n io w e ,  ze względu na równoczesną zmianę 
p ręd k o śo i  obrotowyob.

_ Ba0j erB jednostkow a.
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P o n iż e j  d la  u p ro sz c z e n ia  za g adn ien ia  rozpatrzym y dynamikę maszyny asyn­
c h r o n ic z n e j  jako  elementu s i e c i  przy z a ło ż e n iu  s t a ł e j  p ręd k o śc i  obrotowej.

w [ 1]  uży to  w spółzmienniczego zap isu  równań maszyny asynch ron icznej .M a
on p o s ta ó :

S S
z* = Rss  r 3 + j Ł _  {Laa r 3 ) + y i -  (L3" r 8 ) (13)

s s t

s" = ^  (L"8  r 8 > + h"" f" + ^  (L"w r " ) .
VI VI

M aoierze r e z y s t a n c j i  i  lndukoyJnośo i w ystępująoe w równanlaoh (13 )  są  d ia­
gonalne o s t a ł y c h  e lem en taoh .  W z a p i s i e  operatorowym równania (13 )  p r z y j ­
mą p o s t a ó :

a 8 ' Rss  + X 9 L33 j x  a Lsw r 3

u" J t w Lws | Rww + ^w Lwŵ f "

Równanie (1 4 )  wskazuje na czwórnikowy o h a r a k te r  u ję o ia  maszyny a synch ro ­
n i c z n e j .

Układ równań (14 )  pozwala na o p is  dy­
namiki maszyny a sy n ohron iozne j  jako  e l e ­
mentu z ło żo n e j  s i e o i .  Przy za ło ż en iu  
s t a ł e j  p rę d k o śc i  obrotowej maoierz im- 
pedancyjna  równania (14) J e s t  odwraoal-r 
n a .  Otrzymujemy w te n  sposób bardzo pro­
s t ą  metodę a n a l i z y  stanów n ie u s ta lo n y c h  
w maszynaoh asynch ron icznych  pozw ala ją­
ca n a ty ch m ias t  uzyskaó wynik w p o s ta o i  
równań przebiegów in te re s u ją o y o h -  nas 
w ie l k o ś o i .  P rzyk łady  t a k i e  rozw iązane 
są  w [ i]  .

6 .  Maszyna synch ron iczna  jako  element slec.1

A naliza  maszyny sy n c h ro n ic zn e j  jako  e lem entu  s i e o i  t r ó j f a z o w e j  J e s t  
pod względem matematycznym nieco  b a r d z i e j  skomplikowana n iż  w przypadku 
maszyny a s y n o h ro n lo z n e j .

u*

R ys . 1 .  Mąszyna a s y n c h ro n ic z ­
na Jako element s i e o i
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Równania maszyny sy n c hr on ic zn e j  za p i s an e  w p o s t a c i  współzmienn iczej  p r a ­
wie niczym s i ę  n ie  r ó ż n i ą  od (13)  i  mają p o s t a ć  [1] :

Równania (1 5 )  po r o z p i s a n i u  prowadzą do równań l ln iow yoh  o okresowo zraien- 
nyoh w spó łc zy n n ik a ch ,  k tó r e  w przypadku praoy sym etryoznej p rzechodzą  w 
równania ze w spółczynnikam i s t a ł y m i .  Tym tłum aczy s i ę  matematycznie f a k t  
p o ja w ie n ia  s i ę  wyższych harmonicznych w p rz e b ie g a c h  u s ta lo n y o h  przy praoy 
n ie s y m e t r y c z n e j .  W pracy M  podane z o s ta ł y  p rzyk łady  a n a l i z y  niesyme­
t r y c z n e j  praoy maszyny s y n c h r o n ic z n e j .  Wyniki tam uzyskane p o zw a la ją  okre­
ś l i ć  p r z e b i e g i  czasowe a m p l i tu d ,  zespolonych  szeregów F o u r ie ra  prądów i  
nap ięć  w s ta n a o h  n i e u s t a lo n y c h .

Równania dynamiki maszyny sy n c h ro n ic z n e j  Jednofazow ej poohedzące z 
p r z e k s z t a ł c e n i a  układu (15 )  aą doprowadzone w [ 1]  do p o s t a c i  n a s tę p u ją c e j -

S (Ls s f s ) 8 $ sw3_________  S____

(15 )
,  ( l »wr ») * v " 3
- % — t—  +

w

gdzie

d T l
a s i  " 3T *  + b -  c

(1 6 )

W spółozynnlk i w równaniach  (1 6 )  są  ze spo lone  i  z a l e ż ą  od parametrów maszy­
n y  “ z* o z n a c z a ją  odpowiednio prądy 1 napęola  -otojana i
w zbudzen ia .
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Jak  pokazano w [Y] r o z w ią z a n ia  układu (16 )  na leż y  poszukiwać w p o s ta o i  
szeregów :

I s t n ie j e  wtedy m ożliwość o k r e ś l e n i a  f u n k o j l  ^ 2n ^ ^ *
A naliza  p e łn ej dynamiki maszyny synohroh iozne j  prowadzi rów nież  do równań 
n ie lin io w y c h , których rozwiązanie J e s t  znaoznie t r u d n i e j s z e ,  mimo to  metody 
nrzedstaw lone powyżej mogą 1 t u t a j  mieć dużą w ar to ść  uży tk o w ą ..
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CERTAIN COMPLEX TRANSFORMATION AND ITS APPLICATION TO THREE-PHASE 
ELECTROMECHANICAL SYSTEMS

S u m m a r y

The paper d ls c u à s e s  dynamio of  the  " n " - l i n e s  network in o lu d in g  symme­
t r i c a l  e le o t ro m e c h a n io a l^ e le m e n ts .  The c o o r d in a t io n s  connected  w ith  time 
c o n d i t io n e d  u n i t a r y  t r a n s f o r m a t io n  are  used f o r  d e s c r i p t i o n  o f  th e s e  n e t ­
w orks .  E qua t ions  o f  networks dynamic, fo r  th e s e  c o o r d in a t e s ,  a re  form ula­
t e d  In o o T a r la t io n  way.

The method a l lo w s  t o  u n i f i o a t e  synohron lus  and asynchronous  maohines 
e q u a t io n s  i n  f r e e  a s y m e t r io a l  c o n d i t io n s  of  work.

r “ c t )  = ^ r | n( t i e J 2nUt
h=0


