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MASZYNA ASYNCHRONICZNA BEZKOMUTATOROWA JAKO UKŁAD DYNAMICZNY

S t r e s z c z e n ie .  W artykule  tyjn zidentyfikowano maszynę a -  
synchroniozną jako układ dynamiczny, wykorzystujący rozwa­
żania  ogólne poprzedniego arty k u łu .  W ce lu  uwypuklenia dy­
namiki samej maszyny za łożon o ,  że ozęść  mechaniczna sprzę­
żona z wałem maszyny posiada ty lk o  jeden stop ień  swobody.

1 .  Równania Lagrange’a-Maswella rnaszmy tezkomutatorowej we współrzędnych  
uogólnionych

Wyprowadzamy równanie ruchu bezkomutatorowej maszyny, k tó r e j  energia  
k inetyczna T j e s t  formą kwadratową prądów wirnika i  stojana oraz p o łoże­
nia kątowego w irn ik a .  Załóżmy, że s t a to r  i  wirnik  ma 3-fazowe uzw ojenie .  
Niech ę^fk = 1, . . . ,  6 )  oznaczają prądy fazowe stojana i  wirnika odpowia­
dające s iłom  elektromotorycznym e^fk = 1 , 2 , 3 ) ,  R1, R2 “ oporności uzwojeń 
sto jan a  i  w irn ik a ,  Mk l -  współozynnikl samoindukcji i  indukoji wzajemnej 
stojana i  w irn ik a .  J e ż e l i  s to ja n  i  wirnik n ie mają jawnych biegunów i  
s z c z e l in a  powietrzna między wirnikiem i  stojanem j e s t  równomierna, wtedy 
od kąta obrotu q7 wirnika za leż ą  jedynie współozynnik l ln dukcyjnośc i  wza­
jemnej między uzwojeniami s to jan a  i  w irn ik a ,  a n ozosta łe  są  s t a ł e .  Za 
współrzędne uogólnione rozpatrywanego układu przyjmujemy ładunki q1 , q2 , 

<ł6 » których pochodna j e s t  równa prądom poszczególnych uzwojeń oraz  
współrzędną kątową q7 .  Przy tak wprowadzonych współrzędnych uogólnionych  
en erg ia  k inetyczna ma postać

T = a ^  q  ̂ ( k , l  = 1 , 2 ,  . . . ,  7 ) , (1 )
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g d z ie  maolerz formy kwadratowej (1 )  ma postać
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Ljr g .j -  współozynolk lndukcyjnośol rozproszen ia  uzwojeń s to ja n a ,

Ljrw \ -  współczynnik lndukoyjnoścl rozproszenia  uzwojeń w irn ika ,

U. . a k ,  . Z, < 2j \ ,  > -  współczynnik lndukoyjnoścl uzwojeń stojana zwlą- 
zany z głównym obwodem magnetyoznym o przewodnośol 

Z -g  ̂ -  l lo z b a  zwojów uzwojeń s to ja n a ,

M(w ) = k (w) Z(w ) 2A m , ~  współozynnlk Indukoyjnośoi uzwojeń wirnika zwią­
zany z głównym obwodem magnetyoznym o przewodności A d
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Z  ̂ — l ic z b a  zwojów uzwojeń w irn ik a ,

p -  l io z b a  par biegunów uzwojeń s i l n i k a ,
7

q.' -  kąt między osiam i pierwszego uzwojenia stojana a ozwartego uzwo-
n len ia  w irn ik a ,

M(sw 1 = k z (s1  z (w A ® )  -  współozynnlk indukoyjnośoi wzajemnej między uzwc
jeniem stojana 1 wirnika w przypadku gdy o s ie  uzwojeń s i ę  pokrywa­

ją»
J -  moment bezwładnośoi w irn ik a .

S i ł y  uogólnione wyznaozymy z wyrażenia na pracę w irtualną

SA = (e 1 -  R1 4’l 1 + <e2 -  Ri 42 1 *<ł2 + (e3 -  R1 43 1 ¿ l 3 +

o >

+ ( « -  h47 1 »q7 -  «g1*,

gdzie

e 1 , e2 , e 3 -  s i ł y  elektromotoryczne przyłożone do uzwojeń s to ja n a ,

e 7 «= i*  — moment zewnętrznyoh s i ł  meohanicznyoh,  
h -  współozynnlk t a r c ia  w lskotyoznego.

Równanie d ’Alemberta-Lagxange’a ma postaó

" 3Ck ) ^  = °» (k -  1 , 2 ,  . . . ,  7 1 .  (41

J e ż e l i  uwzojenla stojana i  wirnika są połączone w gwiazdę, to  z równania 
(41 n ie  wynikają bezpośrednio równania ruohu układu, gdyż wariaoje współ­
rzędnych uogólnionych 8 g k sp e łn ia j ą  następujące równania

8 q ”* + 8q^ + 8qJ m q

(51

3 q  ̂ + 8 q  ̂ + 8 g*’ = 0

wynikająoe z równań więzów napisanyoh na mooy I prawa Kirohoffa

41 + 42 + 43 “ 0
(6 1

zgodnie  z rozz&żaalaml w artyk ule  [{j reakdancję więzów krępującyoh ruch 
rozpatrywanego układu wyeliminujemy wprowadzając sp ecja ln e  g u a s l-w sp ó ł-  
rzęd n e .
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2 .  Równania ruohu maszyny as y nc hr on ic z n e j  w guasl-współrzedn.yoh

1 2  7Nleoh q , q , q'  ozn ac za ją
rzędn e  n a t u r a l n e  ),  a q *, q2 , i
q u a s i-« spółrzędnych q i  prędkości
n ośo l

4k -  4  q^, q ^ . ^ ’ q S  <k =

gdzie  macierz układu równań 47 1 ma

współrzędne uogólnione układu (współ— 
l7 -  q u a s i-« sp ó łrzęd ne. Niech poohodne 
uogólnione q* sp e łn ia j ą  lin iow e z a l e ż -

1 f2f  • • • «  7f  k * 1 f21,  • • • t 7") (7)

postaó

■*- *
y ?  yr yy

¡F0* ^

* f ) ,  ♦ *15,

0 , 0

0 , 0

w - V * V t 9 • — 1 •*-
1* V? V7

0 » 0 » •  ł  * 3**»

° » •  » « ,

(8 )

* 1 - wot* *2 " *1 “ p4?

u> -  pulsaoja  naplęo la  z a s i la ją c e g o  s t o ja n ,O
p -  l lo z b a  par biegunów, 

q7 -  prędkośó kątowa w irn ik a .

Ponieważ energia  klnetyozna układu j e s t  n lezmlennlozą funkoją współrzęd­
nych, otrzymamy:

-  \  ak l  & Ä1 ” ? ak l  4 ’ 4  ^ ’ 4  “ 7  V l *  i *  ^ ( 9)
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gdzie

V  1' ~ ak l  Ak' Al'* (10 )

Widzimy w ięo ,  że w spółczynnik i a ^  są składowymi tensora kowariantnego.  
Zgodnie z prawem tran sform acji  (10 )  wspdłozynniki tensora a ^  można za -  
pisad w quasi-wspdłrzędnyoh w p o s ta c i  macierzy

(rs) 0 0 0 0 0 0

0 Ł(rs) + 0 0 Or“(a.) 0 0

0 0 L<I8) + ł U(B) 0 0 ł u<") 0

0 0 0 L(rw) 0 0 0

0 ł*c«i 0 0 Ł(r.) + h<„) ° 0

0 0 ¿ “(a.) 0 0 L(n)*łu(w) 0

0 0 0 0 0 0 J

( 1 1 )

Energia kinetyozna układu quasi-wspdłr zędnyoh wynosi więc

T*- K r s ) ^  + ? (L( r s )  + l M( s >>f̂ 2 + ^  ^  +

+ ł (L( r s )  + ^ M( s ) ) ( 4 / ) 2  + i" M( sw ) 43 46 + ^ L (rw ł(q4 )2 + (12 )

+ l ^ r w )  + I  M(w ) i ( ^5 )  + ? iL(rw ) + ł  M(w ) ) ( ^  ]

Napiszemy te r a z  równanie d ’Alemberta-Lagrange 'a w ąuasi-współrzędnych
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Zgodnie z wzorami (311 i  (321 poprzedniego artykułu r a  współozynniki  

r S ? 1 B^mają postad

f Ł *  = *kł Al* (3X Ak “  9k Al ' *

— :'k , ̂  (AS\  Bk1 k’ 7C l k ’*

(141

(151

Ir lr̂  .
Uwzględniając w spdłozynnlkl transform aoji (71 A^ioraz A^, ktdre stanowią  
elementy macierzy ortogonalnej (81 ,  we wzorze (141 otrzymamy

P  mP% £ =J T j ï  ~ P ^ l ’ = ® ( s5lł * 1 , 2 ,  . . . ,  71 

-P  5’ 7’ “ ? * r l ' 7 ' , ‘‘ ~? f  p 7 f 6*‘  P* P 7 ’ 5’ = -P *

(161

flidzimy w ięc ,  że spodrdd wspdłozynnlkdw (141 ty lko  oztery  są rdżne od ze-

Sa* e’Zgodnie z wzorem (151 otrzymamy następujące współozynniki B^,rdżne od ze­
ra

21
B3’ v o- 4  - b| U  -<o . (171

P o zosta ły  Jeszcze do o b l ic z e n ia  s i ł y  d z ia ła ją c e  na układ w ąu asi-w sp d ł-  
rzędnyoh.
Mamy

Rk l  =

V * (®k “  1

0 gdy

Ri gdy

r2 gdy

h gdy

i 1 ) A*

k *  1

k « 1 » 1 ,2 ,3  

k = 1 -  4 ,5 ,6

k ■ 1 -  7

(181

Załdżmy, że s i l n i k  za s i la n y  Jest  ty lk o  od strony stojana napięoiess s inu­
soidalnym trdjfazowym. Nieoh naplęola  fazowe z a s l la j ą o e  s i l n i k  wynoszą

•  1 -  Er cos <oot

82 ” Em 003 "o* +
p Jf

e^ = Em oosi^pt + J - 1 .
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Wówozas na mooy (18 )  otrzymany

v - -«1 41 , X2’ - y F Em -

V - r2 4* . x5» -  - r2 45 »

X7 " -  Vt -  h 47
I

Zauważmy ter a z , że na moo^ (7 )  zaohodzi

h '  ■ - r 2 46

«4k’ -  i * V .

Z r e t lą o j l  (2 0 )  wynika, że

S ą 1 = a!  3qk -  ~  (8q1 + 3<ł2 + 8q3 )
V?

8 ^  « Sg*1- « 3— {Sq^ + 8q5 + 8q6 ),
V?

Podstawlająo równania ( 5 )  do (21 )  otrzymamy

8 4  ̂ *■ 0 ,  8 q ^ « o .

Wynika z t e g o ,  że p ierwszy 1 ozwarty wyraz w równaniu (13 )  j e s t  równy 
r u .  Z p o z o s ta łe j  sumy na mooy n ie z a le ż n o ó o l  w a r ia o j l  8q3 , Sq5 , <
8 4^ otrzymamy 5 równań

^ # * + B 2 , S ^ “ X2’ ‘ °

d OT*  ̂ n2’ OT* Y _ n

t e

^ 9 4 ^ +^ ’ 6’ I I 5' 4<S + ^ 7 ’ 5’ ^ 45 " X7’ " °*

(19 )

(20 )

(21 )

z e -

(23)
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gdzl e

iL ( r s )  “ i M( s > '  4* + S’ M(aw ) 4'

^ ( r a )  + f M( s ^  ^  + £  M(gt0  46’

(L( r » l  + ^ “ ( w ^  ^r +  l M(aw) 4* {24)

| | s »  = (Lirw ) + \  M(i» 46 + I  M(aw ) ^

J q7 ’
94

0 dla k « 1 , 2 ,  • • • f 7#
9<r

Podstawiając zw iązki ( 1 6 ) ,  ( 1 7 ) ,  (19 )  i  (24 )  do układu równań (2 3 )  o trzy­
mamy

iL ( ra >  + \  M(3> ' + Ź  M( s " )  I f “  ~ Uo (1 ( r s ) <+ ?  M( s ^  ^  “
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“  P 2 M(s«i ) ó-2 4? + Wo (L(rw) + ?  M(w) ^  +

+ Wo ^ M(sw) ^  + R2 46’ -  0 ,

l ^ i J  q7 ) + P £  M( Sv n ( ś2’ 45’ -  43V ’> + h 47 ’+™  = O.

Wprowadzamy następujące oznaczenia

x 1 = ą2 , x2 = <ł3 , x 3 = ą5 , x4 = q6 ,  x 5 « ą7 f u

Układ równań (2 5 )  można wówozas napisać w ptrstaoi

| f l  = -  X 1 4- h i 2  X2 +  h „  X3 +  X4  X5 +  h 2 x 5 +
125 x

-  h21 x 1 -  h22 x2 + ń24 x4 -  h235 x3 x 5 -  h21? x 1 x5 ,

i f “  = b31 x1 “ b33 x3 + b34 x4 “  b345 x4 X? “  b325 x2 x 5 ”  b

dx h 2 h 3 h ,.4 . h „3 5 h _1 _5
31”  “ b42 x 43 x 44 435 x x + b415 x  *

= -  h 55 x 5 + h525( x 2 x 3 -  x 1 x4.) -  b3 TKf

gdzie

b 11  ”  b 22
R1 (Ł(rw) ~  \  M(w ^

h. =S ll _ . ss CJ12 21 o

. . R2 \  MCsw)
3i “ 42 °  — r 3“ ” "

b33 ” “44
h = R2 (Ł(rs> + \  M( s > >

(2 5 )

Ejj (26 )

b1 u ,

u ,  (2 7 )
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h , .  = h, = <*> 34 43 o

0 = (L(r3 )  + \  M( s ) )(L(rw ) + ?  M(w ) 3 " (ÎT M(sw ?  

p(L(rw) + \  M(w ) ^  M(sw)
b145 '  h235

h125 = h215
p (^ M(sW)2

h h p (L ( r s )  + l  M( s ) 3(L(rw) + ^ M(w)
325 " 4 1 5 --------------  5----------------------------

b 1
IT^ r w )  + j~M(w)f

. [ 7 ^ M(SW)
^2 O

bi  = T*

b2

Z układu równań (27 )  przy zadanych warunkach początkowych możemy wyzna­
czyć ruch układu elektromaszynowego jakim j e s t  s i l n i k  asynchroniczny ob­
ciążony momentem TK .

Z p iątego  równania układu (25) wynika, że moment elektromagnetyczny ma­
szyny asynchronicznej j e s t  równy

7«(em ) “ p 2 M(sw )(x2 x3 " x1 x^ ’ (281

gdzie x2 , X*3, x 1 , x^ są  rozwiązaniami układu (27)*
Okład równań (27 )  pozwala nam nie ty lk o  przewidzieć zachowanie s i ę  układu 
elektromagnetycznego w różnych stanaoh pracy, l e c z  również s t a je  s i ę  punk-, 
tern w yjśc ia  w poszukiwaniu sterowań "u" najbardziej  wskazanych dla danego 
układu.
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»ALI.HA ACLHXPOHLhECKAu EECKUuiyTATOPHAii KaK iACiiOJIO^EHl.E H kH A iA 'iELitt-E  

P e 3 id u e

B UTOM, padOTe KfleHTHqjimHpOBaHO MaDiHHy aCHHXpOHZHHyB KaK JIHKaMHUeCKyE 
CKCTeMy, ncnoJib3ya bhbo^łi npeKbwyneM padoTu. 0 yejibB BhiBeKeHMa łHHaiww ca- 
mom MaiiiMHbi upBHHTo, h to  MexaHiw ecKaa uacTb conopaaceHHaa c Baaou mbmhk 
KMeei TOJibKO OAHy CTeneHb cbo6oj,h.

THE ASYNCHRONOUS COMMUTATORLESS MACNINE AS DYNAMIC SYSTEM 

S u m m a r y

In t h i s  work asynchronous machine i s  i d e n t i f i e d  with  a dynamic system .  
The r e s u l t s  presented  in the previous work are used in t h i s  one. In order 
to  show dynamic o f  the maschine i t  i s  assumed th a t  mechanioal part o f  the 
machine coupled w ith  i t s  sh a ft  has only one degree o f  freedom.


