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ZŁOŻONOŚĆ OBLICZENIOWA PROBLEMÓW SZEREGOWANIA ZADAŃ NA RÓWNOLEGŁYCH 
MASZYNACH Z UWZGLĘDNIENIEM DODATKOWYCH ZASOBÓW

Streszczenie. W pracy przedstawiono podsumowanie dotychczasowych 
wyników w zakresie badania złożoności obliczeniowej problemów szere
gowania zadań na równoległych maszynach z uwzględnieniem dodatkowych 
ograniczonych zasobów. Rozpatrzono trzy kryteria szeregowania: dłu
gość uszeregowania, średni czas przepływu 1 maksymalne opóźnienie zadania.

1. Wstęp

Znaczenie praktyczne problematyki szeregowania zadań ¿operacji, prac, 
detali/ na maszynach w optymalizacji procesów produkcyjnych i obliczenio
wych jest coraz powszechniej oczywiste.. Badanie tych problemów na również 
istotne znaczenie teoretyczne, z uwagi na ich różnorakie powiązania z inny
mi problemami decyzyjnymi, wynikającymi w wielu działach badań operacyjnych, 
teorii optymalizacji, teorii grafów etc. Zdecydowana większość wyników u- 
zyskanych dotychczas w zakresie tej problematyki dotyczy sytuacji, w któ
rych oprócz maszyn nie uwzględnia się żadnych dodatkowych zasobów, lub, mó
wiąc bardziej praktycznie, zakłada się, że zasoby te nie są ograniczone. 
Rzadko bowiem w sytuacjach praktycznych zadania wymagają do swego wykonania 
samych tylko maszyn. W ostatnich kilku latach obserwuje się więc uzasadnio
ny wzrost zainteresowania problemami szeregowania zadań na maszynach z 
uwzględnieniem dodatkowych zasobów. Szczególnie cenne wyniki w tym zakresie 
uzyskano w ostatnich dwóch latach ¿por. [6] J ; w konsekwencji podsumowanie 
zawarte w [8] jest już w znacznej mierze nieaktualne. W niniejszej pracy 
chcemy przedstawić zestawienie wyników dotyczących złożoności obliczeniowej 
powyższych problemów dla przypadku maszyn równoległych. Zestawienie takie 
ukazuje problemy otwarte, a ponadto wytycza "granicę" między "łatwymi" ¿tjv 
należącymi do klasy i "trudnymi" ,vj(tj. NP-zupełnymi/ problemami rozdzia
łu zasobów odnawialnych przy dyskretnych zapotrzebowaniach zasobowych za
dań ¿por. [19] ) •  Zauważmy bowiem, że probleny szeregowania zadań na rów
noległych maszynach stanowią przypadki szczególne wspomnianych wyżej pro
blemów rozdziału zasobów.
Nie będziemy przypominać definicji dotyczących klas złożonościowych proble
mów decyzyjnych; złożoność obliczeniową rozumiemy w sensie czasowym ¿por.
LU10,11]
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2. Podstawowe definicje

Będzieny rozpatrywać'zbiór zadań (z, -< ) , gdzie Z - ^Z^Z,,,... »Z^J , 
jest relacją określającą ograniczenia kolejńośęiowe między zadaniami s 

Zi-' Zj oznacza» że zadanie Ẑ  musi zostać wykonane przed rozpoczęciem 
wykonywania zadania ' Z . . Mamy do dyspozycji zbiór m maszyn H» .Mg,...,

, z których każda może wykonywać w danej chwili co najwyżej jedno 
zadanie oraz zbiór p rodzajów dodatkowych zasobów R= ̂  »®p } »
dostępnych odpowiednio w liczbie ,N2,...jednostek. Każde zadanie 
Z^£(Z,-<) jest scharakteryzowano przez:
-moment przybycia do systemu obsługi rif
-wektor zapotrzebowań zasobowych R(Z.j) =(r (̂Ẑ ) ,̂ (Zj) ,. .R̂ Ẑ ) ) , gdzie
R^fZ^ oznacza liczbę jednostek zasobu R̂ ,
-wektor czasów wykonywania fCi = (^11* ^im) ’ Sdz*e oznacza
czas wykonywania na maszynie przy założeniu spełnienia zapotrzebowań 
zasobowych R(Z^),
-termin zakończenia wykonywania d^ •
Będziemy mówili o zadaniach podzielnych, jeśli wykonywanie każdego zadania 
ze zbioru (Z , < ) może być przerwane w dowolnej chwili, a następnie konty
nuowane bez straty czasu, być może na innej maszynie. Zadanie, którego 
wykonywanie zostało przerwane, uwalnia wszystkie posiadane zasoby. Jeżeli 
przerywanie wykonywania jakiegokolwiek zadania ze zbioru (z,-<) nie może 
być przerywane, powleny o zadaniach niepodzielnych.

Jeżeli i«1,2,...,n; j=1,2,...,m, to powiemy o maszynach
identycznych; jeżeli = ~^b^, i=1,2,...,n; j=1,2,...,m - o maszynach
jednorodnych; jeżeli czasy są dowolne - o maszynach niezależnych.

Do oceny uszeregowań /por. def. w [8l / wykorzystywać będziemy nastę
pujące kryteria:
- długość uszeregowania cmax=n̂ 3C i cj_\ t gdzie C.̂ jest momentem zakończe
nia wykonywania zadania Ẑ  w danym uszeregowaniu,

- średni czas przepływu zadania P = £  F./n , gdzie Pj=C. - r..i=1 1 1 1 1
- maksymalne opóźnienie zadania ̂ ,Eax=m|x ̂  } » gdzie L^= (k - d̂ .

. Podany obecnie definicję problemu szeregowania, pozwalającą na jednoli
ty i skrótowy zapis problemów rozpatrywanych w tej pracy.

Przez problem szeregowania rozumieć będziemy uporządkowany ciąg para
metrów podzielonych na trzy podciągi oL j f i | f  , przy czym parametry nie 
muszą nieć nadanych wartości, a ich znaczenie jest następujące:
‘■odciąg a = oi1 W g  opisuje zbiór maszyn H, mianowicie

?. ■? 0,P|Q|P> określa rodzaj maszyn ze wsgl ■̂ CU liii prędkość 
•u-acy;
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d = 0 - zbiór M zawiera dokładnie jedną maszynę;
at.j = P - zbiór M składa się z maszyn identycznych;
oł  ̂ = Q - zbiór M składa się z maszyn jednorodnych;
d.j = R - zbiór M składa się z maszyn niezależnych;

- ct2 oznacza liczbę maszyn w zbiorze M: gdy « 2 jest liczbą cał
kowitą dodatnią, to liczba maszyn m Jest stała i równa d j,
gdy c<2=0 , tc m jest zmienną w problemie, /Oczywiścia <*.,=0 
wtedy i tylko wtedy, gdy d  2=1/.

Podciąg P> = Pi* ̂ 2,(^3» ^4» 1̂ 5 opisuje zbiór zadań (z,-<), mianowicie.
- ¡'i>11 ̂  0,podz} - określa możliwość przerywania wykonywania zadań:

’%  = 0 - zadania niepodzielne;
fi. = podz - zadania podzielne;

- ćę Ł ̂ 0,res A. 5 " -  opisuje ograniczenia i zapotrzebowania zaso
bowe:

fi, = 0 - brat dodatkowych zasobów;
. , => res "A. c- c - istnieją dodatkowe zasoby;

\  , ' T , (j ć j. ,k ? - oznaczają odpowiednio: liczbę rodzajów 
dodatkowych zasobów, ograniczenia zasobowe, 
zapotrzebowania zasobowe: 

c‘-,<r,v =k - oznaczają odpowiednio : k rodzajów dodatkowych 
zasobów, k jednostek zasobu każdego rodzaju, 
zapotrzebowania zasobowe każdego zadania nie 
przekraczają k jednostek każdego zasobu; 

ct , y , J ■=• - liczba rodzajów dodatkowych zasobów, ograni
czenia oraz zapotrzebowania zasobowe są dowolne;

- fi .ęt ] 0,ogr,drzewo,las,łańcuchj- - określa ograniczenia kolejnościo
we:

( i j = 0,ogr,drzewo,las,łańcuch - oznacza odpowiednio: brak ogra
niczeń kolejnościowych /zadania niezależne/, dowolny graf, 
drzewo, las,łańcuch;

- \ij_»0 } - określa momenty przybycia zadań:
f i  ą “ ri “ momenty przybycia dowolne;

« 0 - momenty przybycia równe, to jest ri=0, 1=1,2,...,n;
- lul3 2> 0}- c^reśla czasy wykonywania zadań;

f i  ^ = ~ = 1 - czasy wykonywania zadań są równe;
=1 lub 2 - czasy wykonywania zadań są równe 1 lub 2'

Jednostkom;
f i j = 0 - czasy wykonywania zadań są dowolne.

Podciąg T Ł  | CmnT,F,3jnłaT ̂  oznacza kryterium optymalności szeregowania.
V,' następnym rozdziale, dla skrócenia zapisu, będziemy opuszczali symbole 
puste w oznaczeniach problemów szeregowania, łącznie z ewentualnymi prze
cinkami.



Tablica 1
Złożoność obliczeniowa problemów szeregowania w celu minimalizacji długości uszeregowania

Rodzaj i
liczba
maszyn

Zadania
P r 0 b L e m

Ograniczenia i
zapotrzebowania
zasobowe

Ograniczenia
kolejnośoiowe

Momenty
przybycia

Czasy
wykonywania

P2
P las r4 %»1P3 ogr 1
P ogr* 4=1P2 ogr •*,»+ lub 2
P podz las r. X

P2 podz ogr rtP? podz ogr X

P podz ogr
Q2 las 1 V 1Q podz las • t1 X

R3 podz .
P res1»1 r. ^-1P2 res»•• 1 -4=1P2 res*11 r. 4-1P3 res*11 X OTj *»1P2 res111 łańcuch n i** 1P podz res1•1 1
P podz res1*1 ri
P2 podz ree*11
P2 podz res111 łańcuch T «1
P3 podz res»11 4-1Q res1»1 4 -1Q res1»1 T, Ti “1Q2 res»11 X 4-1Q2 podz res»11 1

Q podz res1* 1

Złożoność
obliczeniowa

literatura

NP-zupełny
l
i

NP-żupełny 
NP-zupełny 

l
i
?NP-zupełny
i

0(nj
0(n?j£

NP-żupełnyNP-zupełny
o(n5mln{n^,logn++log

l
NP-zupełny
NP-zupełny0(n3;

l
NP-żupełny

[10,15]

[17]
[17]

[18]

[Si
[11]

[7]
l v. 6 }
- 6 ]

[ 6]
[ 6 ]
[6]
[7]
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iablica 2Złożoność obliczeniowa problemów szeregowania w celu minimalizacji średniego czasu przepływu

Rodzaj i 
liczba 
maszyn 

1 
1

P2 
P3 P2

Zadania

1 podz
podz

Q
Q podz
Q2 podz
R podz
P res1* 1P2 res*• •
P3 res*11
P2 res111
P2 res* 11
P real * 1
P2 res*11P podz res1* 1
P3 podz res*11P2 podz res111P2 podz res*11
Q real* 1
Q2 res*11
Q ■res1*1
Q2 res*11

P r o b l e m
Ograniczenia i 
zapotrzebowania 
.zagobowę______

Ograniczenia
kolejnościowe

ogr
laslas
ogr
ogr
ogr
las
las

łańcuch

łańcuch

Momenty
przybycia

Czasy
wykonywania

:̂ >*łlub2
* v

V 1
V 1
^1=1
^=1

S =1^=1
Tri“1

Złożoność
obliczeniowa

NP-zupełny
NP-zupełny
NP-zupełny1
NP-zupełny
NP-zupełny

2
i
l
i1
Ó(n10(n3j

NP-zupełny
NP-zupełny
O(nlogn)
O(.ńlogn)

NP-zupełny
NP-zupełny

0 (v? )
NP-zupełny

i

literatura

r.15]
[13,14][16]
[15]
[14]

[4
L6
[6
[ 6 ]
[6]
[ 6 ]
[6 ]

[6]
[6]

ość 
obliczeniowa 

problemów.
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Złożcnoźó obliczeniowa problemów szeregowania w oolu

P r o b 1 e m
Rodzaj i Zadania Ograniczenia 1 Ograniczenia IHimon tyliczba zapo trzebowan1 a kolejnodclowe przybyciamaozyn zaoobowe

1 r,P? l
drzewo
drzewo r .P3 ogr 1
ogrF2 ogrP2 podz o gipodz la o

P3 podz ogrpodz ogrP2 res111
P re*1 •1 -
i>2 res'11 i
P3 res*11
P2 res111 ładcucli
P3 podz ren.11
P2 podz real 11 łańcuchP podz res1• 1 ' 1
P2 podz res* 11
Q res1 * 1
Q2 resl* 1
Q podz res1*1

Tablicn 3
minimalizacji maksymalnego opóźnienia

Czasy wyko
nywani a

. Ł

V!

Złnionodć 
obli oz en i owa

iii-z u po lny 
NP-zupęlny 
NP-zupołny
IIP -z u p ę  lipy7C
HP-zupełny
NP-zupełny

i
iNP-zupełny 
0 n|
0 n-’t

NP-zupę lny 
NP-zupęlny 
NP-zupełny 
IIP-z u ¡jplny 

0(n-'tnin̂ n2 ,lognł Hlog m|xi i xj ()

Ó M
NP-zupełny 

l

literatura

115 
i.15 
C 9 
L 9

[ 2 j 
[2J

[2]L6J
[31
[6

i6J

[6]
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3. Zestawienie wyników

Wykorzystując notację opisaną w rozdziale 2, w tablicach 1-3 zestawiono 
uzyskane dotychczas wyniki dotyczące złożoności obliczeniowej problemów 
szeregowania zadań na równoległych maszynach w celu minimalizacji odpowied
nio: długości uszeregowania, czasu przepływa i maksymalnego opóźnienia.
W tablicach tych podano .także te problemy szeregowania | bez dodatkowych zasobów, 
które są NP-zupełne lub otwarte z punktu widzenia złożoności obliczeniowej,
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BtmCJIHTEJIbHAH CJIOEHOCTB UPOEJIEM COCTABJIEHHH PACIIKCŻEHH 3A JW  
HA n«PAJIEJ!ŁEHX itiUTHHAX C YHi-TOM FOilOJIHHTEJIbHEX PSCyPCOB

P e 3 io u e

B p aC o ie  npemcTaBrnen o63op pe3VJit>TaT0B Kacannmxcfi błhihc jiHTembHoK 
caosHOCTH npo6meM c octbb jienns pacnHcain.«; na napajiembHHX
HamHHa:: c yqeroM aonojiHHTeabHux pecypooB . PaccMoipeHo tc h  neon operniy. 

pacnHoaHHii: MaKcHMambHoe speMa npoxoxweHHs, .cpe^Hee Bpetw npoxospteHJia 
h waiccHMaabHoe sanasflUBaHne saaaqn.

COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF. TASKS'SCHEDULING ON PARALLEL MACHINES 
UNDER RESOURCE CONSTRAINTS

S u m m a r y

This paper sums up results obtained until now, concerning the 
computational complexity of tasks’scheduling problems of parallel 
machines where the additional constrained resources are taken into 
account. Three schedule performance measures are .considered, i.e. 
schedule length, mean flow time and maximum lateness.


