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METODA APROKSYMACJI ORTOGONALNEJ VJ ZADANIU OPTYMALNEGO 
ROZDZIAŁU CZASOWEGO

Streszczenie. V! pracy rozpatruje się możliwość wykorzystania metody 
aproksymacji ortogonalnej do rozwiązania zadania optymalnego rozdziału 
czasowego w wersji sformułowanej w pracy [4] • Przedstawia się kilka wa­
riantów rozwiązania.

1. Wprowadzenie

W pracy [4] omawiano ogólny problem optymalnego rozdziału wody w 
systemie wodno-gospodarczym i pokazano sposób dekompozycji zadania glo­
balnego na dwa zadania częściowe: optymalnego rozdziału przestrzennego 
i optymalnego rozdziału czasowego. W pracy[ 5] przedstawiono rozwiąza­
nie obu tych zadań dla przykładowej sieci. Pierwsze z nich w rozpatry­
wanym przykładzie posiadało rozwiązanie analityczne, drugie rozwiązano 
metodą siatek.

Niniejsza praca jest poświęcona analizie rozwiązania zadania opty­
malnego rozdziału czasowego na drodze zastosowania ortogonalnych apro­
ksymacji dla funkcji optymalnej jakości, praw sterowań 1 gęstości roz­
kładów prawdopodobieństwa zmiennych niepewnych.

Nawiązując do pracy [ 4] , równanie rekurencyjne powierzchni optymal­
nej jakości ma postać:

Sn / V  = mi“ [ E/0V  + E S / X n + V  
^1n|X'

/V

gdzie R jest funkcją otrzymaną w wyniku rozwiązania zadania opty­
malnego rozdziału przestrzennego w n-tym kroku przy przepływach Q1n , 
traktowanych jako parametry. Przepływy te są związane z węzłami sieci 
zawierającymi zbiorniki. Wektor xQ określa stan sieci w chwili n-tej. 
Fizycznie składowe tego wektora reprezentują ilości wody zgromadzonej 
w poszczególnych węzłach - zbiornikach systemu.
Ograniczenia,przy których rozwiązywane jest zadanie /1/, mają postać: 

xn+1 = xn + *11 ^in + *13 Q3n /2/



46 K.Wojoiechowski

21 <  * n <  x /3/

/V

Zakładając, że zmiennymi niepewnymi, są zawarte w wektorze dopływy
do systemu o rozkładach p /Qj^/, można równanie /1/ przepisać w posta­
ci:

W min
^1nlxn

[a/^1n/ + Sn+4 x̂n+AH <51n+A13Q3n)p ^3n)d%] /5/
3n

W dalszej części pracy dla uproszczenia indeksacji rozpatrywać się bę­
dzie jedynie pojedynczy n-ty etap zadania optymalizacji dynamicznej,przy 
czym indeksy etapu występować będą tylko w odniesieniu do funkcji opty­
malnej jakości.

2. Aproksymacja ortogonalna

Zakłada się, że dane są następujące układy funkcji ortonormalnych: 
j• e ̂/x/ : O ̂  x ̂  xmflV , i = 4,2, . . , 1

max
e^/x/ e./x/ dx =

,ax

ĤLEGC
tt/o /  ±yqy  a  q  =

^mim

3 .  E i / x /  :  ° < x < = W -

>xmax
6i/*/ E-j/*/ dx =

= j 

4 i

= 4 , 2 ,  . . ,  J

= j 

* j

= 4,2,.., K

= j 

4 j

Wielkości xm£OC > 'wyznaczające zakresy zmienności argumentów,
są maksymaln# względem składowych i odpowiednich wektorów, tj,;

^min = mŁn ^1 min 
1
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^max " Qi max

W  = “

Funkcje układu 1 związane są z aproksymacją powierzchni optymalnej ja­
kości. Dla rozpatrywanego n-tego etapu mamy:

T
Sn+1 /xn+y = sn+1 e/x/

T
6dzie: 3n+-l ~ \ By\ n+'1 * • • • ST n4-'l I ł S-i Rn+1 ~[s 1 n+1 ’ ' ”  SI n+lj’ “i,n+1 ' 

e /x/ = ̂ 31^ f  • • • f ® j/̂ / | *
Funkcje układu 2 wykorzystywane są do aproksymacji gęstości rozkładów 
prawdopodobieństwa wektora dopływów Qj.

1
p/Q31/ = Pj. f /Q/

i = 1 ,2..,I> indeks składowej wektora 
T

Pi -I Pu» •••» Pt.i I * P(.ji £ 21 - [ P-li’ •**» pLi] 

t/ą/ = [  tyą/, . .  , f y / o / ]  ,

Funkcje układu 3 związane są z aproksymacją praw sterowań, t̂ .J.
T

ą ^ y * /  =  ^  g/x/

j = 1 ,2 ,..,1 1 indeks składowej wektora

qd = [^Ij'**' qKj] * B(.)jŁ E

g /x /  = j^g1/ x / , . . ,  gK/ x / j  .

W pracy nie rozpatruje się problemów związanych z: wyborami możliwych 
układów funkcji ortogonalnych jednej lub wielu zmiennych, dopuszczalny­
mi zakresami zmienności argumentów, oszacowaniem błędu aproksymacji. 
Omówienie powyższych problemów można znaleźć w pracach [i] , [2] , [3] . 
Dla jasności dalszych rozważań przypomina się jedynie, że w przypadku 
przestrzeni /a,b/, optymalne w sensie błędu średnlokwadratowego 
współczynniki rozwinięcia funkcji f/z/ w układzie funkcji ortonormal- 
nych ̂  Ł /z/ i = 1 , ..., I wyrażają się wzorami:
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t̂ . najlepszą aproksymacją funkcji f/z/ w układzie vj)./z/ jest:

* 1
f /z/ = /  oC i ̂  i /z/,

i=1

gdzie współczynniki oC ̂  nie zależą od I. W dalszych rozważaniach 
pracy funkcje f/z/, f*/z/ są utożsamiane. W przypadku gdy aproksy- 
mowana funkcja f/z/ jest określona tylko w skończonym zbiorze punktów 
p =  ̂ ẑ  , z j, wtedy współczynniki jej rozwinięcia w układzie 

 ̂/z/ 1 = 1 , X wyrażają się wzorami:
P

*  i = f y  i /Zj/
j=1

oraz najlepsza aproksymacja funkcji f /z/ ma postać:

f /z/ = ^ OC i  ̂ /z/
i=1

3. Optymalizacja jednokrokowa

Uwzględniając przyjęty sposób aproksymacji można wynikającą z uśred­
niania całkę, występującą w równaniu /5>̂ przedstawić następująco:

T
p (Qj) <3 = 6n+1 k(x+Â ,|Q̂ ) /6 /

gdzie: h^/i+A^fy/ = £ h ^ / x + ^ Q ^ / , .. , hj^+A^i^/j

Funkcje ty  ̂/x + Q^/ zależą od współczynników p rozwinięcia
funkcji p /Q^/ gęstości rozkładu.
T> szczególnym przypadku,gdy wektor posiada tylko jedną składową,po­
wyższą zależność nożna wyrazić następująco:

h/x + A^ 0 /̂ = | /x + A,̂  0 /̂ p

gdzie | jest macierzą I x J-wymiarową,zaś p wektorem współczynników 
rozwinięcia funkcji p /Q̂ /, tfi

P /Q31/ = PT f /Q/
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Podstawiając /6/ do prawej strony równania /5/ otrzymujemy następujące 
zadanie minimalizacji:

min ĵ R /ąy  + s^+1 h /x + A11 ^/j /7/

przy ograniczeniach: ^  ^

/\ / x + Q-] + ^13 ^  x / /6/
Q3

Ograniczenie /8/ przy założeniu ograniczoności rozkładu dopływów 
przyjmuje równoważną postać:

2 L  - x “ ^13 %  ̂  ^11 %  ̂  x - x - j

4. Rekurencja dla współczynników powierzchni optymalnej jakości

W wyniku rozwinięcia funkcji Bn+  ̂/x/ w szereg o współczynnikach 
En+1 Uznanie /?/ należy przekształcić w równanie rekurencji dla tych 
współczynników. W tym zakresie możliwe są następujące metody.

4.1. Metoda analityczna

Oprowadźmy zbiór Q  =|x : _x^ x ̂  x } oraz zbiory {¡Ł ^ j = 1,..,J 
takie, że S2. ̂  0 .. .0 ¿i.-, = S Ł . Dodatkowo zbiory S2. ̂ posiadają tę

z nich jest dane analityczne prawo sterowania.

<4 /x/ dla x e f t 1

îj /x/ dla x e & j

< 4 /x/ dla x eSi A
Wtedy równanie rekurencyjne określające nowe współczyrmiki sn ma postać

J f r tR /¿J /x// + sn+1 h/x+A11<̂  /x// j e . /x/ dx
j=1 £!y

w której odpowiednie całki po zbiorach częściowych S i . w szczególnie 
prostych przypadkach mogą być wyznaczone analitycznie.
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4.2. Metoda z aproksymacje, praw sterowania

Jednokrokowy problem minimalizacji /patrz p.j5/ rozwiązujemy nume­
rycznie dla różnych wartości x,traktowanych jako parametr. W szczegól­
ności wartości x można wybierać jako punkty odpowiedniej, niezbytOgęstej ze względu na regularność funkcji Q^/x/ siatki. Znając wartości 
funkcji /x/ w punktach X],..., Xp można wyznaczyć jej współczynni­
ki rozwinięcia w układzie funkcji g /x/ /patrz p. 2/. Stąd dla prawa 
sterowania j - tego przepływu mamy:

4 s /H/ = qj s /x/
gdzie: i - t y  współczynnik wyraża się wzorem;

P o

ąu = H  ^ j  7V  Si / Vk=1

Współczynniki gy^  ̂j=1 , ..»wyznaczane są równocześnie dla jednej 
wartości X y  j .
Ostatecznie prawo sterowania dla wektora przepływów można zapisać:

o r T1
/x/ = [ q .. j g /x/

r Tgdzie: | j jest macierzą o wierszach

Uwzględniając powyższe, równanie rekurencyjne dla współczynników sk 
można napisać w postaci:

si k g /x//+

T I
+ sk+1 h /x+A1 1 [q;j] g/x// ■ ei/x/ dx

4.5. Metoda bezpośrednia

W metodzie tej rozwiązuje się problem minimalizacji /7/,/8/, 
w punktach x. siatki zmiennej x, bez aproksymacji uzyskiwanych praw 
sterowania. Równanie rekurencyjne na współczynniki sk ma wtedy postać:

słk = ¿ { s [ i  /xy] +
j=i

+ sk+i h [xj + Vi /x/ ] } e 7v
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5. Wnioski

Analizując przedstawione metody 1 odpowiadające im równania rekuren- 
cyjne dla współczynników s można stwierdzić , że w każdym przypadku 
występuje operacja optymalizacji statycznej przy ograniczeniach, wyko­
nywana wielokrotnie. Stąd głównie jej efektywność decydować będzie o wy­
maganych nakładach obliczeniowych. Pomijając przypadek, w którym rozwiąza­
nie uzyskuje się na drodze numerycznej można stwierdzić, że prawdopodob­
nie najefektywniejsza będzie metoda z aproksymacją praw sterowania. 
Graniczna liczba zbiorników systemu możliwego do optymalizacji tą meto­
dą zależeć będzie od wielkości siatki, ta zaś od właściwości funkcji 

/ x / .
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ORTHOGONAL APPROXIMATION METHOD H? TES OPTIMAL RESOURCES 
ALLOCATION PROBLEM

Si'ummarj
The orthogonal approximation method is proposed to solve the optimal 
resources allocation problem which has been formulated in [a] ..


