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METODA APROKSYMACJI ORTOGONALNEJ \J ZADANIU OPTYMALNEGO
ROZDZI1ALU CZASOWEGO

Streszczenie. ! pracy rozpatruje sie mozliwos¢ wykorzystania metody
aproksymacji ortogonalnej do rozwigzania zadania optymalnego rozdziatu
czasowego w wersji sformutowanej w pracy [4] = Przedstawia sie kilka wa-
riantow rozwigzania.

1. Wprowadzenie

W pracy [4] omawiano ogolny problem optymalnego rozdziatu wody w
systemie wodno-gospodarczym i pokazano sposéb dekompozycji zadania glo-
balnego na dwa zadania czesciowe: optymalnego rozdziatu przestrzennego
i optymalnego rozdziatu czasowego. W pracy[ 5] przedstawiono rozwigza-
nie obu tych zadan dla przykktadowej sieci. Pierwsze z nich w rozpatry-
wanym przykdadzie posiadato rozwigzanie analityczne, drugie rozwigzano
metoda siatek.

Niniejsza praca jest poswiecona analizie rozwigzania zadania opty-
malnego rozdziatu czasowego na drodze zastosowania ortogonalnych apro-
ksymacji dla funkcji optymalnej jakosci, praw sterowan 1 gestosci roz-
k#adow prawdopodobienstwa zmiennych niepewnych.

Nawigzujac do pracy [4] , rownanie rekurencyjne powierzchni optymal-
nej jakosci ma postac:

Sn/V =mi“ [EOV + ES/n+V /v
~n IXT
gdzie R jest funkcja otrzymang w wyniku rozwigzania zadania opty-

malnego rozdziatu przestrzennego w n-tym kroku przy przepkywach Qln,
traktowanych jako parametry. Przephtywy te sg zwigzane z weztami sieci
zawierajacymi zbiorniki. Wektor xQ okresla stan sieci w chwili n-tej.
Fizycznie skkadowe tego wektora reprezentuja ilosci wody zgromadzonej
w poszczegolnych wezdach - zbiornikach systemu.

Ograniczenia,przy ktorych rozwigzywane jest zadanie /1/, maja postac:

Xn+l = xn + *11 ~in + *13 Q3n /2/
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2l< *n< X /3/
/v
Zaktadajac, ze zmiennymi niepewnymi, sa zawarte w wektorze dophywy

do systemu o rozkktadach p /Qj”~/, mozna rdownanie /1/ przepisa¢ w posta-
ci:

W MIN [a/Atn/ +  Sntd xn+AH S1n+A13Q3n)p ~3n)dk ] /5/

AN nlxn 3n

W dalszej czesci pracy dla uproszczenia indeksacji rozpatrywaé sie be-
dzie jedynie pojedynczy n-ty etap zadania optymalizacji dynamicznej,przy
czym indeksy etapu wystepowa¢ beda tylko w odniesieniu do funkcji opty-
malnej jakosci .

2. Aproksymacja ortogonalna

Zakkada sie, ze dane sag nastepujace ukdady funkcji ortonormalnych:
Je e/ 0N xNMxmflV , 1 =4,2,..,1

max

=]
enx/ e /)] dx =
4i
x =4,2, J
HET .
=1
tt/o/ tyqy a q =
~Amim |
3 Eilx/ <X <= W =4,2,.., K
>Max = j
61/*/ E-j/*/ dx =
4]
Wielkosci XmAXC > "wyznaczajace zakresy zmiennosci argumentéw,

sq maksymaln#  wzgledem skkadowych i odpowiednich wektordw, 4,;

Amin = mfIn A1 min
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max " Qi max

Funkcje ukdadu 1 zwigzane sg z aproksymacjag powierzchni optymalnej ja-
kosci. Dla rozpatrywanego n-tego etapu mamy:

T
Sn+l /xn+y = sn+l e/x/
T
6dzie: 3wl ~\BA Awi~ese ST It S, n+v1 " R

e /X! ="3IN T eeef @/ | *

Funkcje ukdadu 2 wykorzystywane sa do aproksymacji gestosci rozkkadéw
prawdopodobienstwa wektora dopkywow Qj -

1
p/Q31l/ = PFj. T/

i =1,2.,> indeks skfadowej wektora
T
PL =I[PU¥” s+ PBLi]l * P(Ji £ 2
wa/ =[ tya/, .. . fy/o/]

Funkcje ukdadu 3 zwigzane sg z aproksymacja praw sterowan, ©'.J.
gryrlo=
1 1,2,..,11 indeks sktadowej wektora

\—
1

™" kil * BOILE

qd

g/x/ =gl x/,.., gKIx/j

W pracy nie rozpatruje sie probleméw zwigzanych z: wyborami mozliwych
uk¥adéw funkcji ortogonalnych jednej lub wielu zmiennych, dopuszczalny-
mi zakresami zmiennosci argumentéw, oszacowaniem bledu aproksymacji .
Oméwienie powyzszych probleméw mozna znalez¢ w pracach [i] , [2] ., [3] -
Dla jasnosci dalszych rozwazan przypomina sie jedynie, ze w przypadku
przestrzeni /a,b/, optymalne w sensie bledu sSrednlokwadratowego
wspokczynniki rozwiniecia funkcji f/z/ w ukkadzie funkcji ortonormal-

nych™ £ /z/ i=1, ..., 1 wyrazaja sie wzorami:
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. najlepsza aproksymacja funkcji f/z/ w ukdadzie vj)./z/ jest:
* 1
f /z/ =/ oCi™ /2,
i=1

gdzie wspolczynniki oC” nie zalezg od 1. W dalszych rozwazaniach
pracy funkcje */z/, t*/z/ sg utozsamiane. W przypadku gdy aproksy-
mowana funkcja f/z/ jest okreslona tylko w skonczonym zbiorze punktéow

p=n~2 , Z J, wtedy wspokczynniki jej rozwiniecia w ukkadzie
N/z/ 1 =1, X wyrazaja sie wzorami:
P
*i= f y 172§/
3=l

oraz najlepsza aproksymacja funkcji F /z/ ma postac:

f/z/ = » i N /7
=1

3. Optymalizacja jednokrokowa
Uwzgledniajac przyjety sposob aproksymacji mozna wynikajaca z usred-
niania calke, wystepujacg w réwnaniu /5% przedstawi¢ nastepujgco:

T
P Qi) 8 = 6ntl KA, QD) 16/

gdzie:  hA/I+ANFY/Z = ENN/X+MQN L, hjA+ANIA/

Funkcje ty ™ /x + QY zaleza od wspokczynnikéw p rozwiniecia
funkcji p /Q/ gestosci rozkdadu.

B szczeg6lnym przypadku,gdy wektor posiada tylko jedna sk¥adowa,po-
wyzszg zaleznosS¢ nozna wyrazi¢ nastepujgco:

h/x + AN 0 = | /x + AN 0 p

gdzie | jest macierzg 1 x J-wymiarowg,zas p wektorem wspokczynnikow
rozwiniecia funkcji p /@Y, tfi

P/Q3/ = PT /Y
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Podstawiajac /6/ do prawej strony rownania /5/ otrzymujemy nastepujace
zadanie minimalizacji:

min R /3y + s™1 h /x + All ~/j 77/
przy ograniczeniach: n N
AN x+  Q@+M3 A x/ 76/
Q3

Ograniczenie /8/ przy zalozeniu ograniczonosci rozkdadu dophywow
przyjmuje réwnowazng postac:

2L-x “™M3 % ~ MLY% N X-X-

4. Rekurencja dla wspotczynnikéw powierzchni optymalnej jakosci

W wyniku rozwiniecia funkcji Bn+» /x/ w szereg o wspokczynnikach
En+l Uznanie /?/ nalezy przeksztakci¢ w rownanie rekurencji dla tych
wspotczynnikéw. W tym zakresie mozliwe sg nastepujace metody.

4.1. Metoda analityczna

Oprowadzmy zbior Q =|x :_x" x”~ x} oraz zbiory {it" j=1,..,3
takie, z2 .70 ...0¢i.-, = St . Dodatkowo zbiory . ~ posiadajg te
z nich jest dane analityczne prawo sterowania.

<4 /¥ dla xeftl

nij P4 A3 yeqj

<4 /x/ dla xeSiA

Wtedy réwnanie rekurencyjne okreslajace nowe wspokczyrmiki sn ma postac

Jfr

j=1 £y

t -
R /e /x// + sn+l h/x+ALL<N /x// ) e . /x/ dx

w ktorej odpowiednie calki po zbiorach czesciowych Sl . W szczegblnie
prostych przypadkach moga by¢ wyznaczone analitycznie.
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4.2. Metoda z aproksymacje, praw sterowania

Jednokrokowy problem minimalizacji /patrz p.J%/ rozwigzujemy nume-
rycznie dla réoznych wartosci x,traktowanych jako parametr. W szczegol-
nosci wartosci x mozna wybiera¢ jako punkty odpowiedniej, niezbyt
gestej ze wzgledu na regularnos¢ funkcji QV/x/ siatki. Znajgc wartosci
funkcj i /x/ w punktach X],-.., Xp mozna wyznaczy¢ jej wspokczynni-
ki rozwiniecia w ukfadzie funkcji g /x/ /patrz p. 2/. Stad dla prawa
sterowania j - tego przepdywu mamy:

4 s/ =qj s/

gdzie: 1-ty wspékczynnik wyraza sie wzorem;

0

P
al =H " s/

Wspétczynniki gy” » j=1, ..»wyznaczane sg rownoczesnie dla jednej
wartosci Xy j.

Ostatecznie prawo sterowania dla wektora przeplywow mozna zapisac:

0 r Tl
X = [q.j g X/

gdzie: 1 j jest macierza o wierszach T

Uwzgledniajac powyzsze, rownanie rekurencyjne dla wspodczynnikow sk
mozna napisa¢ w postaci:

si k g /x//+

T 1
+ sk+1 h /x+All1[qj] 9/x// mei/x/ dx

4.5. Metoda bezposrednia

W metodzie tej rozwigzuje sie problem minimalizacji /7/,/8/,
w punktach x. siatki zmiennej X, bez aproksymacji uzyskiwanych praw
sterowania. Rownanie rekurencyjne na wspékczynniki sk ma wtedy postac:

skk =¢ { s [i Ayl +
i
+sri hpg+vio x[]} el
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5. Wnioski

Analizujac przedstawione metody 1 odpowiadajace im réwnania rekuren-
cyjne dla wspékczynnikdw s mozna stwierdzi¢ , ze w kazdym przypadku
wystepuje operacja optymalizacji statycznej przy ograniczeniach, wyko-
nywana wielokrotnie. Stad glownie jej efektywnos¢ decydowaé bedzie o wy-
maganych nakdadach obliczeniowych. Pomijajac przypadek, w ktérym rozwigza-
nie uzyskuje sie na drodze numerycznej mozna stwierdzi¢, ze prawdopodob-
nie najefektywniejsza bedzie metoda z aproksymacjg praw sterowania.
Graniczna liczba zbiornikéw systemu mozliwego do optymalizacji ta meto-
da zaleze¢ bedzie od wielkosci siatki, ta zas od wkasciwosci funkcji

Ix/.
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ORTHOGONAL APPROXIMATION METHOD H? TES OPTIMAL RESOURCES
ALLOCATION PROBLEM

Si“ummarj

The orthogonal approximation method is proposed to solve the optimal
resources allocation problem which has been formulated in [a] --



