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OPTYMALNE STEROWANIE ROZDZIALEM WODY W SYSTEMIE

Streszczenie. W pracy _rozpatruje sie zadanie optymalnego rozdziatu
wody i systemie wodno-igospodarczym przy uwzglednieniu ograniczen

transportowych i ograniczen pojemnosci zbiornikéw oraz niepewnosci
w charakterystykach odbiorcow i1 doptywu do systemu. Pokazuje sie
sposob dekompozycji zadania globalnego na zadania rozdziatu czasowe-
go 1 przestrzennego w sieci wraz z metodg rozwigzania tego ostatnie-
go dla sieci o strukturze drzewa.

1. Wprowadzenie

W pracy rozwaza sie problem optymalnego rozdziatu zasobow wodnych po-
miedzy odbiorcéw ustalonego systemu nodno-jgospodarczego. Formutujac odpo-
wiednie zadanie sterowania optymalnego starano sie uwzgledni¢ te zadania
czesciowe, ktoére odpowiadaja wyrdznionym aspektom problemu fizycznego
oraz pokaza¢ sposOb dekompozycji zadania globalnego na wspomniane zada-
nia czesciowe. Sg to kolejno: rozdziat czasowy, rozdziat przestrzenny,
zmienne niepewne 1 modele niepewnosci, ograniczenia pojemnosci zbiorni-
kéw 1 przepustowosci rurociggdw oraz dyskretyzacja czasowa.

Praca jest oparta na opracowaniu wykonanym w Zespole Teorii Sterowa-
nia kierowanym przez prof. dr. hab. inz. R. Ges6inga w ramach kierunku Ol
Problemu Rzadowego PR-7, koordynowanego przez Instytut Inzynierii Srodo-
wiska Politechniki Warszawskiej .

W pracy wykorzystuje sie pewne wyniki z prac 117 ,[2],dotyczace np.
tzw. zasady minimalizacji i usredniania.

2. Opisowe sformudowanie zadania

Stownie zadanie optymalnego rozdziatu zasobéw wodnych w rozpatrywa-
nym systemie wodnogospodarczym mozna sformutowaé nastepujaco:

Dany jest system zawierajacy zbiorniki i odbiorcéow polaczonych sie-
cig rurociggow. Do systemu dopkywa woda, ktdéra moze by¢ gromadzona w
zbiornikach lub rozdzielana odbiorcom.
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Niedostarczenie odbiorcy wymaganej przez niego ilosci mody powoduje
powstanie strat. Zadaniem sterowania, podejmowanego w ustalonych dysk-
retnych chwilach czasu,jest ustalenie takiego ciggu decyzji o rozdzia-
le, ze suma strat liczonych za wybrany cigg chwil jest minimalna.

Zakkada sie, ze w chwili podejmowania decyzji przyszde wartosci natezen
doptywu wody do systemu jak réwniez przyszde zapotrzebowania odbiorcow
sa wielkosciami niepewnymi. Dla obu tych wielkosci przyjmuje sie probabi-
listyczne modele niepewnosci .

3. Opis systemu

3.1. Struktura systemu

Struktura systemu opisana jest przez odpowiedni graf skierowany.
Wezdy grafu odpowiadajg zbiornikom lub pokaczeniom rurociggéw. Gakezie
grafu przedstawiajg odcinki rurociggéw. Zwrot danej gatezi okresla kie-
runek przepdywu. Wprowadza sie fikcyjny wezek-zbiornik,z ktérego rozpo-
czynaja sie gatezie reprezentujgce dopkywy do systemu i w ktdérym korcza
sie gatezie odpowiadajgce poborom. W zapisie analitycznym wykorzystujag-
cym macierz weztowo-gateziowg mamy:

“ft A 1* /v

r T T 1

X 2 X . _ - wektor stanu systemu.
Ix/d+s/ L 1xa * Ixsj 4

gdzie:

Skkadowe wektora xdreprezentujg ilosci wody zgromadzonej w pof
szczegb6lnych wezdach systemu. Sposrdod wszystkich wezdéw d-wez-
+ow zawiera zbiornik®™ , s- wezddéw nie ma mozliwosci gromadzenia
wody

rT S T . _ .
q =< = .- } .~ Wwektor natezen przepkywow
L oo dlxr Bixt- gateziowych.

Pierwszych p skkadowych wektora q reprezentuje przepkywy zwiag-
zane z wezdami zawierajacymi zbiorniki, kolejne r skdadowych
wektora q stanowia przepdywy zwigzanestylko z wezdami o zero-
wej pojemnosci. Ostatnie t skdadowych to przepbtywy o znanym,
deterministycznie lub z niepewnoscig natezeniu. Dodatkowo ozna-
Czamy;

3 rt |i-! . . )
4 - H] » Ipi ~ wekto:r nieznanych natezen przepkywow.

Odpowiednio do zdefiniowanych powyzej struktur wektoréw x~ i1 o*
macierz A ma nastepujaca strukture blokowa:
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A= fos/x/prret/

SXp EaZZer i

Przyktadowy graf otrzymany po uzupednieniu Fikcyjnym wezdem 1 przedsta-
wiono na rys. 1. Wezdy zawierajace pojemnosci oznaczone sg podwdjnymi
koHcami -

N2 " IA

RyB.1. Graf sieci

3.2. Ograniczenia

W rozpatrywanym systemie zaklada sie wystepowanie trzech typow ogra-
niczeh. Pierwsze z nich maja postac:

g < gs g 72/

Ograniczenie  wynika z maksymalnej przepustowosci rurociagu lub koryta
rzeki, ograniczenie dolne q moze oznacza¢ niedopuszczalnos¢ zmiany kie-
runku przepbywu, wtedy q = 0 lub wartos¢ przepkywu nienaruszalnego w
rzece. Ograniczenia pojemnosci zbiornikéw maja postac:

X N X £ X /3/

Wielkos¢ x - i okresla tzw. objetos¢ roboczg zbiornika. Ti przypadkach
niektorych zbiornikéw mozna przyja¢ x = O.
Ostatnie z omawianych ograniczen jest zwigzane z wyborem wielkosci
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sterujacych. Moga by¢ nimi przepbywy w wybranych gateziach grafu; obo-
wigzuje wtedy ograniczenie:

0L+ 22 "2+ 723 3 ~N ”n/

Maksymalna liczba niezaleznych przeptywéw jest rowna liczbie gatezi
drzewa danego grafu. Jezeli wybrane do sterowania przeptywy nie tworzg
drzewa,obowigzuja oprocz /2/, /4/ dodatkowe ograniczenia. W pracy zakia-
da sie wariant pierwszy, §j," jedynie ograniczenia w postaci /2/, /4/.
Zmiennymi sterujgcymi mogg by¢ réwniez réznice cisnien wytwarzane przez
pompy. Halezy w takim przypadku w postaci ograniczen uwzgledni¢ réwna-
nia oczkowe danego grafu.

3-3* V<skaznik jakosci

7/skaznik jakosci sterowania mozna w przypadku rozpatrywanego syste-
mu interpretowa¢ jako straty powstate w wyniku niedostarczenia odbior-
com wymaganych przez nich ilosci wody. Tak interpretowany wskaznik ma
nastepujaca postac¢ analityczng

T
m 11CQq-zl dt /5/
0 W
gdzie: 2"~ wektor zapotrzebowan wody
Ixu
Cux/p+r/ ~ jaacierz ocoiorcow
T - horyzont sterowania.

tlozlive sg tez inne postaci wskaznika,w ktérych funkcja podcatkowa za-
lezy rowniez od réznic pozioméw wody w wybranych zbiornikach /zbiorni-
ki koncowe sieci/ wzgledem zadanej wartosci tego poziomu. Z uwagi na
zakres pracy wskaznikow takich dalej nie bedziemy rozpatrywac. Zadanie
sterowania optymalnego sprowadza sie do minimalizacji wskaznika /5/
wzgledem przepbywéw q /t/ przy ograniczeniach /V , 72/, /3/.

3.4. Dyskretyzac.ia

Zaktadamy, ze decyzje o rozdziatach wody podejmowane sg w wyrdznio-
nych chwilach dyskretnych. Okres dyskretyzacji oznaczmy przez T~. Dla
rozwigzania problemu dyskretnego nalezy dokona¢ dyskretyzacji réwnan /1/
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ograniczen /2/, /3/ oraz wskaznika /5/.
Dla réwnania /1/ mamy:
/k+1/7

x/k+1/11 = XkTi + A Jp V /b/ do

lub w zapisie uproszczonym
xk+1 = i + A" /6/
Ng
gdzie: & q/t/

przy dodatkowym zatozeniu q /t/ = const, tfKIDL|/k+1/ T~].
Przy tym samym zatozeniu ograniczenie /2/ ma postac:

1 m

gdzie: Q = Q» Q= Tt-q.
Ograniczenie /3/, dotyczacepoziomow wody wzbiornikach(hle zmienia swo-
jej postaci. Wskaznik jakosci /5/ wwyniku dyskretyzacjiprzyjmuje pos-

taé:
N
J = /-/[JC AN |
1=1 w
gdzie: 1/3~, N = ent , IN="N zb-

Warto podkresli¢, ze powyzszg dyskretyzacje przeprowadzono przy warunku
statosci odpowiednich zmiennych w okresie T/.Stad niedopuszczalne jest
uzmiennlanie w czasie wielkosci otrzymanych wwyniku rozwigzaniaproble-
mu dyskretnego. Powyzej przeprowadzona dyskretyzacja nie dotyczy zmien-
nych niepewnych. Dane sg one juz w postaci zdyskretyzowanej .

4. Zmienne niepewne 1 modele niepewnosci

W dotychczasowych rozwazaniach /patrz posta¢ wskaznika jakosci/. nie
podkreslano faktu wystepowania w zadaniu zmiennych niepewnych i phyng-
cych stad konsekwencji. Zmiennymi takimi sa: wektor dopdywow do
systemu oraz wektor zapotrzebowarn Zy Przyjmuje sie probabilistyczny moi
del niepewnosci oraz niezaleznos¢ tych zmiennych w poszczeg6lnych chwi-
lach dyskretnych it[1,N]. Stad zmienne te moga by¢ opisane przez odpo-
wiednie rozktady gestosci prawdopodobienstwa dla kazdej z chwil dyskret-
nych nalezacych do horyzontu sterowania.
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Konsekwencjg wystagpienia losowych zmiennych Q3i” Z» jest losowos¢ wskaz-
nika. W rozpatrywanym w pracy problemie wprowadzamy wskaznik wtérny be-
dacy wartoscig Srednig wskaznika. Mamy:

H 2

J = B 21 iC.Qi-Z.D. 78/
i=1 w

5. Minimalizacja wskaznika jakosci

W ujeciu formalnym zadanie optymalnego rozdziatu wody pomiedzy odbior-
cow sprowadza sie do minimalizacji wskaznika /8/ wzgledem ciggu decyzji
Qi. przy ograniczeniach /6/, /7/, /3/. Zakktada sie, ze sterowanie odbywac
sie bedzie w ukdadzie zamknietym,tj,\ /x/, gdzie jest wek-
torem stanu systemu w chwili i -tej, zdefiniowanym w p. 3.1. pracy.

Mamy kolejno:

Q H 2
J =min .EY 1 Ce - Z |
(V*i/y & "W
2 2
=min E jjICfy - Z1] + min E - 22§ +...+
I*3 W Q2/x2/Na2 W
+ min E [ic.a~ - zZz~1 2 +
%-1/?N-4 ™ HE-1 W
+min E[IC.QH - Zd 17 ... 79/
W 1 XH W

Postaci /9/ odpowiada nastepujace réwnanie rekurencyjne opisujace ewolu-
cje powierzchni optymalnej jakosci:

Sa/V -Zj* - Bn+tl /xn+l/] ... 710/

Powracajac do zatozen z p. 3.1; zgodnie z ktorymi wektor ~ moze byc¢
przedstawiony w postaci:

gdzie tylko sktadowe wektora O~ wystepuja w bilansach poszczegélnych
weztow - zbiornikéw oraz wykorzystujac fakt, ze zmienne losowe Z i O,
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sg niezalezne, mozna prawastrone réwnania /10/ przeksztatci¢ nastepuja-

co: 2

min E {HC.C" - ZQ\  + Sn+l /xD+1/] =
w K W

=tnia md4 E [KC*«n-2Znl]2 + Sn+l /xntV] =
kvvan]K w

= min min B (Jc.™ - zjf + Sn+tl /xn+1l/]=
~inAnn k w

= min [min E HC-O~Z2TR + B Sn+l/xn+1/j
<KWV Anhn?n/ kn W xn

/11/
Rozwiazywane w kazdej dyskretnej chwili n, zadanie:
min E \NC .~ -2z]2
kn w
bedziemy nazywali dalej zadaniem rozdziatu przestrzennego w sieci,nawig-
zujac do struktury,w ktorej gléwne zbiorniki retencyjne wspodpracujg z
siecig o pojemnosciach weztow pomijalnie matych w poréwnaniu z pojemnos-
cig zbiornikéw.
Pomijajac indeks chwili biezacej oraz uwzgledniajac, ze zmienne loso-
we Z, nie zalezg od stanu X, mozemy napisaC ostateczng forme zadania
rozdziatu przestrzennego:

R /q/ = min El]c .Q - zf . 112/
ojjiL ? W
przy ograniezeniaoh:
L §% + N22 M2+ N23 Y% =N /13/

Q ... 114/

Podstawiajac 712/ do /11/ otrzymamy nastepujacg zmodyfikowana postac
réwnania /10/

w = Qni® , IH +F S+l / w ] ee= /15/

przy ograniczeniach:
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XN+l " *N o+ *11 Aln + *12 %n “e /16/
£, 4 Qln z. e 117/

Zadanie /12/, /13/. /74/ oraz zadanie /15/. /76/, /17/ moga by¢ roz-
wigzywane niezaleznie. Pierwsze z nich okresla optymalny rozdziat prze-
strzenny a do jego rozwigzania potrzebna jest jedynie znajomos¢ zapo-
trzebowan i1 ich opis probabilistyczny. Eozwigzanie drugiego zadania
okresla strategie prowadzenia zbiornikéw i do jego rozwigzania potrzeb-
na jest funkcja E /QV, otrzymana z rozwigzania zadania pierwszego lub
przyjeta w oparciu o dane doswiadczalne.

6. Optymalny rozdziat przestrzenny

Przy wyborze metody rozwigzania zadania optymalnego rozdziatu prze-
strzennego nalezy mie¢ na uwadze: postaé¢ Sredniej wartosci funkcji strat,
wymiar wektora Q2 oraz liczbe ograniczen typu /14/. W skrajnym przypad-
ku, gdy funkcja strat jest kwadratowa, ograniczenia /14/ nie wystepuja,

a sie¢ ma strukture drzewa,rozwigzanie mozna znalez¢ w postaci analitycz-
nej. W innych przypadkach napgét potrzebne sa metody numerycznego poszu-
kiwania minimum. Ponizej omawia sie dwie wybrane metody rozwigzania za-
dania optymalnego rozdziatu przestrzennego,wykorzystujgce idee progra-
mowania dynamicznego.

6.1. Bozdziat pomiedzy odbiorcow

Dla celdw rozpatrywanej metody zad6zmy, ze Srednig wartos¢ funkcji
strat przedstawi¢ mozna nastepujaco:

ENC .Q-2ZIR = \ M.
w i=1

gdzie Qi sg przeptywami dostarczanymi poszczegdlnym odbiorcom, 4. .
wektor Q2 mozna przedstawi¢ w postaci:

N2 = 72 *S217 921»*  e» M2ml

Przy powyzszych zatozeniach mozna prawg strone wyrazenia /12/ przedsta-

wi¢ jako: 2 ii
min E JC . Q - ZU =min ¢1 L, /Q,,./ =
<y- 1 «d- N

M
ZT Li [<iiv of
i

= 110 .
[®21,*.Q2n] i=1
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Ograniczenia majg posta¢ /13/-» /"W, przy czym ograniczenie /13/ zawiera
warunek = const.

Tak przeformudowane zadanie mozna rozwigza¢ metoda programowania dyna-
micznego. Stanem jest ilos¢ zasobdw pozostatych do rozdzielenia pomie-
dzy pozostatych odbiorcow.

6.2. Rozdziat w sieci

Zakozmy, ze sie€¢ ma strukture drzewa przedstawiong na rys. 2.

i w zwigzku z tym mozna ja podzieli¢ na strefy. W kazdej ze stref po-
dejmowane sa decyz"je o rozdziale przeptywu pomiedzy wycinki rurocig-
gow lezacych w danej strefie. Ostatnia P-ta strefa zawiera odbiorcow
wody -

Zakozmy, ze wektor Q2iwzSI?dem ktorego przeprowadzana jest minimali-
zacja wyrazenia /12/, ma posta¢ nastepujaca:

T rT T T
Q = |M21*%ee 2P

Ha podstawie powyzszego zaltozenia i przyjetej struktury sieci wyraze-
nia /12/ mozna przepisac¢ jak nastepuje:
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minE QI . Q-2) = min EDC .Q-21%§
02 1M 1021=="02p] j~1
2
= min min ---  min E]]c.-Q0-2Z%
21K Q22\xi ~2p1Q2,P-"1

co wyjasnia idee rozwigzania.

7. Uwagi dodatkowe

Efektywne rozwigzanie zadania optymalnego rozdziatu wody wymaga row-
niez efektywnego rozwigzania zadan czesciowydh, tj. rozdziatu przestrzen-
nego i czasowego. Rozwigzania tych zadah moga by¢ znalezione analitycz-
nie lub numerycznie. Rozwiazanie analityczne wymaga rezygnacji z ograni-
czen na przepustowosci rurociggéw i stad jego praktyczna stosowalnos¢
nie jest wielka.

Rozwigzania numeryczne wymagaja naogot duzego nakdadu obliczeniowego.
Mozliwe jest przy tym stosowanie réznych technik znajdywania rozwigza-
nia. W najprostszym przypadku stosuje sie metode siatek. Poswiecona jest
temu praca [i],przedstawiajgca kombinacje metody siatek z metodg anali-
tyczng. W bardziej ztozonych przypadkach stosowa¢ mozna metody aproksy-
macji ortogonalnej,czemu poswiecono prace 3] -
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QiimVIAJILHOE ynPABJffiHHE PACnPEHEJIEHMEi BOay B CHCTEME

R3:3ve

B paCoTe paccMaTpuBaeTca 3anaNy onTi*,iaJiBHoro pacnpeiejieHHH Bojpj b
cKCTeMe .l11pHHHeTca bo BHHKaHze TpaHcnopTHue orpaHineHiiH,orpaHiiMeHHH
eKKOCTH BOfloxpaHHjmiuJi.a Tarcxe HeyBepeHHocTt b xapaKTepHCTHxax noTpe-
di-nrejieii h npnTOKa 50 CECT6MH.l11oKa3HBaeTca cnocod aeKOMao3Hmm odigero
3auaHZH aa 3anaan aacoBoro 2 npocTpaHCTBeHnoro pacnpesejieinw.

OPTIMAL CONTROL OF THE WATER DISTRIBUTION SYSTEM

Summary,

The problem of optimal water distribution in the water jconomic system
is considered.The transport limitations ,the limitations of capacity! of
the reservoir and an unreliability of customers® characteristic as
well as an affluent are taken into account.The method of decomposi-
tion of the whole problem is shown in the paper.



