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STEROWANIE STOCHASTYCZNIE OPTYMALNE PRZY ROZNYM SPOSOBIE WYKORZYSTANIA
INFORMACJ1 POMIAROWEJ W PROSTYM SYSTEMIE WODNO-GOSPODARCZYM

Streszczenie. W referacie ﬂrezentuje sie rozwigzania trzech
probleméw sterowania stochastycznie optymalnego dla uktadu skikada*

jJacego sie ze zbiornika retencyjnego i odbiorcy.Problemy te roznia

sie_sposobem wykorzystania informacji pomiarowej o zapotrzebowaniu
odbiorcy.

Problemy rozpatrywane w pracy prowadza do struktur systeméw sterowa-

nia przedstawionych na rys. 1-3.

Ilys.1. Sya.2.
Rozwigzania sg otrzymywane na drodze numerycznej i z tego powodu
wszystkie zmienne"majg charakter dyskretny.
Doptyw d™ tworzy periodyczny proces stochastyczny,o zmiennych dyskre-

tnycb niezaleznych,okreslony przez podanie NP dyskretnych rozkdadow

prawdopodobienstwa.Cyklicznos6 procesu jest okreslona nastepujaco:

Pdn“PM+mNP  ,n>1,2, =_ = NP, m=0f1,2, =_. (@)
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gdziesd™ oznacza i-tg wartos¢ zmiennej losowej”.d™.pdjj-prawdopocobie

nstwo jej wystgpienie.n-dyskretng, chwilg czasu,zas UP okre3.

rys.3.
Zmienna losowa dn moze przyjmowa¢ wartosci ze zbioru;

/amin .min,. Jmaz)
1n "n +A n 1 @)

Zapotrzebowanie odbiorcy z""gest réwniez procesem stochastycznym o
whasnosciach analogicznych do 6n»Ea ilos¢ wody w zbiorniku hn oraz na
przepkywy kontrolowane oQ i ufl sg natozone ograniczenia postaci;
min” m &)
°min” °n” °max O]
umin” un”™ umax 15)
Bilans wody w zbiorniku daje réwnanie;
hmisvV dav n (®)
Informacje pomiarowag stanowi wektor 7.1;1 o postaci;

Yh=thr i mzl - @

lub wektor;
»\2 ** el (©)
Decyzje, sterujgce on i u” wypracowane na podstawie informacji pomiarowej
y~ lub Yn powinny minimalizowa¢ wskaznik jakosci;
U .
J=EC u -z ©)
n=1 o Tl)' ©
przy spednieniu ograniczen (3),(4),(5).-
H>UP oznacza chwile koricowg sterowania.
Obecnie sformalizujemy zadania dI8 prostych ukkadéw jednopoziomowych.

Przyjmujac,ze do wyznaczenia sterowah oa i Ujj bedzie -wykorzystana
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jedynie informacja o stanie napednienia zbiornikafmozemy napisac:

un“Vv  7n) (¢10))
°n“°AiNi) <)
J=Ej~[bn(7n)-2nl2 (7))

przy czym-na podstawie (@), (3, (4, (5), () wartosci o™ i1 »”powinny
spetniaC ograniczenia:

V N~ X-=W*V °n~”V df n-Hhin (€K))
Do rozwigzania powyzszego problemu mozna wykorzysta¢ metode programowa-
nia dynamicznego.

Rownanie Bellmana przyjmuje postac:

Snhn)=Min E, £(un-zn)2+Sn+1 (hn+1)] (@))
nln
dla n=N,H-1 ,... ,1 z warunkiem koricowym §j1=0,

Sterowanie optymalne wynikajace z rozwigzania zagadnienia minimalizacji
prawej strony rownania (14) przy ograniczeniach (3),(4).(»5)>(6)>(13)
ma posta¢ tablic,okreslajacych funkcje:
V=*>n> * °pn=c>n> n

Minimalizacji we wzorze (14) dokonuje sie metoda przegladu zupednego
dla wszystkich par ~ i1 onfspelniajgcych ograniczenia.
Rozwigzaniu temu odpowiada struktura ukdadu sterowania przedstawiona
na rys.1.

Jesli w skktad informacji pomiarowej wejdzie rowniez informacja

0 zapotrzebowaniu odbiorcy z”~6wczas rdéwnanie Bellmana przyjmie postac:
Sn<Vzre=u® nbh n, zjK-23 2+S5n+1(V I -zn+D)] @e>

dla r=l1,13-1, ... ,1 z warunkiem koricowym ShT+1=0.
Minimalizacja przeprowadzona przy ograniczeniach (3),(4).(5),(6),(13)
daje algorytm sterowania optymalnego w postaci tablic:
un=b°¢chn,zn) , O~ ( 1, zn), @an

prowadzacy do struktury ukdadu sterowania przedstawionej na rys.2.

W koncu wprowadza sie koncepcje struktury hierarchicznej ukdadu
sterowania,w ktorej dolny poziom podejmuje decyzje w oparciu o wytyczne
opracowane na gornym poziomie oraz informacje.o zapotrzebowaniu odbiorcy.

G¢Emy poziom podejmuje decyzje jedynie w oparciu o stan zbiornika.
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W przypadku tej struktury oprécz ograniczen (3)»(4),(®) przyjmuje sig

dodatkowe ograniczenia w postaci:

Viytn @)

~min *~n” ~max 19
gdzie:gn Jest oceng wielkosci przy wykorzystaniu informacji pomia-
rowej yn.

Do rozwigzania problemu poszukiwania sterowania stochastycznie optymal- *
nego wykorzystuje sie metode programowania dynamicznego,oraz metode
mnoznikdéw Lagrange®a oelem uwzglednienia zaleznosci (18).

Dla kroku N mamy:

272 ,20)

Mozna udowodni¢,te minimalizacje prawej strony wyrazenia (20) mozna
przeprowadzic¢ nastepujaco:

\Y 2 121>
Dalej:

Jr E Min E)X@Min E"fu”~zjj (€2)
“N urr

Sterov?aiiie; "optymalne Ujj powinno zatem minimalizowa¢ 7/yrazenie:
Sifydy*™ Mlin Ejyli ii-Zj,)2 )
u

przy ograniczeniu (18).
Korzystajac z metody mnoznikéw tagrangea mozna pokazac,ze sterowanie

optymalne wyraza sie wzorem:

uH=zirEzm+% (€2))
Aby wyznaczyc nalezy zminimalizowaC wyrazenie:
Jjf [} -2z 2 )
V*n>

przy ograniczeniach (3), (@), (6), (19).
Postepujac podobnie dla krokéow reli-1,H-2,.e.,1 mozna pokazacC,ze sterowa-
nie optymalne przyjmuje postac:

UE=ZiI-EZn+gn (26)
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Funkcje gn=an(”j oraz on=cn (7n) mozna wyznaczy¢ z nastepujacego

réwnania Bellmana:

““In0 Ely[ v Ezre2+V 1 (V 1)] L7>
-n” n

dlaen=H,H-1,...,1 z warunkiem koncowym SH"=0?
przy ograniczeniu {4>> (19) .oraz zmodyfikowanym (3).
Bilans wody w zbiorniku daje réownanie:

#+1=V  dn-un-°n (281
Poniewaz u®°=zn-Ezn+qrjWiec (28) mozna zapisa¢ jako:

hn+1“W zn+Ezn-4n-0n (29>
Zatem ograniczenie (3) przyjmuje postac:
hmin”®V dn-zn+Ezn“Si-°n " hmai )
Ze wzgledu na konieczno$¢ wykonania operacji usredniania w (27) zaleznos¢
(30) powinna by¢ spetniona dla kazdego zn i1 “6n.
Wykonujac operacje usredniania oraz minimalizacji prawej strony réwnania
@7) otrzymuje sie tablice w postaci:
vV anV * °na0dn{hn) (€1))
Zakozmy obecnie,ze chwila koncowa Jr jest bardzo odlegta.Wowczas
konsekwencja okresowosci dopdywow i zapotrzebowan bedzie poczawszy od
pewnego etapu®obliczen okresowe powtarzanie sie tablic stanowigcych
algorytmy sterowania,np.dla uktadu z rys.1 bedzie zachodzi¢ poczawszy
od pewnego n:
bn N “bn-Kp{hn) s ee=

(€%)
SAAN-NPA)

W dalszym ciggu za rozwigzanie optymalne przyjmujemy rozwigzanie okresowe.
Dzieki temu ilos¢ tablic zmniejsza sie do NP zestawdw zamiast li.JakosE
ukdadu przy optymalnym sterowaniu okresowym moze by¢ okreslona przez
wartos¢ Srednig za okres:

Noed N - 22 (€9))

WartoS¢ ta moze by¢ wyznaczona np. na drodze symulacji.
Dla rozpatrywanych uk#adéw dokonano obliczen optymalnych okresowych
algorytméw sterowania oraz symulacji ich pracy dla konkretnych danych

liczbowych.
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tablice 1 i1 2 zawierajg wartosci zmiennych losowych d™ i zn,orsz

odpowiadajacych im prawdopodobienstw.Przy jeto JT?=12.

Tablica 1 Tablica 2
) s -
YA 0.2 0,4 0,6 ©og 1,0 \an
N\ , Edn  ,\ 0.2 04 0,6 0,8 1

1 0 05 05 0 0 050 1 1 0 0 O0 0 0,2
2 0 0306 01 O 05 2 0 1 0 0 .0 0,4
$ o o0 0,2 0,6 0,2 0,8 3 0,2 0,6 0,2 0O O 0,4
4 0 0 01 01 08 09 4 0 0,2 0,6 0,2 0 0,6
5 0 0O O 05 05 09 5 0 0,2 0,6 0,2 0 0,6
b o 02 06 02 0 060 6 0 O 0,2 0,6 0,2 0,8
7 04 06 0 0 O 032 7 0 0 0,2 0,6 0,2 0,8
8 08 02 0 O O 0,24 8 0 0,2 06 0,2 0 0,60
9 04 06 0 O O 0,32 9 o0 0,2 06 0,2 0 0,60
10 0,9 0. O O O 0,22 10 0,2 0,6 0,2 0 0O 0,40
m o505 O O 0 03 11 0 1 0 0 0 0,40
2 05 05 0 0O O 03 12 1 ©0 O O O 0,2

Przeptywy o,,,qn ,u_ moga przyjmowa¢ wartosci dyskretn? 0,0.2,0,4,0.6,0.3

i 1.0 .Symulacje pracy wszystkich stanowlprzeprowadzono przez 5 000 okresow
(60 000 krokow).Przyktadowe wyniki obliczen dla ukdadu z rys.l. przedsta-

wione sg na rys.4.Wartosci przydziatéw wody dostarczanej odbiorcy,
rys.4a, sa dla wyzszych stanéw napeknien réwne wartosciom Srednim zapo-

trzebowan uXeEzn .Przy nizszych stanach napednien dostawy sa limitowane.



itys4 a,b.

Stany napednienia zbiornika w ukkadzie wg rysunkéw 1 i 2
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Rys.4c. Stany napednienia zbiornika w ukkadzie wg rys.3

TI
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Ograniczenie przydziatéw wynika z ograniczenia natozonego na dopuszczal-
iby poziom zbiornika h~"h”~”~a0. lub tez dla nieco wyzszych stanéw napek-
niep, z postaci przyjetego wskaznika jakosci i rozk¥adéw prawdopodobie-
nstwa d, i z,.
Mozna to interpretowaC¢ w ten sposéb, ze algorytm sterowania d.ecyduje sie
na poniesienie strat wynikkych z niezaspokojenia potrzeb w danej chwili,
aby zapobiec wiekszym stratom w przyszdosci.Optymalne wartosci on,
przedstawione na rys.4b,okazuja sie najmniejszymi odpkywami zapewniajg-
cymi nieprzekroczenie ograniczenia na gorny poziom zbiornika i speknia-
Jacymi rownanie:

0 fv W C X-Ezn -dla ~kich,zeon> 0

a 0 ,dla pozostatych hn
Interpretacja tego wyniku jest nastepujaca.
Wskutek tego, ze w rozwazanym przykdadzie wartosci Srednie doptywu
i zapotrzebowania za okres sag réwne, mozna powiedzie¢, ze przyczyna
wystepowania ograniczen przydziaktéw wCdy sg zrzuty, ktoérych koniecznoscé
«wnika z ograniczonej pojemnosci zbiornika. Jest oczywiste, ze wartosci
tych zrzutéw powinny by¢ mozliwie najmniejsze,
Z rozkdkadu prawdopodobienstwa stanéw napebflien zbiornika, przedstawionego
na rys.4c, wida¢, ze prawdopodobienstwo wystapienia niektérych sterowan
JeBt zerowe,

-Algorytm sterowania po zwiekszeniu pojemnosci zbiornika do

wykazuje bardzo duze podobienstwo do poprzedniego. W zakresie niskich
stanéw napednien algorytmy U~b~ihJ pokrywaja sie. Odpblywy on spedniaja
rowniez réwnanie (34). ffartosci sterowan dla pozostakych standw wynosza
un=Ecn* £ak wigc dysponujac optymalnym algorytmem sterowania dla pewnej
(wystarczajgco duzej) pojemnosci zbiornika mozna natychmiast podac
algorytm optymalny dla zbiornika o pojemnosci wiekszej.Zwigekszenie po-
jemnosci zbiornika powoduje zmniejszenie wartosci prawdopodobienstw
poszczegblnych stanéw napednien, w tym réowniez skrajnych. Dzieki temu
ograniczenie poboréw i dokonywanie zrzutéw zachodzi rzadziej. Pocigga”
to za sobg zmiejszenie wartosci wskaznika jakosci,Dla rozpatrywanych

uktaddéw uzyskano nastepujace wartosci .
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1.Tikled nie wykorzystujacy informacji pomiarowej o sn (rys.l1.)
hmaxc272 EJ=0, 1437
hmax=3, ° EJ=0,13S5
2.Ukdad dwupoziomowy, wykorzystujacy informacje o z jedynie na nizszym
poziomie (rys,3.)

hmax=2*2 EJ=0,0493
hmfix=3"° EJ=0,0194
3.Uk#ad wykorzystujacy informacje pomiarowg o z* (rys,2.)
hmax=272 EJ=0,0276
hmax““3*0 EJ=0,0155

W wypadku, gdy zapotrzebowanie jest zdeterminowane@szystkie powyzsze
uktady sa réwnowazne.
W szczeg6lnosci dla zapotrzebowania zdeterminowanego i réwnego Ezn
z ostatniej kolumny tablicy 2 uzyskuje sie wartosci:

hmax=2*2 EJ=0,0150

hmax=37° EJ=0,0078 *
Powyzsza Draca zostata oparta na opracowaniu wykonanym w Zespole Teorii
Sterowania w ramach Problemu Rzgdowego PR-7 pod kierunkiem

prof. dr.hab. inz. Ryszarda Cessinga.
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STOCHASTIC OPTIMAL CONTROL WITH DIFFERENT USE OP MEASURING INFORMATION
IN THE SIMPLE WATER ECONOMIC SYSTEM

Summary .»

The solution of three optimal stochastic control problems'for the wa-
ter system is being considered® The system consists of a reservoir and
customers. The problems differ one another by use of measuring informa-
tion about customer. The numerical results are also presented.



