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UOGÓLNIONA TEORIA MOCY

Streszczenie. W pracy została przedstawiona i uzasadniona ogólna 
teoria mocy przebiegów, które nie są transformowalne według Fourie
ra. Znaleziono nowe zależności zachodzące między przebiegami i ich 
mocami. W tym celu zastosowano uogólnioną transformatę Fouriera 
wprowadzoną przez N. Wienera.

1. Uogólniona transformata Fouriera (Por. [1] str. 150, [2] str. 240)

Rozważać będziemy funkcje f(t) przebiegów rzeczywistych o skończonej 
mocy. Dla przebiegów tych określona jest wartość skuteczna (por. [3] ):

( 1. 01 )

oraz funkcja autokorelacji:

T,
f(t)f(t-r)dt ( 1 •0 2)

-T

Jak widać zachodzi prosta relacja:

(1.03)

przy czym (co łatwo wykazać):

41(o) ̂ 4>(f) (1.04)

dla każdego t .
Funkcja •P(f) jest funkcją parzystą i posiada transformatę Fouriera 

(por. [i] ) -
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Odmiennie od P(t) funkcja f(t), ogólnie biorąc, nie jest transformo- 
walna według Fouriera. Posiada jednak uogólnioną transformatę Fouriera 
zdefiniowaną przy pomocy relacji:

oo

Ffi(oo) = |  -2-B^nć't . f(t)e"jwtdt, & i o (1.05)
-00

oraz transformatę Hilberta (por. [3j):

- "{'(«>} (-.0«
-o o

W szczególnym przypadku, gdy f(t) jest transformowalna według Fouriera
(np. przebieg o skończonej energii), tzn., jeżeli:

oo

F(oo) . j* f (tje-^dt (1.07)

istnieje dla każdego rzeczywistego oo , to wtedy:

OO

Ffe(oo) . jVe(oo-£)F(Q)di2 (1.08)
-oo

gd zie:

1, gdy |oo|<£
JT£(co) “ (1.09)

0, dla pozostałych wartości co

Zachodzi także (na podstawie (1.08)):

F (oo)
lim -§v ■ = F(oo) (1.10)
ć— O

75-------- *7Symbol: I oznacza, że bierzemy wartość główną całki w sensie Cauchy’e-
go. W przedstawionej pracy wartości wszystkich występujących całek Moż
na tak interpretować i dlatego w dalszej części pominiemy symbol , {#)"
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Przechodząc do przypadku ogólnego połóżmy:

-00  V '

Mamy (zakładając, że f(t) jest funkcją ograniczoną):

f  2 a i n ć t  f  1  f  f ( t )  d r ]

J t j
00 /  
ii (

00
n

j f ( r ) [
1 f  

*  ,V
oo '•

U
- 0 0

d t V d r

Rozważmy całkę:

oc

i i 2einćte-iJWtdt _ ^ j 2sin£xeJcoxdxI J  ----- * )— xTx+tT
-o o

1 f 28inŁpe'^Jpdp
» J  p (p+ 0  *

gdzie C jest konturem pokazanym na rys, 1.

( 1. 12 )

Gdy w  >  o, otrzymamy:

1 f 2sinćxe')o33Cdx . 2siner -jcofX J -7TIT7] J —t— 9
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Dla: co<o, zachodzi (por. rys. 2):

1 f  2 s in 6 t ,e -,'Ł:>td t 1 i 2 a in £ t e ^ t dt „ _£ J nr̂ Fj   x J tit-ij -• "c
. 2ainć.r -.icoT - J — f  . e

Gdy, co = o (por. rys. 3):

1 F 2 s in ć td t  _ 2 T i f  eJ 6 t d t]  f  e jć p dp _ -  1
£ J t(r-t) £ | J TTTTJ J pT F o  j 1 “ ?-00 IrOO ) n

Czylis

1 f 2sinćtdt 2(l-coa£f) 
£ J t(r-t) * t t

-00

Ostatecznie:

P6H(ło) ■ j sgn coPg (co); cô  o (1.13)

lim - ^ Ł —  = o (1.14)
ć- 0  2e

Alternatywnie relację (1.13) można uzyskać następująco. (Poniżej przed
stawione wyprowadzenie pozwala na uwolnienie się od założenia, że funkcja 
f(t) jest ograniczona. Założenie konieczne w odniesieniu do relacji (1.12)).
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Mamy:

PftH(u>) -  p s i n «  H| f ( t ) J e -Jcnt dt 
-00

00 . °0 

1 f 2sinćt _-.1wt I ff(t-fc)dfc. I
= - f J - r -  e J x "-00 -oo /

Powyższa całka wielokrotna jest bezwzględnie zbieżna, dlatego:

- ¿ | i / | 2B i n i t f ( t . Me- ^ d t J dX
-00 V-00 S

Lecz:

|[sis|i|±n _

J s ^ s s  ^

Stąd, dla wystarczająco małego ć( lo# 0):

| 2alt+ r"*^ dt 3 Ffi(w )

Czyli:

uu
| 2sinćt f (t_x).-Jwtdt a
-00

Wstawiając (1.18) do całki (1.15), otrzymamy:

JWiii* „{,(.)} .-*<*„ .

-oo —00

(1.15)

( 1 . 16 )

(1.17)

(1.18)

(1.19)
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W dalszej części rozważań korzystać będziemy z twierdzenia N.Wienera (por.
[i] str. 139 i nast.), które orzeka, że jeżeli jedna z granic

l i m  T—oo
O
j f 2 (t)dt (1.20)

-T

2
lim yg- f2(t)d t istnieje, (1.21)
ć—O J t-00

to istnieje także druga granica i że są one sobie równe. Dla przebiegów o 
skończonej mocy mamy więc:

lim
T-.00

^  |  f 2 (t)dt - l i m  | s i a ^ćt . f 2 (t)dt (1.22)

Na podstawie twierdzenia Parsevala zachodzi (por, (1.05))*

A .  . 2 , . , . .  1

Stąd (por. (1.22))*

1 ? 2 1 F lP£ 2(ia5i1" h J f2̂ dt - )-■-w  (1*23)T— oo £-K)

Podobnie (por. (1.13), (1.14) oraz (1.19))*

1 ?|p ć(w)|2doo 
- l l m k  J  ■ JJ6—

e ~ o

Czyli:

T I
^ l i m  ¿ T  |  f 2 (t)dt - ^li m   ̂|  [H{f(t)}J2 dt (1.24)
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Z relacji (1.24) wynika, że wartości skuteczne przebiegu f(t) oraz je
go transformaty Hilberta H^f(t)} są sobie równe. Niech f(t) i g(t) będą 
przebiegami rzeczywistymi o skończonej mocy. Zachodzi:

|2sin£t # + gitjje^^dt - Fć(co) + Qć(cn) (1.25)

oraz (por. (1.23))8

1 f|*ć(w)|2du>

( 1. 26)

i ? 2 i y k M 2

1 ? ? 1 IGja (co)| 2dto
lim öS 1 g (t)dt - lim ™   jsrr---

T-°° 2TJ  ć-o "  4*C

Wykażemy, że:

? . cS l' (co)G*(u>) dtou. i, j »(«>,<«>« - u; hj-ź-Th  <’-27>
Istotnie, na podstawie nierówności Schwarza:

T T  T
| f2 (t)dt . | g2(t)dt > | s t | f(t)g(t)dt|2

-T -T —T

Co oznacza, że granica stojąca po lewej stronie relacji (1.27) istnieje. 
Na podstawie twierdzenia Wieners (por. (1.22)) mamy:

i
1 ̂ 1r>

T— oo

czyli (por. (1.23)):

¿i® ! & (t) + “ “ “ IT j ^ ^ | f ( t )  + g(t)] 2 dt (1.28)

i Pr 1 2  i Flpć ^  + 2 dto2T f[f(t) + g(t)] dt “/iS 25 J m----
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Stąd, uwzględniając (1.26) oraz fakt, że dla transformat funkcji 
wistych;

Fć(co) G*(w)dco = i F* (co) G£ ( c o ) dco

otrzymamy relację (1.27).
Połóżmy: g(t) = H ik(t)| . Zachodzi (por. (1.27) oraz (1.13), (1.
(1.19)):

. . ^sgncnP. (oo)Ki (co)do3
Urn lę J f (t) H{k(t)} dt - - j lim -j j  ^ -----
1”*'°° _QO

1 JPagnosF* (co) Kfi(co)dco
+ J 2i J  4̂ -----e-o

Z drugiej strony:

^ 9psgnuiK(co)F£ (co)dco
TU m  ̂ jk(t)H{f(t)} dt » - j lim ^

stąd:

^lim ̂  | f(t)Hjg(t)j dt = - ^ i m  ̂ |g(t)H[f(t)]dt

Z relacji (1.29) wynika natychmiast, że:

T
lim ̂  | f(t)H|f(t)| dt = 0

T-

lim 4s i f(t)g(t)dt = lim^TS | Hff(t)} . Hig(t)}dt
T-»oo ^  J T— o°

ST | H{r(t)} . H{g (t)}«

rzeczy-

14) i

(1.29)

( 1. 30)

(1.31)
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Jak widać w rozpatrywanej przestrzeni funkcyjnej funkcja f(t) jest or
togonalna do swojej transformaty Hilberta a z (1.31) oraz (1.24) wynika, 
że (z punktu widzenia teorii mocy przebiegów) przebiegi rzeczywiste są wy
mienialne z ich transformatami Hilberta.

2. Moc czynna, bierna i pozorna (Por. [3] )

Niech L jest dowolnym1  ̂ układem elektrycznym, między zaciskami któ
rego występują przebiegi o skończonej mocy. Oznacza to, że między zacis
kami (a,b) układu L (por. rys. 4) określone są wartości skuteczne:

a Lit)

u ft) L

Rys. 4 I -1/ lim ̂  1 i2(t)dt

( 2 . 0 1 )

oraz moc modułowa:

P - U . I m (2 .0 2 )

Podstawowymi mocami przebiegów są moc czynna P i bierna Q. Na podsta
wie definicji mamy:

P = lim ̂  \ u(t)i(t)dt
T-*-oo

(2.03)

Q - ^lim ̂  | u(t)Hji(t)jdt (2.04)

Niech: i(t) = G u(t), gdzie G jest wielkością stałą. 
Otrzymamy:

P « G U 2; Q = o  (na podstawie (1.30)).

pracy ograniczymy się do dwójników. Jednak biorąc ogólne L może być 
złożonym obiektem aktywnym zawierającym parametry skupione i rozłożone, 
elementy liniowe i nieliniowe oraz elementy odwzorowujące procesy sto
chastyczne.
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Gdy: i(t) ■ G H ju(t)j (zależność ta ma Istotne znaczenie w teorii kom
pensacji mocy biernej (por. [6])), otrzymamy:

P - oj Q - - lim i- |  i(t)H-ju(t)jdt - - G U2 

Na podstawie (1.27) zachodzi:

1 f (“ ) M dcJ
m l   <2- 05)Ć-O —03

1 ?sgnoiIfi (oo) I* (co)dco
e -o  '

Q - lim (-J)   (2.06)

Stąd:

1 f  Uć ̂  itMdoo
n & —  (2 - 07)

*)

f i - °  0

Moc pozorną S definiujemy przy pomocy relacji:

S - |P + j Qj m~^P2 + Q2 ’ (2.08)

Uogólnione transformaty Uć(co) oraz 1^ (co) możemy przedstawić w postaci
amplitud owo-fa zowej.
Połóżmy:

j(b(co) ja,(oo)
Ugfeo) - Vć(co) a ć j 1 ,(00) - Ić(co)e c (2.09)

oraz

V^(ui) -  ( t o )  - c t ć  ( ł o ) j  c o s V - | j  s i n ^ - l  ( 2 . 1 0 )

otrzymamy (por. (2.07)):

j V. (<4
„ W  .. 1 J£(o5)
S o   nra---------  (2,11)

-yS"' — ..... "7Pominięto składowe stałe przebiegów.
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Moc pozorna S jest wielkością rzeczywistą. Stąd:

, ifV.(co) J (to) cos (to) -^Idco8 - U » i p  S ^  Ł_ (2.12)

i />vć ^  s i n  IV. (co) -ł'] dco

   <2' ,3)

Zauważmy, że w przypadku szczególnym, gdy »̂ (co) = constans « relacja
(2.T-' ‘  - '
dy s
(2.13) jest spełniona dla dowolnej pary wielkości V̂ (co) i Ĵ (co) i wte

, i f  V„ (co) J e (co)doo
¿ i T x &  (2'H)

Teoria mocy, najogólniej biorąc, dotyczy związków zachodzących między 
mocami rozważanych przebiegów. W zastosowaniach - aby jej nadać określone 
znaczenie techniczne i ekonomiczne - odnosimy ją do wyróżnionego obiektu 
lub układu. Jeżeli dynamiczne zachowanie się układu pozwala na przeprowa
dzenie efektywnej analizy, to znaczy prowadzącej do znalezienia zależno
ści zachodzących między przebiegami, teoria mocy staje się składową częś
cią tej analizy a występujące moce możemy wyrazić w zależności od dyna
micznych charakterystyk układu.

Najprostszym tego przykładem jest układ liniowy czasowo niezmienniczy. 
Istotnie, niech L jest układem liniowym (pasywnym lub aktywnym) czasowo 
niezmienniczym i niech y(t) będzie odpowiedzią tego układu na napięcio
wy impuls Diraca <5(t) a ■P(t) funkcją autokorelacji (por. (1.02)) przy 
łożonego napięcia u(t).

Jak wiemy (por. [3j) dla układu L obowiązują relacje:

y(t)<>(t)dt (2.15)

°o r .
Q - -|y(t)H|<Xt)jdt (2.16)

Występujące w obu wzorach funkcje podcałkowe są transformowalne według Fou
riera. Otrzymamy:



18 Zygmunt Nowomiejski

OO
P = jg Y* (co)dco

-oo

00

Q » (-j) | sgnco §(u>) Y*(to)dcJ

gdzie ®(co) jest transformatą Fouriera funkcji <P(t). 
Czyli

P + j Q = j  ^ Y*(co)dco
o

Zachodzi (por. [2], str. 261)s

Ue(co)|2
i(cJ) - — W

Stąd, dla układów liniowych czasowo niezmienniczych:

1 2> | (co) | 2 Y*(co)dw
P + j Q - lim z | -------T3T7-

Jak widać uzyskane zależności wiążą moce przebiegów z funkcją 
układu.
Porównując (2.21) z (2.07), otrzymamy:

IfiM  - Y (co) U, (o j )

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2 . 20)

( 2. 21)

przejścia

( 2 . 2 2 )

Bezpośrednio relację (2.22) możemy uzyskać następująco. 
Na podstawie zasady superpozycji mamy:
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Zakładając, że dozwolona jest zmiana kolejności całkowania, otrzymamy:

Zachodzi (por. (1.18)):

| 2ą in ć t  _ u ( t _ r)e - J ^ t  dt 3 U ć M e - j ^ r

Czyli:

00

IĆM  - (co) Jy(r)e-;iwrdr- Y(co) Ue (co)

W przypadku ogólnym, gdy niemożliwe jest wykrycie bezpośrednich związ
ków zachodzących między przebiegami występującymi na zaciskach układu L a 
jego charakterystykami dynamicznymi, można, jak to zostanie pokazane, 
znaleźć relację wiążącą funkcje korelacji tych przebiegów. Funkcje te po
siadają bezpośredni związek z mocami rozpatrywanego układu.
Mamy (por. (1.18)):

00

-̂--[u(t) + i(t-f)]e"’3“ tdt - Uć (co) + 1 ,(10) e-^

Stąd (na podstawie (1.22) i (1.23)):

T

1-T
T

^lim ̂  |  [u(t) + i(t-t)]2 dt

1 |uć(«) + I <.(03)e~')C° r | dcJ
^ 2 1  --------Tro

czyli:

J  S u .  ( o j )  ( o j )  e ^ ^ d t o

Tiiom 2T J  U(t ) i ( t“ t)dt  r * * * --------  (2,24)
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Funkcja (2.24) jest funkcją korelacji wzajemnej przebiegów 
du. (Korelacją napięciowo-prądową układu).
Połóżmy:

tf(tr) - lim i u(t)i(t-r)dt T-00 ĆL1 J

®(w) » ftf(t)e~3o,t dt
-i

Z relacji (2.24) wynika, że:

Ue(cn) I*(w)
#(co) ■ lim 

Ć--0

Porównując (2.26) z (2.07), otrzymamy:

4 5CĆ

P + j Q > 1 j@(co)dGJ 
O

oraz (por. (2.12), (2.10)):

00
S * J|@(co)| cos (co) - V']dco

o

<x>

0 ■ y J*|®(l0)| ain[Vj(w) -f/J doo

Dla przypadku szczególnego (2.14), zachodzi:

00

S " s |l®^l doD
o

napięcia i prą-

(2.25)

(2 . 26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Jak widać, jeżeli występujące na zaciskach układu L przebiegi napięcia 
i prądu posiadają zerową korelację wzajemną (są nieskorelowane), to moce 
czynna P, bierna Q i pozorna S są równe zero.
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Powracając do relacji (2.26) zauważamy, że:

U (co) I*(co)
W  -

K ładąc t

l Ą t ) m lim
T— oo

V*o) tK t) e”'*ar*' dt

nierówność (2.30) możemy zapisać w postaci (por. (2.20)):

| @(co)| 2*S $(co)V(co)

3. Moc deformacji

Do rozważań wprowadzimy przebiegi zespolone zdefiniowane przy 
relacji (por. [4], [5])«

F(t) - f(t) - j H|f(t)}

Zachodzi:

■ i{ “ ; h  ł h  j  [“('<*>}r «

Czyli (na podstawie (1.01) oraz (1.24)) dla wartości skutecznej P 
biegu rzeczywistego f(t), otrzymamy:

|  i(t)i(t-r)dt

<: lim
ć — 0

|UĆM | 2
A3ić

lim
e-o

I ^ M
— 73Tr~ (2.30)

(2.31)

(2.32)

pomocy

(3. 01)

prze-
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Przykładowo, niech:

n«N
f(t) • z  Cn cos + ^n^

n»1

Stąd <

n»N
Zn*1{f(t)} - - 2 ]  Cn 8ia K *  + *n}

n«N ą( - +.
i(t) Cn . * *  . e “

n«1

|i(«)|2 - £  or
n,r»1

Ody r i  n, otrzymamy:

lim
T-*-oo

, « jt(u> -co ) ein(co -co ) T
—  I e n dt - lim n ri—  - O 4T J iw» 2TCco-oo;

Z drugiej etrony, gdy r ■ n:

lim -j* I dt 
T-*°° 41 I

Ostatecznie więc:

n»H n»N _c

n»1 n»1 ”

(3.03)

(3.04)

(3.05)

Połóżmy:

U(t) - u(t) - j H[u(t)|j X(t) - i(t) - j H[i(t)| (3.06)
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Wielkość zespoloną:

T
S - lim 7 5  \ U(t) I(t)dtT—-oo

V Agdzie symbol l(t) oznacza przebieg sprzężony do przebiegu I(t 
wiemy mocą zespoloną (por. [4] ) przebiegów rzeczywistych u(t)
Na podstawie (2.03), (2.04), (1.29) oraz (1.31), otrzymamy:

Ś - P + j Q

Zachodzi (por. (2.08)):

S - |Ś | - limT— oo I | U(t) !(t)dt| 
-T

oraz (por. (2.07)):

1 ?  A V  ̂ t uć (^)
¿ S i i  j  w , )  I(,)d* - *  |  — t o —

Przyjmijmy, że przebiegi u(t) i i(t) posiadają postać (3-03), 
czy, niech:

n-N n-N
u(t) ‘ Umn C M ( V  +  i(t) “ 2 Z  Zma cosK t + V

n-1 n-1

Otrzymamy (por. (3.05)):

j£> jco t . jct J ło t
*  X  U m n  e  D  6  “  »  I ( t )  “  L  X m n  8  9

n*1 n*1

U(t) I(t) - X  Umn ^  9 
n,r»1

(3.07)

), naz-
i i(t).

(3.08)

(3.09)

(3.10) 

to zna-
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Stąd:

n=N jV,
A 1 0  A v --------------------------------\ -----1 J  n

J U ( t )  1 < t ) d t " 2 ]  U n  6  n

gdzie i

U I
U - -S®! I - — j <p - ę> - oC
n -y? n -y?

Ogólnie, dla każdej skończonej wartości T prawdziwa jest tożsamość:

| |u(t)| 2dt . I |l(t)|2dt >| | U(t) X(t)d11
-T -T -T

2

T T
+ |  f |  |u(t) i(r) - u(r) i(t)|2dt dt (3 .1 1 )

-T -T

a ponieważ granica (por. (3.02)):

lim I IU(t)I 2dt lim i 11(t)I2dt istnieje określona jest także
K  T -» o o  w

wielkość K zdefiniowana przy pomocy relacji:

K -f"^Limt^) 1 | | |u(t) I(C) - U(t) I(t)|2dt dt (3.12)

K nazwiemy mocą deformacji przebiegów u(t) oraz i(t).
Na podstawie (3.11), otrzymamy (por. (2.02), (3.09)):

P2 - P2 + Q2 + K2 (3-13)

Zauważmy, że gdy:

I(t) -Xu(t)

gdzie X " jest wielkością stałą (zespoloną lub rzeczywistą), to moc K jest 
równa zero.



Połóżmy (por. [7] )»
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I(t) - I±(t) + I^t) 

l(t) - %  U(t)
i  .  y t

(3.14)

Zachodzi:

h  j  ii(t) V *  “ “2 h  j  6(t) [i(t) - 7  S(t)] dt

Czyli:

lim -Irp | iŁ(t) I^(t)dt - C (3.15)

liamyi

I2 - lim 4, \ |l(t)|2dt
T-»<»

‘ j liiit)l2‘,t * ¿i h j|i,wl2«

I2 = Ą  + I2 (3.16)
U

Porównując (3.16) z relacją (3.13), otrzymamy:

K - U 1̂ , (3.17)

A  /  \gdzie 1^ jest wartością skuteczną przebiegu zespolonego Iy,(tj.
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OEOEiHEHHAH TEOPHfl MOIItHOCTH 

P  e 3 a  u  e

A b t o p  pacciiaTpaBaeT h  oÓocHOBbiBaei b ciaite oónyio Teopmo h o u h o c t h  npoie- 
KaHHfl, KOTopue He H3oCpaxamTCH no $ypbe. Hafl^eHU HOBiie 3aBHCHM0CTH aejwy
npoieKaHHfliMH h  h x  u o n Hocibm nyieM npHMeHeHua oSoÓmeHHoro n3o6paxeHHa $yHK- 
iiHH $ypbe, BBefleHHofl H. BeHepoM.

GENERALIZED THEORY OF POWER 

S u m m a r y

In the paper the generalized theory of the power of currents which can
not be transformed according to Fourier is described and justified. New 
relationships between the current and its power are found. For this pur
pose a generalized Fourier transform introduced by N. Wiener was applied.


