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O PEWNEJ INTERPRETACJI TWIERDZENIA LORENTZA - VAN DER POLA

Streszczenie. W pracy podano zwigzek funkcji przejscia liniowego
i pasywnego dwdjnika elektrycznego z_czescig energii wydanej ze Zr6-
dia® przy jednostkowym wymuszeniu napieciowym. Otrzymana zaleznosc
jest uzupednieniem zwigzkdéw energetycznych Lorentza - Van der Pola.

Rozwazmy liniowy obwod elektryczny z wymuszeniami napieciowymi. Niech
bedzie on ztozony z pasywnych elementéw R, L, C i opisany rownaniem ma-
cierzowym wynikajacym z drugiego prawa Kirchhoffa

BC> =2(s) 1(s) a;

Macierze kolumnowe E(s) 1 I(s) o wymiarach Nx1 (N - liczba oczeknie-
zaleznych) sg macierzami napieC i1 pradéw Oczkowych otrzymanymi z macierzy
napie¢ i pradow gateziowych przy pomocy macierzy strukturalnej K] - O ele-
mentach macierzy E(s) 1 I1(s) zakkadamy, ze sa dwustronnymi transfor-
matami Laplace’a. Oznacza to, ze istnieje wspélny przedziat zbieznosci w
postaci niepustego zbioru s, w ktéorym cakki

()]
Ik@® | k@ ~ac & 2a)
EK(S) - JOK(Y) @8t dt Kk “1.... 7 @)

-00

sg zbiezne [8].-

Macierz Z(s) jest macierzag impedancji Oczkowych otrzymang przy po-
mocy macierzy strukturalnej z macierzy impedancji galteziowych. Jest to
macierz symetryczna o wymiarach NxN, ktorej elementy lezace na glownej
przekatnej sa pednymi impedancjami poszczegdlnych oczek, zasS pozostate e-
lementy sa wzajemnymi impedancjami miedzyOczkowymi [] . Elementy macierzy
2T(s) sa w przypadku ogolnym postaci
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Zki(s) a 8 Lki + Rki + [©)

Rozwigzanie rownania (1) ze wzgledu na szukang odpowiedZz pradowg mozna
zapisaC w postaci

X(b) -K(s) B(b) @

w ktoérej
K(s) = Z(s) 1 ®

jest funkcja przejscia ukdadu [4].
Poniewaz z przestanek fizycznych wynika, ze macierz impedancji Oczkowych
Z(s) jest macierzg nieosobliwa, funkcja przejscia dla opisywanego ukdadu
zawsze istnieje [F] -

Jezeli w cakym obwodzie mamy tylko jedno niezerowe wymuszenie w posta-
ci impulsu jednostkowego

el - 1M ®

i 1-ta gataz wchodzi tylko do jednego z wybranych oczek niezaleznych, to
oznaczajac przez 1~ (0) odpowiedz na takie wymuszenie w Kk-tym oczku,
mozemy napisa¢ réwnanie (4) w postaci

W 8) * Kik(s) i ©)
Funkcja przejscia na zaciskach zrodda wymuszajgcego jest wiec rdwna

KAL) - s ®

Dla rozwazanego obwodu Van der Pol w swojej pracy [8] udowodni+ naste-
pujace twierdzenie.

Tw. 1s Niech w liniowym obwodzie elektrycznym o zerowych warunkach po-
czatkowych zostanie wkgczone w 1-tej gatezi jednostkowe zréddo napiecia
przy wyzerowanych pozostatych zrédbach. Jezeli wszystkie bieguny funkcji
przejscia na zaciskach niezerowego zrédda leza w pétplaszczyznie Re a<O0,
to granica pochodnej funkcji przejscia po s, dla s—-0+, rowna jest gra-
nicy podwojonej roznicy energii pola elektrycznego pojemnosci i energii
pola magnetycznego indukcyjnosci dla t—-o0 1

€)
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Dowddtwierdzenia zwigzany jest Scisle z pojeciem dwustronnej transforma-
cjiLaplace’a.lstotne dla dowodu jest przytoczone rowniez w [8] twierdze
nie Abela.

Tw. 2: Jezeli T(t) jest funkcja transformowalng w sensie istnienia
dwustronnej transformaty Laplace’a

®
f(D) i F(s) = [f(t) e"8t dt 10)

-ob

oraz istnieje granica funkcji

lim f() = f® D
T— ™00

to zachodzi

lim s F(s) * lim f(©)
s— O+ t— +@

Symbol s— O+ oznacza tutaj zmierzanie do zera po dodatniej pétosi rze-
czywistej, to znaczy dla s rzeczywistych.

Tw. 1w nieco innej formie podat juz Heaviside B], a jego pierwszy,
bardzo ogélny, oparty na réwnaniach Maxwella, dowdd przeprowadzit+ Lorentz
[Jol- W oparciu o podang zaleznos¢ (9) mozna sformutowaé¢ inny zwigzek e-
nergetyczny przeprowadzajac dowdéd nastepujacego twierdzenia.

Tw. 3s Jezeli sag spednione zatozenia Tw. 1, to granica pochodnej funk-
cji przejscia, dla s— =m0+, réwna jest energii wydanej ze zrodka, zwigza-
nej ze skkadowg przejsciowg pradu zrodda ipl(D

®
KINE = ] ipl® dt @3)

Korzystajac z Tw. 1 mozna rownoczesnie stwierdzi¢, ze energia wydana ze
zrodda, zwigzana ze skladowa przejsciowg pradu przy wymuszeniu jednostko-
wym, jest réwna granicy podwojonej roéznicy energii pola elektrycznego po-
jemnosci i1 energii pola magnetycznego indukcyjnosci dla t-«-00

ipl(® dt - 2Jy©°) - T(oc0)J ad
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Dj Odpowiedz pradowa ukdadu z elementami liniowymi moze byd zawsze roz-
+ozona na sktadowg przejsSciowg i ustalong. Skkadowa przejsciowa jest roz-
wigzaniem ogolnym réwnania jednorodnego, dla ktérego state obliczane sg w
oparciu o zadane warunki poczgtkowe, a skktadowa ustalona zachowuje cha-
rakter wymuszenia, czyli dla wymuszenia w postaci Tfunkcji jednostkowej
skfadowa ustalona bedzie funkcja stata []-

@5)
Przyjmigmy rownanie (7) w uproszczonym zapisie
1(s) « K(s) © (8)

Tak wiec dla catego obwodu traktowanego jako dwdjnik o zaciskach pokrywa-
jJacych sie z zaciskami zrédka zachodzi

K(s) « s I1(s) an

Korzystajac z zerowych warunkoéw poczatkowych i calki definicyjnej trans-
formaty pradu mozemy napisac

00

€C)

Z faktu, ze i(t) jest funkcja transformowalng wynika holomorficznos¢
funkcji K(s) |7] - Korzystajac z tego mozemy obliczy¢ pochodng

(€))

o o

Jezeli uwzglednimy réwnanie (15), to réwnanie (19) przyjmuje postac

Ks) - | e"8t ip(® dt + iu | e"8t dt +
0 o

)
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W wyniku caktkowania czwartej calki otrzymujemy
- aiu | te“at dt « - iu \] e"'8t dt (@)
Podstawienie réwnania (21) do réwnania (20) prowadzi do zaleznosci
K'6)-lesti (dt-s te'sti (Ddt (X))

Rozwazmy dla réwnania (22) przejscie graniczne e—*0+, to znaczy przej-
Scie z s do zera po dodatniej potosi rzeczywistej. Poniewaz druga calka
w (22) istnieje dla Re s > 0, to przy przejsciu granicznym s-— 0 zwig-
zany z nig czton nie da przyczynku do granicy po prawej stronie. Aby wy-
kona¢ przejscie graniczne dla pierwszej calki w réwnaniu (22) zastosujemy
znane twierdzenie o przejsciu do granicy pod znakiem cakki []. Poniewaz
funkcja e“8t 1 () przy ustalonym s jest catkowalna wzgledem t w
przedziale [o0,00) i dla s-%0+ dazy do funkcji catkowalnej w przedziale
o 0» w sposéb jednostajny, to mozemy napisac

00
Ki©) - lim fe“8t i (b) dt -
s—0+ " p
00
lim e"8t i (O dt - fi (O dt (€2))

a— 0+ p J p

Otrzymana zaleznos¢ (23) konczy dowéd Tw. 3

Podane uzupednienie Tw. 1 jest interesujgcym zwigzkiem energetycznym
dla liniowego i pasywnego dwojnika elektrycznego. Powigzanie energii wy-
danej ze zrédka z rozkkadem energii w obwodzie 1 funkcjg przejscia obwodu
jest przyczynkiem do badan nad przeptywem i zmiang form energii w obwo-
dach elektrycznych.
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o OflHOli HHTEPnPETAUHH TEOPEMH JIOPEHUA-BAH HEP nOffii

Pes i)ue

B padoie noJtyaeHa cbb3l iiexny a™MHTaHCOM sxeKTpHiecKoft uena h vaciba g-
HeprHH, noiepaHHofl hctobhhkom npn eflHHHBHoft <J>yHKUnn BanpaxeHH/t.Pafiora hbjih-
eica npHJioxeHBeM k QHepreTBHecKHu cbh3bom JlopeHna-BaH £ep ilojm.

AN INTERPRETATION OP THE LORENTZ - VAN DER POL’S
THEOREM

Summary

The paper deals with the relation between the passage of a linear and
a passive one-port network function and a part of energy of the source
when the voltage source is suddenly applied to the electric circuit. The
obtained relation is a suplement to the Lorentz - Van der Pol’s theorem.



