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0 PEWNEJ INTERPRETACJI TWIERDZENIA LORENTZA - VAN DER POLA

Streszczenie. W pracy podano związek funkcji przejścia liniowego 
i pasywnego dwójnika elektrycznego z częścią energii wydanej ze źró
dła' przy jednostkowym wymuszeniu napięciowym. Otrzymana zależność 
jest uzupełnieniem związków energetycznych Lorentza - Van der Pola.

Rozważmy liniowy obwód elektryczny z wymuszeniami napięciowymi. Niech 
będzie on złożony z pasywnych elementów R, L, C i opisany równaniem ma
cierzowym wynikającym z drugiego prawa Kirchhoffa

B(*> = Z(s) I(s) (1 ;

Macierze kolumnowe E(s) i I(s) o wymiarach Nx1 (N - liczba oczek nie
zależnych) są macierzami napięć i prądów Oczkowych otrzymanymi z macierzy 
napięć i prądów gałęziowych przy pomocy macierzy strukturalnej [4] . 0 ele
mentach macierzy E(s) i I(s) zakładamy, że są dwustronnymi transfor
matami Laplace’a. Oznacza to, że istnieje wspólny przedział zbieżności w 
postaci niepustego zbioru s, w którym całki

Ik(B)
OO

i ‘ik(t) -et dt - «N (2a)

Ek(s) - J ® k(*) ®"8t dt k “ 1.... ? (2b)
- O O

są zbieżne [8] .
Macierz Z(s) jest macierzą impedancji Oczkowych otrzymaną przy po

mocy macierzy strukturalnej z macierzy impedancji gałęziowych. Jest to 
macierz symetryczna o wymiarach NxN, której elementy leżące na głównej 
przekątnej są pełnymi impedancjami poszczególnych oczek, zaś pozostałe e- 
lementy są wzajemnymi impedancjami między Oczkowymi [7] . Elementy macierzy 
2T(s) są w przypadku ogólnym postaci
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zki(s) a 8 Lki + Rki + (3)

Rozwiązanie równania (1) ze względu na szukaną odpowiedź prądową można 
zapisać w postaci

X(b) -K(s) B(b) (4)

w której

K(s) = Z(s)_1 (5)

jest funkcją przejścia układu [4].
Ponieważ z przesłanek fizycznych wynika, że macierz impedancji Oczkowych 
Z(s) jest macierzą nieosobliwą, funkcja przejścia dla opisywanego układu 
zawsze istnieje [5] .

Jeżeli w całym obwodzie mamy tylko jedno niezerowe wymuszenie w posta
ci impulsu jednostkowego

e1(t) - l(t) (6)

i 1-ta gałąź wchodzi tylko do jednego z wybranych oczek niezależnych, to 
oznaczając przez 1^ ( 0) odpowiedź na takie wymuszenie w k-tym oczku, 
możemy napisać równanie (4) w postaci

W 8) * Kik(s) i  (7)

Funkcja przejścia na zaciskach źródła wymuszającego jest więc równa

K^1(s) - s (8)

Dla rozważanego obwodu Van der Pol w swojej pracy [8] udowodnił nastę
pujące twierdzenie.

Tw. 1s Niech w liniowym obwodzie elektrycznym o zerowych warunkach po
czątkowych zostanie włączone w 1-tej gałęzi jednostkowe źródło napięcia 
przy wyzerowanych pozostałych źródłach. Jeżeli wszystkie bieguny funkcji 
przejścia na zaciskach niezerowego źródła leżą w półpłaszczyźnie Re a<0, 
to granica pochodnej funkcji przejścia po s, dla s— -0+, równa jest gra
nicy podwojonej różnicy energii pola elektrycznego pojemności i energii 
pola magnetycznego indukcyjności dla t—- 00 1

(9)
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Dowód twierdzenia związany jest ściśle z pojęciem dwustronnej transforma
cji Laplace’a. Istotne dla dowodu jest przytoczone również w [8] twierdze
nie Abela.

Tw. 2: Jeżeli f(t) jest funkcją transformowalną w sensie istnienia 
dwustronnej transformaty Laplace’a

OO
f(t) i F(s) = [f(t) e"8t dt (10)

- o b

oraz istnieje granica funkcji

lim f(t) = f(<») (11)
t—■ +oo

to zachodzi

lim s F(s) * lim f(t) 
s— 0+ t— + «>

Symbol s—  0+ oznacza tutaj zmierzanie do zera po dodatniej półosi rze
czywistej, to znaczy dla s rzeczywistych.

Tw. 1 w nieco innej formie podał już Heaviside [3], a jego pierwszy, 
bardzo ogólny, oparty na równaniach Maxwella, dowód przeprowadził Lorentz 
[jo]. W oparciu o podaną zależność (9) można sformułować inny związek e- 
nergetyczny przeprowadzając dowód następującego twierdzenia.

Tw. 3s Jeżeli są spełnione założenia Tw. 1, to granica pochodnej funk
cji przejścia, dla s— ■-0+, równa jest energii wydanej ze źródła, związa
nej ze składową przejściową prądu źródła ipl(t)

0£>
Kll(0) = | ipl(t) dt (13)o

Korzystając z Tw. 1 można równocześnie stwierdzić, że energia wydana ze 
źródła, związana ze składową przejściową prądu przy wymuszeniu jednostko
wym, jest równa granicy podwojonej różnicy energii pola elektrycznego po
jemności i energii pola magnetycznego indukcyjności dla t-«-00

ipl(t) dt - 2 Jy(o°) - T(oo)J (14)
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Dj Odpowiedź prądowa układu z elementami liniowymi może byd zawsze roz
łożona na składową przejściową i ustaloną. Składowa przejściowa jest roz
wiązaniem ogólnym równania jednorodnego, dla którego stałe obliczane są w 
oparciu o zadane warunki początkowe, a składowa ustalona zachowuje cha
rakter wymuszenia, czyli dla wymuszenia w postaci funkcji jednostkowej 
składowa ustalona będzie funkcją stałą [2].

Tak więc dla całego obwodu traktowanego jako dwójnik o zaciskach pokrywa
jących się z zaciskami źródła zachodzi

Korzystając z zerowych warunków początkowych i całki definicyjnej trans
formaty prądu możemy napisać

Z faktu, że i(t) jest funkcją transformowalną wynika holomorficzność 
funkcji K(s) |7] . Korzystając z tego możemy obliczyć pochodną

Jeżeli uwzględnimy równanie (15), to równanie (19) przyjmuje postać

(15)

Przyjmijmy równanie (7) w uproszczonym zapisie

I(s) « K(s) ^ (16)

K(s) « s I(s) (17)

OO

(18)

(19)
o o

Kr(s) - | e"8t ip(t) dt + iu | e"8t dt +
O o

(20)
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W wyniku całkowania czwartej całki otrzymujemy

- a iu | t e“at dt « - iu J e"8t dt (21)

Podstawienie równania (21) do równania (20) prowadzi do zależności 

k'(s ) - | e‘8t i

Rozważmy dla równania (22) przejście graniczne e—*-0+, to znaczy przej
ście z s do zera po dodatniej półosi rzeczywistej. Ponieważ druga całka 
w (22) istnieje dla Re s >  0, to przy przejściu granicznym s — 0 zwią
zany z nią człon nie da przyczynku do granicy po prawej stronie. Aby wy
konać przejście graniczne dla pierwszej całki w równaniu (22) zastosujemy 
znane twierdzenie o przejściu do granicy pod znakiem całki [1]. Ponieważ 
funkcja e“8t i (t) przy ustalonym s jest całkowalna względem t w 
przedziale [o,oo) i dla s —*• 0+ dąży do funkcji całkowalnej w przedziale 
[0 .0») w sposób jednostajny, to możemy napisać

00

Kr(0) - lim f e“8t i (t) dt - 
s— 0+ ^ p

OO

lim e"8t i (t) dt - fi (t) dt (23)
a — 0 +  p  J  p

Otrzymana zależność (23) kończy dowód Tw. 3«
Podane uzupełnienie Tw. 1 jest interesującym związkiem energetycznym 

dla liniowego i pasywnego dwójnika elektrycznego. Powiązanie energii wy
danej ze źródła z rozkładem energii w obwodzie i funkcją przejścia obwodu 
jest przyczynkiem do badań nad przepływem i zmianą form energii w obwo
dach elektrycznych.

(t) dt - s t e"st i (t) dt (2 2)
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AN INTERPRETATION OP THE LORENTZ - VAN DER POL’S 
THEOREM

S u m m a r y

The paper deals with the relation between the passage of a linear and 
a passive one-port network function and a part of energy of the source 
when the voltage source is suddenly applied to the electric circuit. The 
obtained relation is a suplement to the Lorentz - Van der Pol’s theorem.


