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RORMUŁY TOPOLOGICZNE DO WYZNACZANIA MACIERZY ADMITANCYJNEJ I IMPEDANCYJ- 
NEJ CZWÓRNIKA i R, C, L BEZ SPRZĘŻEŃ MAGNETYCZNYCH

Streszczenie. W artykule udowodniono, że podane przez W. Mayedę 
i S. Seshu formuły topologiczne służące do wyznaczania parametrów 
macierzy admitancyjnej i impedancyjnej czwómika ęasywnego są rów
nież prawdziwe dla układów + R, C, L bez sprzężeń.

Definic.ie użytych po.ieó. wykaz oznaczeń

1. Definic.ies
2-drzewo - para oddzielnych podgrafów nie zawierających oczek (każdy z

3-drzewo - zbiór trzech oddzielnych podgrafów (każdy z podgrafów jest

podgrafów jest spójny), które razem wzięte zawierają wszyst
kie węzły układu}

spójny), które razem wzięte zawierają wszystkie węzły ukła
du, lecz nie tworzą oczek.

2. Wykaz oznaczeń:

A  ̂ - Macierz A, z której usunięto i-ty wiersz

det - wyznacznik macierzy Y^

macierz siły elektromotorycznych Oczkowych

F(s) transformata Laplace’a funkcji f(t)

Im - macierz prądów Oczkowych

I - macierz prądów źródłowych
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Vn - macierz potencjałów węzłowych

WQb 0(j - suma iloczynów admitancji 2-drzew układu. Indeksy u dołu oznacza
ją węzły, przecinki dzielą węzły na grupy należące do różnych
podgrafów.

Y - macierz admitancyjna czwórnika

YQ - macierz węzłowa

Zm

- macierz impedancyjna czwórnika

- macierz oczkowa.

W. Mayeda i S. Seshu [ij podali formuły topologiczne do wyznaczania 
parametrów macierzy admitancyjnej i impedancyjnej czwórnika pasywnego, 
zbudowanego z elementów R,C i L bez sprzężeń. Celem niniejszej pracy jest 
wykazanie, że formuły te są prawdziwe również dla układu i R,C,L bez 
sprzężeń.
Macierz incydencyjna układu A oraz jego macierz cyklomatyczna B nie za-“ 8
leży od rodzaju elementów, zależy natomiast od struktury układu.

Oznaczmy przez w ilość węzłów w układzie, przez e ilość elementów 
(gałęzi),a liczbę oczek przez m.
Macierz AQ jest rzędu (w,e) i posiada w-1 wektorów liniowo niezależnych 
a macierz Bft jest rzędu (m,e) i zawiera e-w+1 takich wektorów. Po skre
śleniu dowolnego np. i-tego wiersza macierzy Afl (jest to równoznaczne 
z przyjęciem i-tego węzła za węzeł odniesienia) otrzymamy macierz A, a z 
wybranych e-w+1 liniowo niezależnych wektorów macierzy Bq utworzymy ma
cierz B.
Macierze te są związane parą zależności (1)i

A Bt - 0
(1 )

B At - 0

Z I i II prawa Kirchhoffa mamyi

A Ie(t) - 0 (2a)

B Ve(t) » 0 (2b)

gdzie«
Ie(t) - macierz prądów gałęziowych, 
V0(t) - macierz napięć na gałęziach.
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Po dokonaniu transformacji Oczkowej wyrażenia (2a) i transformacji węz
łowej wyrażenia(2b) otrzymamy odpowiednio:

!e (t) = Bt Jm (t) (3a)

Ve (t) = At VQ (t) (3b)

gdzie:
I (t) - macierz prądów Oczkowych,
Vn (t) - macierz potencjałów węzłowych.

Macierz Vg(t) układu i R,C,L przedstawiamy w następujący sposób:

dl (t) p
Ve(t) = i Re Ie(t) + Le + D0 J Ie(x)dx + Ve(0+) (4)

o

gdzie:
iRg - macierz oporności dodatnich i ujemnych,
Le - macierz indukcyjności,
De - macierz odwrotności pojemności.

Dla układu bez sprzężeń macierzy ¿Rg, le i Dg są macierzami diagonal
nymi.

Wyrażenie (4) transformujemy według laplace’a i otrzymujemy:

V e (s) « (iRe + sLe + I  De ) Ig (a) - Le Ie (Of) +

+ I V (0+) + Ee(s) . Zg(s)Ie(s) -

- L0 Ie(0+) + I Ve(0+) + Ee(s) (5)

gdzie macierz diagonalna Zg(s) = ± Rg + s I»e + i Dg jest macierzą elemen
tów.

Z II prawa Kirchhoffa mamy:

B Vg(s) = 0 (6)

Po podstawieniu wyrażenia (5) do równania (6) i transformacji oczkowej 
Ig(s) otrzymamy:
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B ze<s>Bt " -BeE(s) "B i  Ve(0+) + Le Je (0+)

Do wyrażenia (5) wprowadzamy Ye(s) “ ze  ̂(0)*

Otrzymujemy»

Ie(s) - Y#(.) Ve(.) -Ee(s) - 1 Ve(0+) +Le Ie(0+) 

Z I prawa Kirchhoffa mamy»

A Ie(s) = 0

a po podstawieniu zależności (8) do równania (9) otrzymamy: 

A Y0(s) At - A Ye(s) Ee(s) + A Ye(s) I Vg (0+) +

+ A Ye(s) le Ie (0+)

Wprowadzamy następujące oznaczenia:

B ze<s) Bt = Zm (s)

A Ye(s> At “ V 8>
-B Ee(s) = E^s)

A Ye(s) Ee(s) = In (s) 

oraz zakładamy, że

Ie(0+) = 0 

i V0 (0+) = 0 

Równania (7) i (10) przyjmują teraz następującą postaó

Zm (s) Im (s) " Em (s)

Yn (s) Vn (s) - In (s)

(7)

(8)

(9)

(10 )

(7a)

(10a)
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W celu wyznaczenia porametrów macierzy admitancyjnej i impedancyjnej 
czwórnika iR,C,L bez sprzężeń należy obliczyć wyznaczniki charakterystycz
ne układów równań (7a) i (10a), tzn. det Yn (s) i óet Zn (s) oraz od
powiednie ich podwyznaczniki z uwzględnieniem znaków, tzn. wyrażenia na
stępujących typówt
1) współczynniki symetryczne A ^  =

2) współczynniki niesymetryczne A ij - Mij.

- jest podwyznacznikiem otrzymanym przez wykreślenie z rozpatrywa-
gdziet

nego wyznacznika a-tego wiersza i b-tej kolumny.

Wyznaczniki charakterystyczne

Oznaczmy A^ «■ det {A V » > At} *  det |Yn (s)j-. Korzystając z twier
dzenia Bineta-Oauchy’ego [2] można udowodnić [jj, że wyznacznik A jest 
równy sumie iloczynów admitancji wszystkich drzew układu.
Sumę tę oznaczmy przez V(Y)
Stąd

A n - V(Y) (11)

W analogiczny sposób można wykazać [1], że jeżeli macierz B została 
utworzona z oczek fundamentalnych, to wyznacznik

A m - det |b Ze(s)Bt| =  det jzn 0s) c|v (Z)j- (12)
«

c^r(z)^- suma iloczynów impedancji wszystkich dopełnień grafu ukła
du.

C oznacza dopełnienie, a V(z) otrzymamy z V(Y) zastępując admitanoje im- 
pedancjami, ponieważ w układzie bez sprzężeń

zi yi “ 1

(13)
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Współczynniki symetryczne A „

A otrzymujemy zA^ przez wykreślenie i-' 
jest to więc wyznacznik macierzy węzłowej Y^

przez wykreślenie i-tego wiersza i i-tej kolumny
lacierzy węzłowej Y układu otrzymanego przez 

n-i
przyjęcie dodatkowego węzła odniesienia "i" (wykreślenie i-tego wiersza z 
macierzy A)*
Tak więc

przez zwarcie węzła odniesienia obwodu N z dodatkowym i-tym węzłem od
niesienia.

Obwód N.j ma w-1 węzłów, a jego drzewo w-2 elementów. Jego drzewo 
jest 2-drzewem obwodu N.

W tym 2-drzewie węzeł i-ty i węzeł odniesienia muszą znajdowaó się w 
różnych składowych.
Zgodnie z wzorem (11)

i

K i h  d e t { A- i  a - h }

Wyznacznik jest równy sumie iloczynów admitancji drzew 
obwodu , tzn. jest równy sumie iloczynów 
admitancji 2 drzew obwodu N przy założeniu, 
że węzeł "i" i węzeł "r" znajdują się w róż
nych składowych (r-węzeł odniesienia)

*
tak więc

(14)

Dla macierzy ^(s) mamy:
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Rys. 1

Rozumując podobnie jak w przy
padku wyznacznika A  i współczyn
ników symetrycznych otrzymamy W, 
po przyjęciu węzła 1* za węzeł od
niesienia,oznaczenia jak na rys. 1, 
następującą zależność:

■ *ij,r «> (15)

Macierz admitancy.ina ozwómika
Zapiszmy równania węzłowe czwómika pokazanego na rys. 1. Mamy:

l n (B ) = *n (B) Vn (S)

gdzie:

v11* ’ I1~
V21’ X2

V2*1’

CVJ 
H 

O 
1

I = •
•
•

n
•
•

V*
 
. 

. 
.

I -
X I * 

__ •
•
0

512...^12.......... y1,w-1

y22 y22.......... y2,w-1

yw-1,1 yw-1,2 yw-1,2* ..... yw-1,w-1

1* - węzeł odniesienia.
Z równań węzłowych otrzymujemy
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tzn.

~v11*

V22

V2’1* 1
= A

•
•
•
•

I--
- 1 —k _k
 

1 -

11

21

A A , 
12  12 *

A 2 2  A 2 2 *

A „ . . A  _ „ A .w-1,1 w-1,2 w-1,2*

1,w-1

2 , w - 1

w-1,w-1

Interesuje nas macierz zawierająca pierwsze trzy potencjały. Ponieważ tyl
ko trzy pierwsze wiersze macierzy 1^ zawierają wyrazy różne od zera, a

V11* i V

>i’
1

= A
V„2

11

A 1 2  “  A 2 ’ 1

A _ A ,
12 12

A 22 “ A 22’ " A 2 * 2 +A2*2’

tzn.
V =» Z I cz cz

Po uwzględnieniu, że * ^ ^  “ A ad ¿ ob = ab>od [2]

| Z} = A ^12,2’1 + A 12’,2*1 “ A 11,22’ ~ ^ 11.2*2

mamy t

det

gdzie i
A - oznacza wyznacznik otrzymany przez wykreślenie wierszy a i£LDj Cu

o oraz kolumn b i d .  Wykreślenie dwóch wierszy(kolumn) jest 
równozmaczne z wprowadzeniem dwóch dodatkowych węzłów od
niesienia.
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Przez rozumowanie [ 1 ]  analogiczne jak w przypadku 2-drzew dochodzimy
do wniosku, że wyznacznik A , A jest równy sumie iloczynów admitancjiao, ca
odpowiednich 3-drzew, tak więc mamyi

det { Z}  = 1  { U1 ,2 ,1 ’ + U1 ,2 ’ ,1* "  2U1,22’ ,1 ’ j  =

gdzie:

^-'U “  ° 1 ,2 ,2 * 1 *  + U1 2 * ,2 ,1* + U1 ,2 , ,21* + U12 ,2 ’ , 1 ’

Współczynniki macierzy Z wynoszą

- A — A ¡*,1*2 _ 21 2’1

2*2» = W2,2*

Tak więc macierz impedancyjna ma następującą postać:

W12,1’2* " *12’ ,1*2

W„

A 11 - W1,1*
A - A12 12’

A A22 22

w
1 . 1

W12,1’2* “ W12*,1’2 2,2’
( 16 )

a macierz admitancyjna Y = Z-1

ŚE T

W2,2*

12*,1*2 "12,1*2*

12*,1*2 " "12,1*2*

1,1’
(17)

Jak widaó z zależności (16) i (17) formuły topologiczne dla układu 
¿R,C,L bez sprzężeń są identyczne z formułami dla układu R,L,C bez sprzę
żeń podanymi przez W. Mayedę i S. Seshu
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Il0Ka3aH0, vto TonojiornvecKne ipopMyjiti ajijï onpe,nejieHHH MaTpHpu conpoTH- 
BJieHHH h npoBOAHMOCTea naccHBHoro qempexnojiBCHHKa npaBHJiBHbi Tarace ajih ue- 
neił + R,L,C ,6e3 MarHHthhx CBH3ea.

TOPOLOGICAL FORMULAS FOR SHORT-CIRCUIT AND OPEN-CIRCUIT MATRIX PARAMETERS 
OF TWO TERMINAL-PAIR ¿R,C,L NETWORK WITH NO MUTUAL INDUCTANCES

S u m m a r y

The paper proves, that topological formulas for network functions gi
ven by W. Mayeda and S. Seshu hold also for ÎR,C,L networks with no mu
tual inductances.


