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Streszczenie. W artykule przedstawiono własności dwubiegunowej 
jednostronnej modulacji pierwszego rodzaju.

Na wstępie omówiono w skrócie stan istniejący w zakresie opraco­
wań tego zagadnienia. Zastosowano taki sjoosób analizy procesu modu- 
lacyjnego, że wyniki tej analizy mogą być podstawą dla analizy po­
równawczej różnych sposobów modulacji. Podstawą dla analizy rozpa­
trywanej modulacji jest model matematyczny procesu. Model ten wyko­
rzystano do obliczeń numerycznych dwóch zasadniczych analizowanych 
elementów« widma harmonicznych oraz błędu średniego kwadratowego.

Modulacja dwubiegunowa jednostronna pierwszego rodzaju (DJM-I) - z 
próbkowaniem wymuszonym - była analizowana w następujących pracach« [l]>
ra.Modulację DJM-I opisać można następującymi wzorami |_3J«

t^k jest czasem trwania dodatniego impulsu u^ w k+1 okresie T i określo­
ne jest równaniem«

dla kT <t < (k+1) T 
dla « >  0

(1)

- sgn ot, =
dla« < 0

(3)
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gdzieł

sat <x =■
ot dla 0 <<* < 1  

06 > 1  
06 < 0

(4)

UjjpCkT + t1fc) = UyCkT + c|)| c = 0,1,2..g-1 (5)

(6 )

(7)

tOp - pulsacja sygnału próbkującego,
ujj =• Ujj sin (fix +$) - sygnał modulujący,
$ - przesuniecie fazowe sygnału uM względem û ,
Ujj - amplituda sygnału pomocniczego Ujj. Pulsacja tego sygnału, 
up - sygnał próbkujący.

Z wzorów (5) i (6) wynika, że jeżeli g-*oo, to

Oznacza to, że modulacja pierwszego rodzaju wraz ze wzrostem g staje się 
podobna do modulacji drugiego rodzaju. Modulację dwubiegunową jednostron­
ną szerokości impulsów drugiego rodzaju opisują wzory (1) do (7), z tym 
że zamiast uMp(t) we wzorze (3) występuje Ujj(t).
Przyjmując dla uproszczenia g ■» 1, oraz

UJJPOCT + t1k) = Uy (W + t^)

uzyskuje sięt

a wzory (1) i (3) przyjmują następującą postaói
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Uj. = -  sgn ¿ l a  lcT < t  <  (k+1 )T

|1. û. (kT + t1v)
*1k " T + 'P ' g ' '

(8)

(9)

Rys. 1. Przebiegi czasowe sygnałów mo­
dulacji DJM-I

£- jest liczbą wymierną

Zależności (8) i (9) można 
przedstawić graficznie - patrz 
rys. 1.

Ponieważ istnieją dwa sygnały: 
modulujący o pulsacji £1 oraz 
pomocniczy Ujj o pulsacji nośnej 
co, to pulsacje te pozostają w 
stosunku do siebie w określonej 
zależności. Istnieją tu trzy moż­
liwości:
,o
1 ”  T  -fe
4 jest liczbą całkowitą

o j

m

(1 0)

(11)

m W a
p SI

p - są liczbami całkowi­
tymi

- pulsacja podstawowa

( 12 )

3° w tym przypadku £ określone wzorem (12)jest liczbą niewymierną.
W pierwszym przypadku w widmie harmonicznych pulsacja żadnej ze skła­

dowych nie jest niższa od pulsacji £1 sygnału modulującego Ujj.
W drugim przypadku część składowych harmonicznych ma pulsacje niższe

od pulsacji Si, . Składowe te nazywa się subharmonicznymi. Pulsacja P pod­
stawowej subharmonioznej określona jest wzorem (11). Ilość składowych sub- 
harmonicznych wyznaczona jest liczbą p-1.

Przypadek trzeci dotyczy sygnału ui nieokresowego. Widmo jest w tym 
przypadku widmem ciągłym.

W pracy []l] modulację DJM-I analizuje się przedstawiając zmodulowany 
sygnał impulsowy u^ w postaci podwójnego szeregu Fourier*a.
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»i«) - s
n=1

W o(m3ruM)
sin mcofc +

m=1

M +m=1 n= -

oo too

1
[(»wł nsy t - n | J (13)

gdzie:
JQ i są odpowiednio funkcjami Bessela zerowego i n-tego rzędu, 

pierwszego rodzaju.

We wzorze tym wyróżnić można składowe harmoniczne, których pulsacja 
jest wielokrotnością pulsacji Si sygnału modulującego (człon pierwszy), 
składowe harmoniczne, których pulsacja jest wielokrotnością pulsacji noś­
nej oj (człon drugi) oraz składowe harmoniczne, których pulsacja jest kom­
binacją tych dwóch pulsacji (człon trzeci). We wzorze tym nie uwzględnio­
no przesunięcia fazowego sygnału modulującego u^ względem pomocniczego û . 
Posługując się wzorem (13) można określić właściwości procesu modulacyj- 
nego ustalając zależności amplitud i faz poszczególnych składowych harmo­
nicznych od amplitudy sygnału modulującego Uy. Nie jest to wygodne dla a- 
nalizy porównawczej różnych sposobów modulacji.

W pracy [2J posługując się również szeregami Fourier*a przedstawiono 
sygnał impulsowy uŁ w postaci szeregu pojedynczego. Uzyskano tam następu­
jące zależności:

( H )

gdzie:
n - tm (15)

dn - jest liczbą całkowitą,
m, p, t» n - są liczbami całkowitymi.
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Ze wzoru (14) uzyskano zależności na współczynniki szeregu Fourier’s 
dla pierwszej harmonicznej, na współczynniki dla harmonicznych o pulsa- 
cjach będących krotnością pulsacji i2 i dla harmonicznych o pulsacjach bę­
dących krotnością pulsacji nośnej oj •

Pierwsza harmoniczna określona jest wzorem:

d _ i 2_ e-i a j { ej$.D1 " J Fp e £ J11 “5 ^  e +

+  j 2 L e - j f £  J  ( - ^ ) e ^J irn ’ ‘ sm ' m 'jrp  ̂ — i sm m
s- - 1

składowe o pulsacji p Si określa następująca zależność:

+

(16)

„  . p JT y  —»V . 2 m -1 £' "" S
D =  i  ■ ™ ■ e  d mv  J j rp  v

s=*0

pjTy - g o  2aru„ v p . ,3 m ^  Jy + sm (- — JS---!)eJ(v+Bm)$ (1?)

Składowe o pulsacji lU, która jest krotnością pulsacji nośnej,określa 
się następująco:

r ^ oo
Dw - - i ¿ { i  - (-1)W 2  Jsm(- 2%  eJ “ * } <18>

 ̂ s=0 J

Ze wzoru (16) wynika, że:
- w zależności od £ uzyskuje się różne amplitudy A1 przy stałym UM i sta­
łym $,

Jf- przesunięcie fazowe pierwszej harmonicznej wyznaczone jest czynnikiem j 
przy $ ,A $ równych zero,

- przesunięcie fazowe $ wpływa na amplitudę i fazę pierwszej harmo­
nicznej przy stałym 4- i U ,̂

- faza ‘f.j pierwszej harmonicznej może zmieniać się wraz ze zmianą UM przy
= 0 i ę. = consto

Oprócz tego można stwierdzić - zgodnie z (11) - że w widmie harmonicz­
nych sygnału u^ w przypadku, gdy £- jest liczbą wymierną występują składo­
we subharmoniczne.

Istotną dla pewnych przypadków zastosowań może być wartość amplitudy i 
fazy składowych harmonicznych o pewnych określonych numerach (np. w falow­
nikach trójfazowych - składowe, których pulsacja jest krotną trzech w sto­
sunku do pulsacji SI ).
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W trzeciej £3 3 2 wymienionych prac dla opisu modulacji DJM-I posłużo­
no się również widmem harmonicznych w postaci pojedynczego szeregu Fou­
riera.

Oprócz tego dla oceny jakości procesu modulacyjnego (jakośó sygnału 
u^) wprowadzono pojęcie błędu średniego kwadratowego. Wprowadzenie tego 
pojęcia wynikło z trudności oceny jakości sygnału u^ za pomocą widma har­
monicznych. Błąd średni kwadratowy jest syntetycznym wskaźnikiem jakości 
modulacji. Daje przejrzysty obraz jakości badanego sygnału w zależności 
od pewnych wielkości mających istotny wpływ na proces modulacji. Wielkoś­
ci te to UM, £ , $•

Błąd średni kwadratowy zdefiniowano w następujący sposób dla najogól­
niejszego przypadku

t
u^ dt + c.j - J* u.j dt + Cg)^ dt (19)

0

+ c2 są to całki nieoznaczone z tak dobra­
nymi stałymi całkowania, aby wartość 
średnia za okres Jf dla tych całek była 
równa zero.

u.j =* sin (i2t +J2kT + ^) jest pierwszą harmoniczną sygnału û .

W pracy wykazano, że tak zdefiniowany błąd średni kwadratowy daje 
w rezultacie wyniki dokładniej odzwierciedlające jakośó procesu modulacji 
niż błąd średni kwadratowy pomiędzy sygnałami uŁ i û . Posługując się w

jakości modulacji takim wskaźnikiem określa się błąd względem syg-

u.| dt + ĉ , który odpowiada prądowi płynącemu np. w obciążeniu in- 
-2

dukcyjnym falownika. Błąd ujmuje więc wszystkie pozostałe wyższe
harmoniczne prócz pierwszej. Jeżeli £ maleje, to proces modulacyjny 
jest korzystniejszy.

W celu uzyskania danych ilościowych o określonych przy omawianiu wzo­
ru (16) zależnościach przeprowadzono w (̂ 3̂  obliczenia numeryczne widma 
harmonicznych przy różnych wartościach UM, £ i $. Ponadto obliczono za­
leżność zmian błędu średniego kwadratowego przy różnych wartościach Û , 
ii $. Pewne wyniki tych obliczeń przedstawiono w niniejszej pracy.

f
J 3 r

% t
J (J0 0

gdzie:
2JT Jr= jr

dt + c.j i
i » ,

d-
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a)

o o,i o/t as as io u„ u

Rys. 2. Widmo harmonicznych modulacji DJM-I dla $ = O a) £ = 3; b) £ =  12
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Obliczenia przeprowadzono dla całkowitych wartości £-(wzór (10)). Rys. 2 
przedstawia widmo harmonicznych modulacji DJM-I odpowiednio dla £ = 3,12. 
Wykresy wskazują na zmniejszenie się udziału wyższych harmonicznych wraz 
ze zwiększaniem £ •

Dla małych wartości £ = 3, 4 za­
leżność pomiędzy i UM jest nie­
liniowa, przesunięcie fazowe 
jest równe co wynika bezpośred­
nio ze wzoru (16).

Zmienność amplitudy Â  przy 
stałych wartościach UM i § i zmia­
nie 4- przedstawiono na rys. 3. 
Można tu zauważyć nieliniowość Â  
jako funkcji Ujj. Jest ona szcze­
gólnie wyraźna w zakresie małych 
wartości 4- .

Wyniki obliczeń wpływu przesu­
nięcia fazowego $ na amplitudę Â  
i fazę pierwszej harmonicznej 
przedstawiono w tabeli X. Oblicze­
nia przeprowadzono dla kątów $ za­

wartych w przedziale od 0 do JT/3. Zauważyć tu można wraz ze zmianą kąta 
znaczne zmiany amplitudy A^. Wynoszą one 58,6% dla 4- =3« Zmiany te szyb­
ko maleją wraz ze wzrostem . Zmiany fazy pierwszej harmonicznej nie 
maleją mimo wzrostu . Maksymalne zmiany |A9!| max - A 9̂  min|wynoszą oko­
ło 110°

A<
1,0

o,8

Q8

Q4

0.2

0

-C

U ’ 1'-'m

Q8-

0,6 -

0.4 -

0.1 -

/
<-•

Y \ **

3 4 5 6 7 8 9  12 14 %

Rys. 3« Zależność amplitudy Â  pierw­
szej harmonicznej sygnału u^ od^przy 

U,, = const

Tabela I

UM “ 1
A1 max “ A1 min 

A1 max 1 T1 max iA</> _ AtP i | 1 max 1 min|
4- %

3
A1 58,6 - -

- 1,04 1,925

4 A1 4,3 - -

*1
- 1,04 1,843

5
0,2 - -

*i - 0,63 1,25

6 Ai 0 - -

*i - 0,528 1,04
x  n jt 2jr 2JT ar . 4» . ar . 4 ar ar 

TS * Z * 2T* 4* 13 J 3
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Wyniki obliczeń numerycznych zmiany fazy <f 1 pierwszej harmonicznej w 
zależności od amplitudy sygnału modulującego przy $ = const i £ = 
const przedstawiono w tabeli II. Sygnał modulujący zmienia wartość od 
= 1 do UM => 0,2. Fazy 9’1 pierwszej harmonicznej oznaczono odpowiednio 
<f]_ 1 Qt cf1_Q 2 * Największe zmiany kąta 1 występują dla Ą = 3 (wynoszą 
około 12°) i maleją do zera przy wzroście Ą .

Tabela II
$

0 3T
12

2JT
21

21
15

ar
6

43T
21

ar
4 SSL15

£
3

3 if -<p '■■1,0 i-: 0 0,19 0,20 0,22 0,20 0,12 0,1 0 0,21
4 0 0,02 0,01 0 -0,05-0,02
5 0 0 0,01 0 -0,001
6 0 0

-  2Dla obliczeń numerycznych błędu średniego kwadratowego £ fj- wykorzystu­
je się zależność (19). Na podstawie (8) i (9) oblicza się sygnał /  u.dt+

0  1

+ c.j = u... Sygnał ten dla k + 1 okresu T przybiera postać:

ujk ~
[t + U;jok dla kT<t<kT + t1k

l-t + 2 t1k + ujok kT + t1k< t < k T  + T
(20)

Z (20) wynika równanie różnicowe

ujo (k-1) ° " T + 2t1k + ujok (21)

Zakładając, że

p = 1 czyli m m jest liczbą całkowitą,
SI = 1

z (19) uzyskuje się zależność na błąd •
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i  - f c O B f i *

♦ ś  f  2 A1 000 (J  * * ł i ) -  2 “jo t A1 ■*«( T  * ł  ł i )'
k=0 L

- sin | 2 k + 'f1 - 2 A 1 sin | ̂  (k+1) + <f’1 j +
" ujok f )2 + 2 ujok - 2 A1 C0B ( ¥ > k+1) + ) +

+ sin ̂ 2 [~(k+1) + <̂’1]j + 2 Uj0k A1 sin| ̂ r(k+1) + V 1

+ 40 ̂  Ai sin [ ~(k+1) + </’1 j + 4 A1 cos [0 iic + ' ^ k + ^ 1 ) +

- B 9 i k  (f)2 + 8 »JOk ® 1 k f + 8 ®1k | " 2 UÓok02k - 2 0 ?k})(22)

Posługując się równaniem (21) uzyskuje się zależność określającą uj0 *̂

k-1
u.. = - k ^ -  + Uj + 2 ̂  ' 9.. (23)jok joo Z-J 1i

i=1

gdzie:

o
kątowi

u. - jest wartością u. dla pierwszego okresu T, który odpowiada *) 0®

®1k =fflt1k 3 m + UM 5 sin (k f  +$) (2*)

Do obliczenia (23) niezbędne jest n^0Q, które oblicza się z warunku:
składowa stała sygnału Uj jest równa zero.

£—1
“Joo ■ !» 2* 2 ł £  Slk - ^  e ,k< k> <»>

k=0
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Wzory (22) do (25) oraz 
wzory określające amplitu­
dę A.j i fazę V’1 pierwszej 
harmonicznej (wzorów tych 
nie zamieszczono w artyku­
le) stanowią podstawę obli­
czeń numerycznych.

Należy zauważyć, że tyl 
ko dzięki elektronicznej 
technice obliczeniowej mo­
żliwie jest uzyskanie wid­
ma harmonicznych i błędu 
®rc w posi-aci wygodnej do 
analizy.

Wyniki obliczeń nume­
rycznych przedstawiono na 
rys. 4 i rys. 5. Pierwszy 
z nich przedstawia zależ­
ność błędu średniego kwa- — 2dratowego ^  dla %  -
= const od $. Drugi - za­
leżność tego błędu od am­
plitudy A.j pierwszej harmo 
nicznej u^ przy = const. 
Na wykresie z rys. 5 zaznar 
czono linie stałego para­
metru Ujj. Rysunek 5 jest 
podstawą do analizy porów­
nawczej różnych sposobów 

modulacji. Na rys. 4 zaznaczono ze względu na przejrzystość linie błędu 
es% dla UM = 0 i UM = 1. Należy dodać, ża wartość £j,r2 dla £ «a 18 do

przypadek

Rys. 4. Zależność zmian błędu średniego kwa-
_  g

k r a t o w e g o o d  £ przy UM = const, £ = 0

5 leżą pomiędzy tymi dwoma liniami. Odstępstwem od tego jest 
dla £- = 4 i 3, gdzie dla pierwszego z nich £jx przyjmuje wartości przy 

= 0,2; 0,4; 0,6 mniejsze niż błąd Bĵ  przy Ujj = 0. Błąd 6^ wy­
nosi odpowiednio 5; 4,7; 4,59. Dla ¿ = 3  błąd .̂2 ma mniejszą war­
tość przy UM = 0,2 niż błąd przy UM “ 0.

Obydwie zależności podane graficznie sporządzone są dla fazy $ ■ 0,
gdyż tylko dla tej wartości kąta $ kąt fazowy ^  pierwszsj harmonicznej 
ut utrzymuje się na stałym poziomie niezależnie od przy £ «■ const.

Przy opracowywaniu [3J sporządzono wykresy takie jak na rys. 4 i 5, 
z tym że dla innych kątów $. Porównanie wykresów dla z rys. 4 i 5
z wykresami sporządzonymi dla innych kątów $ wskazuje, te największe 
zmiany w zależności od zmiany kąta $ błędu Ss£ występują dla dużych war 
tości Ujj i małych wartości £- . Do takiego samego wniosku prowadzi analiza
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amplitudy 
= const

widma harmonicznych. Dla wartości 
me wartości dla różnych k ą t ó w 1 
ności przy zmianach kąta $ i Â  =

-  2Ujj*= 0 błąd £j.ę przyjmuje takie sa- 
ąd fijf wykazuje tym mniejsze rozbież- 
const im większą wartość przyjmuje £ .

Wnioski

Do najistotniejszych cech modulacji dwubiegunowej jednostronnej pierw­
szego rodzaju zaliczyć możnat
- zmnienność amplitudy pierwszej harmonicznej u^ wraz ze zmianą wartoś­
ci dla UM ■* const i $ = const,

- nieliniową zmienność fazy ^  dla a const, £ = const przy zmia­
nach $ ,
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- faza ^  pierwszej harmonicznej jest niezależna od wartości przy £ = 
const tylko dla kąta $ = 0,

- w sygnale impulsowym u^ mogą pojawić się składowe subharmoniozne,
— 2 ,- błąd średni kwadratowy jest największy dla dużych wartości ampli­

tudy sygnału modulującego i małych wartości niezależnie od kątaJ ,
- wraz ze zwiększeniem się pulsacji oj sygnału próbkującego w stosunku
do pulsacji nośnej co (sygnału pomocniczego) modulacja DJM-I nabiera
cech modulacji szerokości impulsów drugiego rodzaju.
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MULTIPLE PULSE MODULATION WITH UNIFORM SAMPLING AND WITH TRAILING 
EDGES MODULATED

S u m m a r y

The properties of multiple pulse modulation with uniform sampling and 
with trailing edges modulated are presented in the paper.

The resent eleborations on the question under consideration are viewed 
at the beginning of the paper. The analysis applied to modulation process 
is choiced so that results of this analysis may be used for comparative 
analysis of different fonas of modulations. The basis of the analysis is 
the mathematical model of examined modulation. This model is utilized for 
numerical calculations of two main analysed elements: harmonics spectra 
and integral square error.


