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DRGANIA PRAWIE OKRESOWE W OSCYLATORACH VAN DER POLA

Streszczenie. W artykule przedyskutowano warunki występowania 
drgań prawie okresowych w oscylatorze Van der Pola. Drgania takie 
mogą wystąpić na skutek zerwania synchronizacji zewnętrznej, co objawia się powolnymi tętnieniami amplitudy i fazy. W zakończeniu ar
tykułu wyprowadzono szereg Fouriera dla rozważanego drgania prawie okresowego.

W artykule niniejszym dyskutowane będą warunki występowania drgań pra
wie okresowych w oscylatorach opisywanych równaniem Van der Pola. W ten 
sposób opisywanych jest wiele układów generacyjnych

W pewnych przypadkach, w układach oscylacyjnych samowzbudnych, synchro
nizowanych zewnętrznie słabym sygnałem sinusoidalnym, o częstotliwości 
bliskiej częstotliwości drgań własnych układu mogą wystąpić drgania okre
sowe z częstotliwością sygnału synchronizującego. Jednak przy zbyt dużej 
różnicy pomiędzy częstotliwością sygnału synchronizującego, a częstotli
wością drgań własnych układu lub przy zbyt małym sygnale synchronizującym 
może nastąpić zeiwanie synchronizmu, które objawiać się będzie występowa
niem drgań prawie okresowych [23«

2. Warunki występowania drgań prawie okresowych

Weźmy pod uwagę układ oscylacyjny synchronizowany zewnętrznie, opisany 
równaniem Van der Polas

. Wstęp

px -¿x(l-x )x + (1 + ¡ i y ) x  t cost (1 )
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gdzie:
0</i « 1

^  p reprezentuje małą różnicę częstotliwości drgań własnych oscylatora 
i częstotliwości sygnału synchronizującego.

Równanie (1) można przepisać w postaci układu: 
ż = y
y = ̂ (1-x )y - (1+^p)x + [L f  cost (2)

Przechodząc do współrzędnych biegunowych:

(3)

(4)

x = r c o a f  
y = r sin'f

układ równań (2) można przepisać w postaci następującej:

r =|J.E(r, V , t)

= - 1 +¿1 V (r, <t, t)

gdzie:
R(r, <P , t) = (1-r2 cos2(f) r sin2^ - V r  sin*? cos^+ cos t sinT" (5)

V(r ,  ' ł , t) = (1-r2cos27’)sin</’cosf-'pcos27> + ^ cost cosT7 (6)

Widać, że funkcje R(r,V, t) oraz V (r, 9, t) są okresowe po t o okresie
T = 2 X.
Podstawiając nową zmienną:

</>= $ - t
do układu (4) otrzymuje się:

r =/łR(r,§ - t,t)
,, (4a)| V(r,$ -t,t)

Stąd tworzymy układ uśredniony:
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gdziei
23T

H(r,$) = y J R(r£-t, t) dt = § [l-(f)2 J + f sin$>
O

V(r,$) = |jf J "V (r, $ -i, t)dt = - | + —  cos$
O

kładąc w równaniu (7) T »{¿t otrzymujemy układ równań:

a ? = i [1 ■ (f)2] + 1 sin$

- - |  + ^  COS$
(8 )

Warunek konieczny i dostateczny wystąpienia stabilnego drgania o okresie 
2JT ma postać:

(9)

stąd otrzymuje się:

f sin $ 0 - r0 (1 - \ r2)> 0  
2fcos2 $ 0 - r0 (1 - \ r2) sin$ o> 0

(9a)

gdzie

r , są pierwiastkami układu równań:

r (1 - (*£) ) + f  sin $ o = 0

- -Q r + f  cos $ « 0
(1 0)

Jeżeli przynajmniej jedna z nierówności (9) nie jest spełniona, co 
jest możliwe przy odpowiednim doborze y  i  f  , wtedy nie może wystąpić sta
bilne drganie okresowe o okresie 2JT.
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Ifl

Rys. 1

Jak pokazano w [ ¿ ] , jeżeli układ równań (8) posiada cykl graniczny, to 
układ (4a) posiada stabilne, wolno zmienne rozwiązanie.

Na rys. 1 we współrzędnych / , y przedstawiono obszary występowania po
szczególnych typów drgań.

Weźmy teraz pod uwagę układ równań (8)

to r(t) jest ograniczone. Rzeczywiście, zawsze można dobrać na tyle dużej 
r, abyt

^Przy dostatecznie małym f  można przyjąć, że r zmienia się niewiele 
wokół rQ » 2 (równania (10)). Wtedy drugie równanie układu (8) można na
pisać w postaci następującej i

Ponieważ

§ C1 “ J  +  2 sjjł $ ^  f  +  2

\skąd wynika, żel

ij£ <  0 dla dostatecznie dużego r.

(1 -oc cos§) (8a)
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gdzie:
foc=
o

Całkując równanie (8a) piszemy:

/  l-~ajo¥g = " / i  dT

Ponieważ

i i  2 tg(4 + I 5 ““
J  7*¿»obi = r=r tg —  + const

\ 1-<x \1"a
to po prostych przekształceniach równania (1 1 ) otrzymujemy:

tg(f + f) = ̂ 1 - « 2' tg [\|l-<*2 (- |)t]+w

Dobierając odpowiednio początkową wartość T , oraz kładąc

© =  ^ 1  - a 2 ‘ ( -  | ) T

otrzymujemy:

a stąd:

+ 2 ^  “ \ | 1  _ a 2  * 8  9

,   ,8
¿ U .e,

j

Po prostych przekształceniach otrzymujemy

d<f + $) 1+ke_;i0 _j6

gdzie:
Ł  a 2'

, czyli 0< k < 1

1 +fl-of

(1 1 )

(1 2)
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a stąd mamyt
-j6 jS

j(2 + ^ ) “ J ® + l n  (1+lce )“ In (1+ke ).

Ponieważ*
Nn+1 *“ln(1+x) - (-1)n+1 |- dLa |x|<1

11*1

to można napisaćs

$ = - i ? T " f  + 2 X ]  (_1 )n+1 I" sin (13)
n»1

Wnioskujemy stąd zatem, że układ uśredniony (7) posiada cykl granicz
ny prawie kołowy o promieniu rQ ■* 2. Współrzędna kątowa zmienia się we
dług równania (13)* Okres cyklu granicznego wynosił

4Jr

Podstawiając!

ft- 1 + \  ̂ 1 -ot2?^

T M  - 2 £  W ) ” 1 r  *•* *>
n-1

można napisaći

cos1/’- sin ?(t) cos A t  - cos P(t) sin At 

a stąd na podstawie (3)<

x(t) - r0 sin P(t) cos A t  - rQ cos P(t) sinflt (14)

Równanie (14) przedstawia w przybliżony sposób drgania x(t), gdyż jak 
wiadomo [jl] rozwiązania układów w postaci (4a) i układu uśrednionego w 
ogólnym przypadku, pozostają dostatecznie blisko siebie przez skończony 
zas t.
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* 2.JTRównanie (14) przedstawia drganie o okresie T = —1 ■   — z wol-

1 + 1 ^ 1-« 2 M
no zmienną amplitudą i fazą. Zmiany amplitudy są okresowe w okresie '& =

4 JT —  okres $ jest tym większy im mniejsza jest różnica

częstotliwości sygnału synchronizującego i częstotliwości drgań własnych 
oscylatora.

Ponieważ t 
1 + 1

jest w ogólnym przypadku liczbą niewymierną, to funkcja 114)
$ ” T jest prawie okresowa.

Zajmiemy się teraz wyprowadzeniem szeregu Fouriera drgania prawie okre
sowego. Rozwiązanie takie będzie przybliżone, gdyż opiera się na rozwią
zaniu układu uśrednionego.

Wprowadźmy funkcję zespoloną:
3?(t)Z(t) = x(t) + j y(t) - rQ e

Ponieważ
OO n

<̂ (t) - - S it - f + 2-jP (-1)n+1 ~  sin t
n=1

to zachodzi:

- d f i l t + f )  „o r

Ź(t) - rQe TTlfxp (2d(_ 1)n+1 ~  sin H T -
n»1

- j ( f t t + f ; )  00 r  n

2 t t [ c o . ( 2 ( - « " ' ń
n=1

ro 6

j sin(2 (-1 ) n+1 ~  sin t)J

Rozwijając w szeregi Fouriera funkcje stojące pod znakiem iloczynu otrzy
muje się:
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in + 1  s Ł )  +
■n 1n

(15)

gdzie J2m» J2m+1 są Bessela pierwszego rodzaju. Otrzymany w
ten sposób szereg jest szeregiem Fouriera drgania prawie okresowego x(t)= 
= re^Z(t)|, występującego w oscylatorze Van der Pola przy zerwaniu syn
chronizacji zewnętrznej.

Rozważania powyższe można uogólnić na następującą postać równania Van 
der Pola:

Do takiej postaci doprowadza się równania wielu układów generacyjnych, 
przy bardziej ogólnej aproksymacji nieliniowości elementów. Ten sam układ 
równań we współrzędnych biegunowych będzie miał postać (4); gdzie:

otrzymujemy układ w postaci (4a), dla którego układ uśredniony przyjmie 
postać:

i - ¿l f(x,x) x + (1 +¿¿1?) x =3łftcos t

skąd otrzymuje się:

x = y

y =^f(x,y) y - (1 x +p . f cos t

R(r, t) » f  (r cosV’j r sin1/1) r sin^- r sin coŝ +jfcos t sini5

V (r, ' ł . t) = f(r ooaf, r B i n h sinV5 cosV’ - ?p cos2*/5 + -  cos t cosV5

Po wprowadzeniu zmiennej

§ = <P + t

ar
r (16)
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gdz’ “•

- S

Przy najczęściej stosowanych aproksymacjach elementów nieliniowych funk
cja f(x,y) ma postać:

Istnienie stabilnych cykli granicznych równania (16) zależy wyłącznie 
od funkcji A(r). Znając szczególną postać funkcji A(r) można bez więk
szych trudności stwierdzić istnienie cyklu granicznego. Wtedy amplituda 
drgania w przybliżeniu, możliwa jest do obliczenia z równania:

Szereg Fouriera drgania prawie okresowego dany jest wtedy relacją iden
tyczną z (15).

Ha zakończenie rozważmy równanie:

x —¿uf (x,x)x + (1+ ^ )  x + 1 g(x) cos t.

Układ uśredniony (8) odpowiadający temu równaniu ma postać:

n m

wtedy:

B(r) S 0.

A(r) = 0

§§ = r A(r) - r G(r) + \ $ sin $ = R(r, $ ) 

= B(r) + H(r) - | + —  cos § = V (r, $ )
(17)

gdzie:

o
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2 JT
G(r) = -Ąj- J* g(r 008%) sin 2T dt 

o
2f

B(r) = ̂  I f(r cos 7 , r sini ) sin 2t d7 
o

2 Jr
H(r) = 2^” J  s ( r  cosT) cos2 t dt 

o

Współrzędne punktu osobliwego znajdziemy przyrównując do zera prawe 
strony równania (17)« Jeżeli spełnione są warunki (9), wtedy następuje 
synchronizacja. Wystąpienie drgania prawie okresowego związane jest z wy
stąpieniem cyklu granicznego równania (17), którego istnienie zależy od 
zachowania się funkcji:

A(r) - G(r)

Dla istnienia cyklu granicznego koniecznym jest aby: A(r) - G(r)>0 dla 
otoczenia, r = 0. Prócz tego dla dostatecznie dużego r musi byó wypeł
niona nierówność A(r) - G(r) <0.

Przy bardzo małym f  następuje małe tętnienie amplitudy wokół wartości 
możliwej do wyznaczenia z równania:

A(r) - G(r) = 0

Szereg Fouriera drgania prawie okresowego występującego w tym przypad
ku da się także przedstawić w postaci analogicznej do relacji (15).
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IKTCTK-nEPHOitfHBCKKE KOJEEAEHH B TEHEPATOPAX VAN DER POLA 

P e 3 a a e

B craifee npHBeaeHH ycjobna BUCTyn.ieHHH nosTH-nepHOAHuecKHX KoaetiaHHii b 
reHepaiope van der Pola. TautHe KOJiefiaHHS lioryi BKCiynHTB ape oTcyiOTBHH 
BHeaneX emccpoHHaanHH, m o npoaamieToa b M-MUeHHOH 5HeiiFH aainjimyfly h $a3H. 
B 3aKjnoveHHH npaBe«eH pjm $ypte .̂ia HocjieAyemjx novTH-nepaofliweeKHX Koaeia- 
hh0.

VAN DER POL QUA3IPERI0DIC VIBRATIONS 

S u m m a r y

The conditions of quaeiperiodic vibrations in Van der Pol oscillator 
are discussed in the paper. The reason of those vibrations is cutting of 
outside synchronization observed as slow amplitude and phase pulsations. 
Fourior line is shown for considered problem.


