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DRGANIA PRAWIE OKRESOWE W OSCYLATORACH VAN DER POLA

Streszczenie. W artykule przedyskutowano warunki wystepowania
drgan prawie okresowych w oscylatorze Van der Pola. Drgania takie
moga wystapi¢ na skutek zerwania synchronizacji zewnetrznej, co ob-

Jawia sie powolnymi tetnieniami_amplitudy 1 fazy. W zakonczeniu ar-
kudu wyprowadzono szereg Fouriera dla rozwazanego drgania prawie
okresoweQo-
. Wstep

W artykule niniejszym dyskutowane beda warunki wystepowania drgan pra-
wie okresowych w oscylatorach opisywanych réwnaniem Van der Pola. W ten
sposob opisywanych jest wiele ukdaddw generacyjnych

W pewnych przypadkach, w uk#adach oscylacyjnych samowzbudnych, synchro-
nizowanych zewnetrznie skabym sygnatem sinusoidalnym, o0 czestotliwosci
bliskiej czestotliwosci drgan wkasnych ukdtadu moga wystapi¢ drgania okre-
sonve z czestotliwoscig sygnatu synchronizujacego. Jednak przy zbyt duzej
roznicy pomiedzy czestotliwoscig sygnatu synchronizujacego, a czestotli-
woscig drgan wlasnych ukdadu lub przy zbyt malym sygnale synchronizujgcym
moze nastgpi¢ zeiwanie synchronizmu, ktére objawia¢ sie bedzie wystepowa-
niem drgan prawie okresowych [23«

2. Warunki wystepowania drgan prawie okresowych

Wezmy pod uwage ukdad oscylacyjny synchronizowany zewnetrznie, opisany
rownaniem Van der Polas

X —(;x(l—xp)x + (1 +jiy)x t cost )
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gdzie:

o</i «1

~ p reprezentuje makg réoznice czestotliwosci drgan wkasnych oscylatora

i czestotliwosci sygnatu synchronizujacego.

Rownanie (1) mozna przepisa¢ w postaci ukdadu:

z=y

y ="(1-x )y - @A+p)X + [Lf cost @)
Przechodzac do wsp6trzednych biegunowych:

X = r coaf
y = r sin'f ®

ukdad réownan @) mozna przepisa¢ w postaci nastepujacej:

r =|l3.E(r,Vv , ©

@
=-1+HIV@<t B
gdzie:
R(r, £, ) = (@-r2 cos2(fy r sin2”™ -V r sinr*? cos™+ cos t sinT (©)
V(r, "+, ©) = (1-r2cos27)sing cosf-"pcos2 7>+ ™ cost cosT7 ®)

Wida¢, ze funkcje R(r,V, ©) oraz V (r, 9,t) sg okresowe pot o okresie
T=2X
Podstawiajac nowg zmienng:
=% -t
do uktadu @) otrzymuje sie:

r =/AR(r.§ - t,t)

| V(r,$ -t,t) S

Stad tworzymy ukdad usredniony:
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gdziei

H(r,$) :y jT R(re-t, ©) dt = §—(f int>
0

V(r,$) = ij\] Vr,$-i, Hdt = -] +—- cos$
0

kltadac w rownaniu () T »{it otrzymujemy ukdad réwnan:

a?=i[1m )]+ 1 sin$
(8)

- -] +~ cCo0S$

Warunek konieczny i dostateczny wystgpienia stabilnego drgania o okresie
2J'ma postac:

©))
stad otrzymuje sie:
fsinso-ro @a-\r2)>0
€2))
Xcos2$0 - r0 (1 -\ r2) sin$o>0
gdzie
r, sq pierwiastkami ukdadu réwnan:
r ¢ - Ce))+fsin$o=0
@o)

- Qr +fcos $ «O

Jezeli przynajmniej jedna z nierownosci (9) nie jest spehiona, co
jest mozliwe przy odpowiednim doborze y i f , wtedy nie moze wystapic¢ sta-
bilne drganie okresowe o okresie 2J.
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]

Rys. 1

Jak pokazano w [¢], jezeli ukkad rownan @) posiada cykl graniczny, to
uktad (@a) posiada stabilne, wolno zmienne rozwigzanie.
Na rys. 1 we wspodrzednych / ,y przedstawiono obszary wystepowania po-

szczeg6lnych typow drgan.
Wezmy teraz pod uwage ukdad réwnan (8)

Poniewaz

sa « I+ 2 sjjts~ f + 2

to r(t) jest ograniczone. Rzeczywiscie, zawsze mozna dobra¢ na tyle duzej

r, abyt

skad wynika, zel

ijf < 0 dla dostatecznie duzego r.

"Przy dostatecznie makym f mozna przyjac¢, ze r zmienia sie niewiele
wokod rQ » 2 (réwnania (10)). Wtedy drugie rdwnanie ukdadu @) mozna na-
pisaC¢ w postaci nastepujacej i

@ -oc cos§) ©a
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gdzie:
oc=
o
Catkujac réwnanie @a) piszemy:
/ l--ajo¥g ="/i dI
Poniewaz
i - 2 tg(4 + 15 “*
J 7rpdm =r=r L] —  +ast
\ 1-=<x \1"a

to po prostych przeksztakceniach réwnania (1) otrzymujemy:

g+ =71 -«2"tg N\NI<2 (- Dt]+w

Dobierajac odpowiednio poczatkowg wartoS¢ T , oraz kkadac

otrzymujemy:

a stad:

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

d<f +$) 1+ke_;i0 _j6

gdzie:

, czyli o<k<1
1+fl-of

(11)

@2)



182 M. Siwczynski

a stad manyt

-6 is
JQ2+7~)“ J®+In (@Hlee ) In (L+ke ).

Poniewaz*
] A
In(1+x) - (-1 n+.|% |- dla |x|]<1
11*1
to mozna napisacs
$=-1 ?2T"f + 2X] (1)ntl 1™ sin @
n»1
Wnioskujemy stad zatem, ze uk#ad usredniony (7) posiada cykl granicz-
ny prawie kotowy o promieniu rQ o 2. Wsp6trzedna katowa zmienia sie we-

ddug réwnania (13)* Okres cyklu granicznego wynosit

4Ir

Podstawiajac!

ft- 1 +\ ~1 -o2?27

TM - 2¢£ W)” 1 r *e* *>
n-1
mozna napisaci

cos¥- sin ?(t) cosAt - cos P(t) sinAt

a stad na podstawie Q)<
X(t) - r0 sin P(t) cosAt - rQ cos P(t) sinflt (¢7))

Réwnanie (14) przedstawia w przyblizony sposob drgania x(t), gdyz jak
wiadomo [JI] rozwigzania uk#adéw w postaci (4a) i ukdadu usSrednionego w
og6élnym przypadku, pozostaja dostatecznie blisko siebie przez skonhczony

zas t.
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R(’)*wnanie (14 przedstawia drganie o okresie T = —Im 29T —z2nol-

1 +17MN1-«2M
no zmienng amplitudg i fazg. Zmiany amplitudy sa okresowe w okresie '&=

4J7 — okres $ jest tym wiekszy im mniejsza jest roOznica

czestotliwosci sygnatu synchronizujacego i czestotliwosci drgan whasnych
oscylatora.

Poniewaz t
1+1

jest w ogoélnym przypadku liczbg niewymierng, to funkcja 114)
$ 7 T jest prawie okresowa.

Zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem szeregu Fouriera drgania prawie okre-
sowego. Rozwigzanie takie bedzie przyblizone, gdyz opiera sie na rozwig-
zaniu ukdadu usrednionego.

Wprowadzmy funkcje zespolona:

. 32(t)
ZM) =x(B)+jy® -rQe

Poniewaz
@ n
X - -Sit-Ff +2-jJP (-Dn+l ~ sin t
n=1
to zachodzi:
-dfilt+f) L0 T
2(®) - rQe TTIfxp @d(_ 1)n+l ~ sSinH T -
n»1
-j(ftt+f;) 00 r n
o 6 2 tt[co.(2 (-« n
n=1
j sin@ (H)n+l ~ sin t©)J

Rozwijajac w szeregi Fouriera funkcje stojgce pod znakiem iloczynu otrzy-
muje sie:
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)

gdzie J2m» J2ml sg Bessela pierwszego rodzaju. Otrzymany w
ten sposdb szereg jest szeregiem Fouriera drgania prawie okresowego Xx(t)=
= re™Z2(t)|], wystepujacego w oscylatorze Van der Pola przy zerwaniu syn-
chronizacji zewnetrznej .

Rozwazania powyzsze mozna uogoIni¢ na nastepujaca posta¢ rdownania Van
der Pola:

- FOGX) X+ (1 +¢1?) x =dftcos t
skad otrzymuje sie:
X =Yy
y fy) y - @ x +p.fcos t
Do takiej postaci doprowadza sie réwnania wielu ukdadoéw generacyjnych,
przy bardziej ogoélnej aproksymacji nieliniowosci elementow. Ten sam ukdad
rownan we wspotrzednych biegunowych bedzie miak posta¢ (@); gdzie:
R(r, ) »f@cosVy r sinh r sin®*- r sin cos™jfoos tsinis
V@, 't. Y = f(r ooaf, r Binh sinVs5cosV’- pcos2*%+ - cos t cos\Vs
Po wprowadzeniu zmiennej
§=P+t

otrzymujemy ukdad w postaci (@a), dla ktérego ukkad usredniony przyjmie
postac:

ar

s
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gdzsu.

-S

Przy najczesciej stosowanych aproksymacjach elementéw nieliniowych funk-
cja f(x,y) ma postac:

wtedy:
B(r) S O.

Istnienie stabilnych cykli granicznych réwnania (16) zalezy wykacznie
od funkcji A(r). Znajac szczeg6lng postac¢ funkcji A(r) mozna bez wiek-
szych trudnosci stwierdzi¢ istnienie cyklu granicznego. Wtedy amplituda
drgania w przyblizeniu, mozliwa jest do obliczenia z réwnania:

A(r) =0
Szereg Fouriera drgania prawie okresowego dany jest wtedy relacjg iden-
tyczng z (15)-
Ha zakonczenie rozwazmy réwnanie:

X —UuFOGIX + A+N) x+ 1 g cos t

Ukdad usredniony (8) odpowiadajacy temu réwnaniu ma postac:

8§

ralr) -rG6r) +\s$sin$

R(r, $)

an

B() +H(I) - | +— coss =V @, $)



186 M. Siwczynski

2Jr
G(r) = -Aj- J* g(r 008%) sin 2T dt
o
2f
B(r) =~ 1 f(r cos7, r sini ) sin 2t d7
o
2x
H(r) =227 J s(r cosT) cos2t dt
o

Wsp6trzedne punktu osobliwego znajdziemy przyrownujac do  zera prawe
strony rownania (A7)« Jezeli spelnione sg warunki (9), wtedy nastepuje
synchronizacja. Wystgpienie drgania prawie okresowego zwigzane jest z wy-
stgpieniem cyklu granicznego réownania (17), ktérego istnienie zalezy od
zachowania sie funkcji:

A - G(N

Dla istnienia cyklu granicznego koniecznym jest aby: A(r) - G(r)>0 dla
otoczenia, r = 0. Procz tego dla dostatecznie duzego r musi byo wypek-
niona nieréwnos¢ A(r) - G(r) <0.

Przy bardzo makym f nastepuje make tetnienie amplitudy wokéd wartosci
mozliwej do wyznaczenia z rdwnania:

AN -6 =0

Szereg Fouriera drgania prawie okresowego wystepujgacego w tym przypad-
ku da sie takze przedstawi¢ w postaci analogicznej do relacji (15)-
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IKTCTK-nEPHOItfHBCKKE KOJEEAEHH B TEHEPATOPAX VAN DER POLA

Pe3aace

B craifee npHBeaeHH ycjobna BUCTyn.ieHHH nosTH-nepHOAHuecKHX KoeetidHii b
reHepaiope van der Pola. TautHe KQJiefiaHHS lioryi BKCiynHTB ape oTcyiOTBHH
BHeaneX emccpoHHaanHH, mo npoaamieToa b M-MUeHHOH SHeiiFH aainjinyfly h $a3H.
B 3aKjnoveHH npaBe«eH pjm $ypte ~.ia HocjieAyemjx novTH-nepaofliweekHX Koaeia-
hho .

VAN DER POL QUA3IPERIODIC VIBRATIONS

Summary

The conditions of quaeiperiodic vibrations in Van der Pol  oscillator
are discussed in the paper. The reason of those vibrations is cutting of
outside synchronization observed as slow amplitude and phase pulsations.
Fourior line is shown for considered problem.



