
Co to jest GrouplandOlga Maedo«skaStreszzenieGroupland jest pªask¡ planet¡, gdzie grupy mieszkaj¡ w obszarahokre±lonyh przez ih wªasno±i, na przykªad grupy sko«zone, grupyrezydualnie sko«zone, grupy speªniaj¡e to»samo±i, grupy o ró»nyhtypah wzrostu, itd. Uwidoznia to zale»no±i mi�dzy wªasno±iamii uªatwia formuªowanie problemów. Wa»nym jest du»y obszar gruplokalnie gradowanyh, gdzie pewne znane problemy maj¡ pozytywnerozwi¡zania.Podstawowe wiadomo±i z Teorii Grup mo»na znale¹¢ w ksi¡»e �Wst�pdo Teorii Grup� autorstwa C. Bagi«skiego [3℄. Ni»ej podajemy równie» naj-wa»niejsze terminy w j�zyku angielskim, poniewa» w tym j�zyku Groupland�guruje w literaturze i w siei (http://mat.polsl.pl/groupland).Zbiór X generatorów grupy F lub póªgrupy F nazywamy wolnym zbio-rem generatorów, je»eli dowolne odwzorowanie zbioru X w dowoln¡ grup�
G (póªgrup� G), mo»na przedªu»y¢ do homomor�zmu grup F → G (ho-momor�zmu póªgrup F → G). Grup� posiadaj¡¡ wolny zbiór generatorównazywamy grup¡ woln¡ (a free group). Póªgrup� posiadaj¡¡ wolny zbiórgeneratorów nazywamy póªgrup¡ woln¡ (a free semigroup). Zapis ele-mentów za pomo¡ generatorów wolnyh jest jednoznazny.Oznazmy przez F2 póªgrup� woln¡ rangi 2, zyli o dwóh generatorahwolnyh. Mówimy skrótowo, »e grupa G zawiera F2 je±li pewna podpóªgrupaw G jest izomor�zna z F2. Ka»da nieyklizna grupa wolna zawiera F2.Wiadomo, »e F2 zawiera póªgrup� woln¡ o niesko«zonej ilo±i generatorów,wi� wa»nym jest fakt zy dana grupa G zawiera F2 zy nie. Grupy abelowelub grupy sko«zone nie zawieraja F2, poniewa» równo±i gh = hg lub gm =
gn przez¡ jednoznazno±i zapisu elementów.Groupland [20℄ jest pªask¡ planet¡ (rysunek 1), gdzie grupy mieszkaj¡w obszarah okre±lonyh przez ih wªasno±i. Grupy nie zawieraj¡e F21



Rysunek 1: Groupland.zajmuj¡ lew¡ poªow� Gruplandu. Grupy zawieraj¡e F2 zajmuj¡praw¡ poªow� Grouplandu.Grupy i póªgrupy rozwa»ane ni»ej maj¡ zapis multyplikatywny, a elementneutralny oznazony jest przez e. Grup� woln¡ nieyklizn¡ oznazamy liter¡
F . To»samo±i¡ póªgrupow¡ (semigroup identity) nazywamy wyra-»enie

u(x, y, . . . , z)=v(x, y, . . . , z), (1)gdzie sªowa u, v s¡ zapisane bez odwrotno±i zmiennyh, na przykªad to»sa-mo±¢ przemienno±i mno»enia xy = yx lub to»samo±¢ sko«zonego wykªad-nika xn = 1, n ≥ 1 s¡ to»samo±iami póªgrupowymi. Mówimy, »e grupa Gspeªnia to»samo±¢, je±li po podstawieniu do (1) elementów grupy zamiastzmiennyh oraz elementu e zamiast symbolu �1�, otrzymamy równo±¢ w gru-pie.Nieh G b�dzie dowoln¡ grup¡. Komutatorem elementów a, b ∈ Gnazywamy element postai a−1b−1ab, oznazany skrótowo przez [a, b]. Zau-wa»my, »e [a, b]−1 = [b, a]. Podgrupa G′ generowana przez wszystkie komu-tatory w grupie G jest nazywana komutantem grupy G (ommutatorsubgroup). Grupa G jest abelowa (przemienna) wtedy i tylko wtedy gdy2



G′ = {e}. Przez ab oznazamy element b−1ab (sprz�»ony z a za pomo¡
b). Podgrup� N w grupie G nazywamy dzielnikiem normalnym (normalsubgroup) je±li razem z ka»dym elementem a zawiera ona wszystkie elemen-ty sprz�»one z a za pomo¡ elementów z G.Komutant G′ jest dzielnikiem normalnym w grupie G. Wynika to z rów-nosi: (a1a2)
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2]. Ka»dy dzielnik normalny Nw grupie G okre±la grup� ilorazow¡ G/N , elementami której s¡ warstwy Ng.Grupa G/G′ jest abelowa, a grup� F/F ′ nazywamy grup¡ woln¡ abelow¡ lubwoln¡ w rozmaito±i grup abelowyh.Podgrupa F k generowana przez k-te pot�gi wszystkih elementów w gru-pie F te» jest dzielnikiem normalnym, poniewa» (ak)b = (ab)k. Grup� F/F knazywamy grup¡ relatywnie woln¡ o wykªadniku k (zyli speªniaj¡¡ to»sa-mo±¢ xk = 1).Zauwa»my, »e to»samo±¢ xy = yx i to»samo±¢ [x, y] = 1 s¡ równowa»ne,ale tylko pierwsza ma posta¢ to»samo±i póªgrupowej. Mo»emy rozpatrywa¢komutatory iterowane. Poka»emy, »e to»samo±¢ [[x, y], y] = 1 jest równo-wa»na to»samo±i póªgrupowej xy2x = yx2y. Mianowiie, je±li grupa G speª-nia to»samo±¢ [[x, y], y] = 1, to te» speªnia to»samo±¢ [[x, xy], xy] = 1, orazto»samo±¢ [x, y][[x, xy], xy][y, x] = 1. Ostatnia sprowadza si� po przekszaªe-niu do (yx2y)−1(xy2x) = 1, zyli mamy xy2x = yx2y.Grup� speªniaj¡¡ to»samo±¢ [. . . [[x, y], y], . . . , y] = 1, gdzie y powtarzasi� n razy, nazywamy grup¡ n-engelow¡. Problem zy taka grupa zawszespeªnia to»samo±¢ póªgrupow¡ byª postawiony w roku 1963 przez Shirshova([17℄, 2.82) i nadal jest otwarty dla n > 4.Dla dowolnej grupy G wprowad¹my komutanty iterowane. Oznazmy

γ1(G) :=G, γ2(G) :=G′=[G, G], . . . γn+1(G) :=[γn(G), G], n > 2.Je±li γn+1(G) = {e} oraz γn(G) 6= {e} to grup� G nazywamy nilpotentn¡(nilpotent) klasy n.Mówimy, »e grupa G jest rozszerzeniem grupy z klasy A za pomo¡ grupyz klasy B je±li zawiera ona dzielnik normalny N nale»¡y do klasy A taki,»e grupa ilorazowa G/N nale»y do klasy B. Je±li klasa A skªada si� z grupnilpotentnyh, a klasa B � z grup sko«zonyh, to grup� G nazywamy pra-wie nilpotentn¡ (nilpotent-by-�nite). Zawiera ona nilpotentny dzielniknormalny N taki, »e grupa ilorazowa G/N jest sko«zona.3



W roku 1953 A. Malev [21℄ i, niezale»nie, w 1963 B. Neumann i T. Ta-ilor [24℄, pokazali »e grupa nilpotentna speªnia to»samo±¢ póªgrupow¡. To»-samo±¢, któr¡ znalazª Malev dla grup nilpotentnyh klasy n ma posta¢
Pn =Qn, gdzie Pn, Qn s¡ sªowami na literah x, y, z1, . . . , zn, zadanymi w na-st�puj¡y sposób: P0 := x, Q0 := y; P1 := xz1y, Q1 := yz1x oraz, dla n > 1,
Pn :=Pn−1znQn−1, Qn :=Qn−1znPn−1.Je±li grupa G ma nilpotentny (klasy n) dzielnik normalny N , a grupa
G/N ma wykªadnik k (speªnia to»samo±¢ xk = 1), to G speªnia to»samo±¢póªgrupow¡ otrzyman¡ z Pn = Qn przez zamian� zmiennyh x, y, z1, . . . , znna ih k-te pot�gi xk, yk, zk

1 , . . . , z
k
n.W pray [18℄ J. Lewin i T. Lewin pokazali, »e je±li grupa G speªnia to»sa-mo±¢ póªgrupow¡, to ka»da to»samo±¢ speªniona w G jest równowa»na pewnejto»samo±i póªgrupowej. Pozwala to na rysunku 2 Grouplandu wyznazy¢nast�puj¡e rozª¡zne obszary gdzie s¡ grupy:� bez »adnyh to»samo±i (no identities),� z to»samo±iami nie-póªgrupowymi (non-semigroup identities),� z to»samo±iami póªgrupowymi (semigroup identities).Zauwa»my, »e grupy speªniaj¡e to»samo±i póªgrupowe nie mog¡ zawiera¢

F2, poniewa» ka»da to»samo±¢ póªgrupowa implikuje to»samo±¢ o dwóhzmiennyh (wystarzy zamieni¢ i-t¡ zmienn¡ na xyi), a generatory wolnew F2 nie mog¡ by¢ zwi¡zane »adn¡ zale»no±i¡.
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Podgrupa N w grupie G ma indeks k, je±li G jest sum¡ k warstw postai
Ng. Podgrupa N jest dzielnikiem normalnym indeksu k wtedy i tylko wtedygdy |G/N | = k. Grup� G nazywamy rezydualnie sko«zon¡ (residually�nite), je±li przei�ie wszystkih jej podgrup sko«zonego indeksu jest try-wialne (równe {e}). P. Hall w pray [13℄ pokazaª, »e grupa wolna F jestrezydualnie sko«zona. Grupy prawie nilpotentne sko«zenie generowane s¡tak»e rezydualnie sko«zone. Grupa quasi-yklizna Cp∞ nie jest rezydualniesko«zona (jest to grupa izomor�zna z grup¡ pierwiastków z jedynki stopnia
pn, n = 1, 2, 3, . . . ).Rozwa»my szereg komutantów

G(1) :=[G, G]=G′, G
′′

:=[G′, G′], . . . G(n) :=[G(n−1), G(n−1)], n ≥ 2.Je±li G(n) = {e} oraz G(n−1) 6= {e}, to grup� G nazywamy rozwi¡zaln¡(soluble) klasy n. Z de�niji wynika, »e ka»da grupa nilpotentna jest roz-wi¡zalna, bo G(n) ⊆ γn+1(G), n ≥ 1. Grup� rozwi¡zaln¡ klasy 2, (G′′={e}),nazywamy metabelow¡ (metabelian). Wolna grupa metabelowa F/F ′′jest rezydualnie sko«zona [13℄. Grupa ta zawiera póªgrup� woln¡ F2 [21℄,a wi� nie speªnia »adnej to»samo±i póªgrupowej (speªnia ona to»samo±¢
[[x, y], [z, t]] = 1). Przykªad sko«zenie generowanej grupy rozwi¡zalnej,która nie jest rezydualnie skon«zona, podaª G. Baumslag w pray [4℄. Grup�nazywamy prawie rozwi¡zaln¡ (soluble-by-�nite), je±li zawiera ona roz-5



wi¡zalny dzielnik normalny N taki, »e grupa ilorazowa G/N jest sko«zona.Obszary grup rezydualnie sko«zonyh i prawie rozwi¡zalnyh widzimy ni»ej.
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Ka»da podgrupa ró»na od aªej grupy nazywa si� podgrup¡ wªa±iw¡.Poj�ie grupy lokalnie gradowanej (loally graded) zostaªo wprowa-dzone przez �ernikova w 1970 roku [8℄. Grup� nazywamy lokalnie gradowan¡,je±li ka»da nietrywialna sko«zenie generowana podgrupa w G ma wªa±iw¡podgrup� sko«zonego indeksu.Przykªad grupy, która nie jest lokalnie gradowana, podaª G. Higman [14℄.Jest to nast�puj¡a grupa okre±lona za pomo¡ prezentaji, zyli zapisanaprzez elementy tworz¡e a, b, c, d i zale»no±i pomi�dzy nimi:
G=〈a, b, c, d | ba=b2, cb =c2, dc =d2, ad =a2〉.Jest to grupa niesko«zona, sko«zenie generowana nie posiadaj¡a podgrupywªa±iwej sko«zonego indeksu. Oznaza to »e grupa G nie jest lokalniegradowana.Na rysunku 4 klas� grup lokalnie gradowanyh przedstawiono za pomo¡du»ej »óªtej elipsy. Wida¢, »e wszystkie grupy rezydualnie sko«zone i prawierozwi¡zalne s¡ lokalnie gradowane. 6



Grup� nazywamy lokalnie sko«zon¡ (loally �nite), je±li ka»da jejsko«zenie generowana podgrupa jest sko«zona. Grupa ma sko«zony wyk-ªadnik, powiedzmy n, je±li gn = e dla ka»dego elementu g w G. Mówimy,»e grupa G jest rozszerzeniem grupy nilpotentnej za pomo¡ grupylokalnie sko«zonej o sko«zonym wykªadniku (nilpotent-by-loally�nite of �nite exponent), je±li G zawiera nilpotentny dzielnik normalny
N taki, »e grupa ilorazowa G/N jest lokalnie sko«zona o sko«zonym wy-kªadniku. Jak mówili±my na stronie 4, takie grupy speªniaj¡ to»samo±ipóªgrupowe.W roku 1953 powstaªa hipoteza o sªuszno±i stwierdzenia odwrotnego,»e grupa speªnia to»samo±i póªgrupowe tylko wtedy, gdy jest rozszerzeniemgrupy nilpotentnej za pomo¡ grupy o sko«zonym wykªadniku. Kontrprzy-kªad znaleziono dopiero w roku 1996 [26℄ przez Olszanskiego i Storozhewa.Okre±lono rodzine grup speªniajayh to»samo±i póªgrupowe i nie posiada-jayh nilpotentnego dzielnika normalnego z ilorazem o sko«zonym wykªad-niku. Konstrukaja bazuje na geometryznej teorii Olszanskiego, opisanejw ksi¡»e [25℄. Grupy te nie s¡ lokalnie gradowane, a wi� znajduj¡ si� w ob-szrze 15 Grouplandu na rysunku 5. 7



Jednak w klasie grup lokalnie gradowanyh ta hipoteza jest prawdziwa.Jak wynika z [5℄ i ([7℄ Corollary 1), grupa lokalnie gradowana speªnia to»sa-mo±¢ póªgrupow¡ wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozszerzeniem grupy nilpo-tentnej za pomo¡ grupy lokalnie sko«zonej o sko«zonym wykªadniku. Jestto widozne na mapie Grouplandu w postai obszaru z zerwonym przerywa-nym brzegiem. Obszar ten jest z�±i¡ wspóln¡ obszarów grup speªniaj¡yhto»samo±¢ póªgrupow¡ i grup lokalnie gradowanyh.Nieh lS(g) oznaza dªugo±¢ elementu g ∈ G w najkrótszym zapisie przezgeneratory ze sko«zonego zbioru S. Wzrostem grupy nazywamy funkj�
fS(n) równ¡ lizbie elementów w grupie G, dla któryh lS(g) ≤ n. Typywzrostów s¡ niezale»ne od ukªadu generatorów i s¡ nast�puj¡e: Grupa Gma wzrost wielomianowy je±li istniej¡ lizby A, d > 0 takie, »e dla ka»dego
n ∈ N zahodzi fS(n) ≤ And. Grupa ma wzrost wykªadnizy, je»eli istniejestaªa rzezywista C > 1 taka, »e fS(n) > Cn dla ka»dego n ∈ N .Zgodnie z wynikami Gromova [11℄, Milnora [22℄ i Wolfa [30℄, obszar grupwzrostu wielomianowego jest taki sam, jak obszar grup prawie nilpotentnyh.Sªynny problem o istnieniu grup o wzro±ie posrednim, zyli pomi�dzy wie-lomianowym i wykªadnizym, postawiony przez Milnora w 1968 roku [27℄,zostaª rozwi¡zany w 1984 roku przez R. Grigorhuka, który podaª pierw-szy przykªad grupy po±redniego wzrostu [10℄. Przez ponad dwadzie±ia latwszystkie znane przykªady takih grup (np. [1℄, [12℄, [29℄) byªy grupami rezy-dualnie sko«zonymi. Jednak w 2002 roku A. Ershler skonstruowaªa pierw-sze przykªady grup wzrostu po±redniego, które nie s¡ rezydualnie sko«zone[9℄. Grupy te s¡ lokalnie gradowane, poniewa» zgodnie z ([9℄, Theorem 1) s¡one sko«zonymi rozszerzeniami rezydualnie sko«zonyh grup Grigorhuka,a klasa grup lokalnie gradowanyh jest zamkni�ta wzgl�dem rozszerze«.
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Wprowadzimy numery dla oznazenia obszarów.

Numery obszarów po prawej stronie Grouplandu, gdzie grupy zawieraj¡ woln¡podpóªgrup�, maj¡ (dla wygody adresowania) gwiazdki. Obszar 1 skªada si�z grup wzrostu po±redniego, a obszary 11-14 � z grup o wzro±ie wielomia-nowym. Pozostaªe obszary zawieraj¡ grupy o wzro±ie wykªadnizym.Obszary 12, 13 i 7⋆ zawieraj¡ grupy poliyklizne. Grup� nazywamy poliy-klizn¡ je±li posiada ona szereg subnormalny o ykliznyh ilorazah. Grupypoliyklizne s¡ rezydualnie sko«zone ([23℄ 32.1). W ([28℄ 4.7) pokazano, »esko«zenie generowane grupy rozwi¡zalne nie zawieraj¡e F2 musz¡ by¢ po-liyklizne, a st¡d, zgodnie z ([28℄ 4.12), musz¡ by¢ prawie nilpotentne. Jakoprzykªad grupy poliykliznej zawieraj¡ej F2 mamy grup� zaproponowan¡przez B. Neumanna
G=〈a, b, c | [a, b]=1, ac =ab, bc =a2b〉,która, jak pokazano w ([23℄ 32.35), generuje aª¡ rozmaito±¢ grup meta-belowyh, oznazan¡ przez A2. Wynika st¡d, »e G nie mo»e by¢ prawienilpotentna, wi� musi zawiera¢ F2.Jest mo»liwe, »e wiele pyta« maj¡yh negatywne odpowiedzi w ogól-no±i, maj¡ odpowied¹ pozytywn¡ w klasie grup lokalnie gradowanyh. Na9



przykªad, pytanie zy ka»da n-engelowa grupa jest lokalnie nilpotentna jestznane od roku 1936, kiedy to Zorn udowodniª, »e sko«zona n-engelowagrupa jest nilpotentna. Pozytywne odpowiedzi byªy znalezione dla rozwi¡-zalnyh grup n-engelowyh (Gruenberg, 1953), rezydualnie sko«zonyh grup
n-engelowyh (Wilson, 1991), prosko«zonyh grup n-engelowyh (Wilsoni Zelmanov, 1992), patrz [6℄. Problem jest nadal otwarty w ogólno±i. Jed-nak Kim i Rhemtulla w [16℄ pokazali, »e ka»da lokalnie gradowana grupa
n-engelowa jest lokalnie nilpotentna.Sªynny Problem postawiony przez Burnside'a z 1902 roku dotyzy grupo n generatorah, speªniaj¡yh to»samo±¢ xk = 1 (patrz np. [2℄). Grupy tenazywane s¡ teraz grupami Burnside'a i oznazane B(n, k). Pytanie brzmi,zy taka grupa mo»e by¢ niesko«zona. Dopiero w 1968 roku udowodnionebyªo przez Novikova i Adiana istnienie niesko«zonyh grup Burnside'a dladu»yh k i dowolnego n > 1.Mo»emy udowodni¢, »e w klasie grup lokalnie gradowanyh powy»szy Pro-blem Burnside'a ma rozwi¡zanie pozytywne, zyli, »e ka»da lokalnie grado-wana, sko«zenie generowana grupa G, speªniaj¡a to»samo±¢ xk = 1, musiby¢ sko«zona. Rzezywi±ie, z pra E. Zelmanova wynika, »e ka»da grupaz to»samo±i¡ xk = 1 ma tylko sko«zenie wiele grup ilorazowyh sko«zo-nyh, wi� musi mie¢ minimalny dzielnik normalny N , sko«zonego indeksuw G (|G : N | < ∞). Zatem, na podstawie ([15℄ 14.3.2.), podgrupa N jestsko«zenie generowana. Je±li N 6= {e}, to le»¡ w grupie lokalnie gradowa-nej, N musi posiada¢ podgrup� wªa±iw¡ H (to znazy N % H), sko«zonegoindeksu w N (|N : H| < ∞). St¡d |G : H| = |G : N | · |N : H| < ∞, zyli
|G : H| < ∞. Wtedy, na podstawie Twierdzenia ze strony 196 w [19℄, H po-siada podgrup� K harakterystyzn¡ w G (a wi� normaln¡ w G), która masko«zony indeks w G (|G : K| < ∞). Mamy wi� »e N i K s¡ dzielnikaminormalnymi w G, o sko«zonyh indeksah. Przy tym N jest minimalny o tejwªasno±i, a jednoze±nie:

G ⊇ N % H ⊇ K.Przezy to minimalno±i N . Pozostaje wi� przypadek N = {e}. Poniewa»
N jest podgrup¡ sko«zonego indeksu, oznaza to, »e G jest grup¡ sko«zon¡o ko«zy dowód.Grupa Burnside'a B(n, k) jest izomor�zna z grup¡ F/F k rangi n. Nie-sko«zone grupy Burnside'a nie s¡ lokalnie gradowane, poniewa» na podsta-wie pra E. Zelmanova, posiadaj¡ minimalny dzielnik normalny sko«zonego10



indeksu. Wynika st¡d »e niesko«zone grupy Burnside'a (na przykªad grupa
F/F 665) le»¡ w obszrze 15 Grouplandu. Dla k = 5 powy»szy problem Burn-side'a jest nadal otwarty. Gdzie le»y grupa F/F 5 nie jest znane. Mo»e onaby¢ w obszarze 15 lub w obszarze 13 je±li jest sko«zona, bo musi wtedymie¢ rz¡d nieparzysty i, na podstawie Twierdzenia Feita i Tomsona, musiby¢ rozwi¡zalna, a zatem poliyklizna.Zadanie 1 Dla ka»dego obszaru znale¹¢ przykªad grupy nale»¡ej do niego.Zadanie 2 W jakih obszarah nie ma grup sko«zenie generowanyh lub niema grup niesko«zenie generowanyh?Zadanie 3 W jakih obszarah nie ma grup relatywnie wolnyh?Literatura[1℄ S. V. Alesin, Finite automata and the Burnside problem for periodigroups, Mat. Zametki 11 (1972), 319�328.[2℄ C. Bagi«ski, O problemah Burnside'a, Wiadomo±i Matem. 33 (1997),53�74.[3℄ C. Bagi«ski, Wst�ep do Teorii Grup, Wyd. SCRIPT, Warszawa 2002.[4℄ G. Baumslag, A �nitely presented solvable group that is not residually�nite, Math. Z. 133 (1973), 125�127.[5℄ R. G. Burns, O. Maedo«ska, Y. Medvedev, Groups Satistying Semi-group Laws, and Nilpotent-by-Burnside Varietes, J. Algebra 195 (1997),510�525.[6℄ R. G. Burns, Y. Medvedev, A note on Engel groups and loal nilpotene,J. Austr. Math. So. (Series A) 64 (1998), 92�100.[7℄ R. G. Burns, Y. Medvedev, Group laws implying virtual nilpotene, J.Austr. Math. So. 74 (3) (2003), 295�312.[8℄ �ernikov, In�nite nonabelian groups with an invariane ondition forin�nite nonabelian subgroups (Russian), Dokl. Akad. Nauk SSSR 194(1970), 1280�1283. 11
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