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OKRESLENIE CZESTOTLIWOSCI GRANICZNEJ SYGNAIOW

Streszczenie. Zdefiniowano pulsacje graniczng sygnatu. Podano
kilka praktycznych sposob6w wyznaczania pulsacji granicznej sygna-
téw wejsciowych przetwornikéw pomlarowyoh.

1. Pulsaoja granlozna

Rzeozywlste sygnaty sa ograniczone w czasie 1 opisuja je funkcje okre-
S§lone w skoficzonym przedziale ozasu T. Transformaty Fouriera sygnaisw
ograniczonych w czasie sa okre$lone w nieograniczonym przedziale czesto-
tliwosci. Wcelu wiernego przeniesienia przez przetworniki pomiarowe cza-
sowo ogranlozonych sygnatéw, nalezatoby teoretycznie Zzada¢ odtwarzania
bez znieksztatcen amplitudowych i fazowych nieograniczonego widna czesto-
tliwoséci tyoh sygnatéw. Wrzeozywisto$oi mozna wymagania staniane prze-
twornikom pomiarowym ogranlozyé, poniewaz widma czestotliwo$ci rzeczywi-
stych sygnatéw maieja ze wzrostem ozestotliwo$oi. W praktyce pomiarowej
wystarozy wieo uwzglednienie ograniczonego pasma czestotliwo$ci widna sy-
gnatéw ograniczonych w czasie.

Celowe jest wprowadzenie 1 postugiwanie sie pojeoien czestotliwosci
granloznej f§3 lub pulsaojl granicznej c05 sygnatow. Pulsacja graniczna
g sygnatu x(t) okresla widmo ozestotliwo$oi, ktédre praktycznie powinno
byc przenoszone przez przetworniki pomiarowe bez znieksztatcen* Dla ade-
kwatnego odtworzenia sygnatu wejsciowego x(t > przetwornik pomiarowy wasi
spetnia¢ warunek cg, > co_ (przy ozym: co - pulsaoja graniczna przetwor—
nika pomiarowego). Pomlinleole oze$ol widma sygnatu odpowiadajgcej pulsa—
ojom co>o0”"g nie moze powodowaé istotnych btedéw dynamloznych.

Sygnat ogranlozony w czasie nie spetnia zatozen wynlkajgoych ze sfor-
mutowania twierdzenia o prébkowaniu. W przypadku prébkowania sygnat xft)
zostanie odtworzony, na podstawie swych dyskretnych wartos$ol sin w
przyblizeniu (przy ozym: Tp< ~ okres prébkowania).

Przyjeoie pulsaojl granloznej umozliwia tylko zgrubne oszacowanie wy-
maganego pasma przenoszenia przetwornika,ale postepowanie takie jest prak-
tyoznle oelowe 1 uzasadnione, poniewaz doktadny przebieg sygnatu nie Jest
przed pomiarem znany. Dzieki takiemu podej$solu mozna postawié¢ przetworni-
kom i uktadom pomiarowym realne wymagania: wystarozy mlanowiolw, aby prze-
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tworniki posiadaty wiasciwosci przetwornikow nieznieksztatoajacych
(|G{jow| = const; «co) = const,coi w okre$lonym,skoriczonym przedziale put
saoji, wynikajagcym z przebiegu widma ozestotliwo$ci sygnatéw wejsciowych
przetwornikow.

W praktyce pomiarowej okre$la ale ozesto ozestotliwo$é graniczna na

podstawie doswiadczenia; np. w wiekszo$ci pomiaréw wielkos$ci mechanicz-
nych ozestotliwo$d graniczna nie przekraoza 1 ... 1,5 'kHz . W Pomiarach
drgan mechanicznych mozna przyja6 f ss 12 ... 15 kHz. Dla ilustracji po-

s
dano czestotliwo$ci graniczne fgs zaobserwowane przy pomiaraoh momentu

walcowania i nacisku walcéw:

walcowanie gorgoe metalu 10 ... 25 Hz
walcownie blachy 20 ... 40i85)Hz
walcownie zimnego metalu 5 ... 40 Hz.

Istnieje szereg innych sposobéw oszacowania czestotliwo$oi granioznych
sygnatow pomiarowych [i, 2, 3, 4j; niektére z nich zostang opisane w dal-
szych rozdziatach.

2. Okres$lenie pulsao.il granicznej sygnatow na podstawie widma czestotli-
wosci

Pasmo czestotliwo$ci przenoszone bez znieksztatoen przez przetworniki
pomiarowe jest ograniozone. Oznaoza to w praktyce zmniejszenie doktadnos-

ci przetwarzania dynamicznego i ograniczenie zastosowania konkretnych
przetwornikéw pomiarowych.
Szybkie zmiany wielko$oi mierzonej lub jej poohodnej, uwidaczniajace

sie na wykresach w postaci nieciggtosci, Swiadczg w przypadku przebiegow
okresowych o istnieniu skiadowych harmonicznych o wielkich czestotliwo$-
ciach, a w przypadku przebiegéw nieokresowych o duzej gesto$ci widma oze-
stotliwos$ci w zakresie wielkich czestotliwo$ci- Przy pomiarze takich prze.
biegdw zawsze istnieje obawa, ze krzywe niegtadkie zostang zaokraglone.
Jedyng gwarancja,ze pomiar zostanie przeprowadzony prawidtowo, jest od-
powiedni dobér pasma przenoszenia przetwornikéw pomiarowyoh.

Dla kazdego rzeczywistego sygnatu mozna znalez6 takag warto$é pulsaojl
cos, poczawszy od ktdrej widmo czestotliwo$oi F(joo) praktycznie jest row-
ne zeru

F(Jco) RS O
co> gs

W wielu przypadkach przymuje sie jako pulsaoje graniczng sygnatu pulsacje
odpowiadajgcg pierwszej warto$oi zerowej obwiedni widma ozestotliwosci.
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Woprzypadku impulsdw prostokgtnyoh o okreele T, przebieg wodna pcz*ttnt*~
wid w postaol szeregu nieskoriczonego

e J t
z(t>lﬂ_/i<éoA“. e o Cili

przy ozyoi

a0 - 47 - AO b1(LA A

oo m 2JC/T) cl- szeroko$¢ Impulsu.

Z zalednos$ol (2i wynika, de pierwsza wartosd zerowa widwa odve*t*&* H®*-
bis porzadkowej n

ozyll n*T/d

Zatem pulsaoje granlozng w tym przypadku modne oznacza¢ * zaleznoSci
&gB m n «jj * 2Jt/d (it
Po pierwszym przejSolu przez zero amplituda obwiedni wynosi 22# wac&o$od

najwiekszej amplitudy A#,
Pulsaoje granlozng oblloza sie niekiedy z warunku

Ao

Woprzypadku Impulsdw prostokatnych Jest
¢k - sl<&4M - si(x)

Z wykresu funkojl sl(x) odozytuje sie, de dla ¢* 0,1 warunek (*#t
spetniony dla x > 3, ozyll dla n > 3 T/di. Stad pulsaoje grando*«»

m 2Jtn/T m 6 *7d

oraz ozestotllwo$d granlozna
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W przypadku impulséw o ksztatoie r6znigoym sie od impulséw prostokat-
nych, op. dla Impulséw trapezoidaloyoli lub sinusoidalnyob otrzymuje sie
z warunku 1K) warto$oi moiejsze od warto$oi obliozonyoh z zaleznos$ci (5).
Dlatego tez wzorem (5) mozna sie postugiwadé niezaleznie od ksztattu impul-
sOw, otrzymujac warto$oi graniczne o0Sszaoowane z rezerwa,

Wcelu zilustrowania wplywu ograniczenia widma ozestotliwo$ci na prze-
biegi sygnatéw wyjsciowych czujnikéw, rozpatrzono przypadek przenoszenia
jednorazowego impulsu prostokatnego przez idealny filtr dolnoprzepustowy
0 zmiennej szeroko$ci pasma przepustowego. Przyjeto, Ze pasmo przepustowe
idealnego filtru Jest ograniczone do przedziatu <0, oraz ze war-
to$ci pulsaoji granicznej sg rowne kolejnym wartosoiom zerowym widma
ozestotliwos$ci impulsu prostokatnego. Funkcja widmowa impulsu prostokatne-
go o szeroko$ci ct jest opisana réwnaniem

rt/2 "
F(co) = f Ae-iClt dt = <XAslI(-7]j (6)
V2

Stad oblicza sie wartos$ci pulsaoji granicznej

Rys. 1. Impuls prostokatny a) i wykres jego widma czestotliwo$oi bj

Na rys. la przedstawiono rozpatrywany przebieg impulsowy, a na rys. 1b
wykres funkcji F(coj. Rysunek 2 przedstawia przebiegi odpowiedzi dla kilku
czestotliwo$oi granlcznyoh Cq filtru, obliczonyoh z zaleznosci (7). Prze-
biegi odpowiedzi filtru dolnoprzepustowego na wymuszenie impulsowe dobrze
ilustrujag wplyw ograniozonego pasma przepustowego przetwornik6w pomiaro-
wych na znieksztatcenie sygnatéw wyjsoiowyoh.
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Rya.

2.

Przebiegi odpowiedzi

LKf
°9=*ir

na wyjaoiu filtru dolnoprzepuatowego
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3» Okreélenie pulsao.ll graniozne.l na podstawie widma gestosci energii

Moc sygnatu okresowego jest sumag mocy zawartych w kazdej dyskretnej
sktadowej harmonicznej. W przypadku sygnatéw nieokresowych celowe jest po-
stugiwaé sie energia.

Energie sygnatu mozna przedstawi¢ za pomocag funkcji widmowej F(jcJ) w
postaci

W przypadku sygnatéw nieokresowych energia ta ma zwykle warto$¢ skoriczong.
Rozktad energii w widmie sygnatu okres$la widmo gestos$ci energii, defi-
niowane czesto Jako

(9)

Jezeli nawet widmo energetyozne sygnatu rozcigga sie w przedziale nieskon-
czonym, to mozna znalez¢ taka pulsaoje “gg» ze w przedziale (O, cogg) be-
dzie zawarta znaczna cze$¢ energii sygnatu. Energia widma poza tym prze-
dziatem stanowi matg oze$¢ a oatkowltej energii sygnatu (O < a« 1).Puk-
sacje graniczng mozna wiec wyznaozyé z warunku

00
(10)
Przyktad: Sygnat opisany réwnaniem
x(t) “ Ae-fat . 1(t)
ma gesto$¢ widmowg energii
(11)

Catkowita energia sygnatu x(t 1, obliczona z zalezno$oi (8), wynosi
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Pulsaoje graniczng dla zadanej warto$ci a oblicza sie z réwnania (10 “pod-
stawiajgc zaleznosci (11) i (12)

° 0 0
1 ? h a.. a & i*-*\
i13>
Wos ¢
Stad oblioza sieg
A2 .00 a A2
P artS 5 T?2r
@ (o3 (F
-|& =tg ~ (l-a) = otgea
Po rozwinieciu funkcji otg | a w szeregpotegowy dla O < f a<i i ogra-

nlozajgo sie do pierwszego wyrazu szeregu (dla matyon warto$ci a) oblicza
sie

Mgs * 3 TT& {Ut

Z (11) wynika, ze widmo czestotliwos$ci jest funkcjg malejaca nonoto-
nicznle ze wzrostem pulsacji co,
Pulsaojl granicznej obliczonej ze wzoru y(14) przy a =0,1 odpowiada
zmniejszenie rzednej widma ozestotliwo$ci do warto$ci okoto 0,15 F(0)e
Pulsaoje graniczng impulsu o ciggtym widmie ozestotliwos$ci okreslonym
rownaniem (6) mozna oszacowac na podstawie pola powierzchni fuokcji

gl2(~£jf poniewaz zgodnie z (8) energie impulsu wyraza zalezno$¢

00

E=—Q2 A2 i si2(-"r") d» (15)

\i/
0

Na rys. 3 podano wykres wzglednej energii E(co)/E(0o0) pojedynczego impul-
su prostokatnego. Z wykresu wynika, ze okoto 90# oatkowitej energii imput
su jest zawarte w pas$mie widma ograniczonym jego pierwszg wartoscia zero-
wg. Zatem przyjecie pulsacji granicznej sygnatu wg zaleznos$ci (3) jest
rownoznaczne z uwzglednieniem 90# energii sygnatu w postaci impulsu pro-
stokagtnego. Wykresem tym mozna sie postugiwaé takze w przypadku impulséw
okresowyoh o matym wspoéitczynniku zapetnienia ct/T.

Na rys. 4 przedstawiono wykresy wzglednej gestos$ci widmowej mocy dla
trzech charakterystycznych przebiegéw impulsowych. Wzgledng gesto$¢ widmo-
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wg energii teoretycznego impulsu prostokatnego A przedstawia linia olagta
Impulsowi B o zaokrgglonyoh krawedziach, odpowiada na wykresie linia prze-
rywana. Ksztatt impulsu C odpowiada oze$oi widma ogranlozonej pulsaojg
2*/fcc.

Rys. 3. Wykres wzglednej energii Impulsu prostokatnego

Rys. 4. Wykresy wzglednej energii dla trzeoh impulséw

4. Okreslenie 0 na podstawie transmltano.ll obiektu pomiaru

Warto$ci transmltanojl obiektéw pomiaru malejg ze wzrostem ozestotll-
woscl, tak ze w pewnym przyblizeniu mozna Je przedstawi¢ Jako filtry dol-
noprzepustowe. Na wyjsolu takloh obiektow wystepujag sygnaty o ograniozo-
nych pulsacjaoh.

Jako pulsaoje graniozng sygnatow wyjsciowyoh obiektu o transmltanojl
g(jco> mozna przyjaé¢ pulsaoje, przy ktérej amplituda tych sygnatéw Jest
rowna progowi pobudliwo$ci czujnika pomiarowego. Sygnaty wyjsciowe o wle-
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kszyoh czestotliwo$ciach nie beda wykrywane przez czujniki pomiarowe. Put-
saoje graniczng mozna wiec oszacowa$ z warunku

|aijGj.>| (16)

przy ozym:
A - prog pobudliwo$oi ozujolka,

XB - amplituda sygnatu wejsciowego.

W przypadku obiektu pierwszego rzedu o module transmltaoolJi

18(H LRV ;kr,én-? (7>

otrzymuje sie

lol3"gi’l “ msE (18)

Pulsaoje graniczng sygnatu wyjsciowego obiektu mozna réwniez o0szaoo-
waé na podstawie widma energetycznego i transmitanojl obiektu. Gestos¢
widmowa energii sygnatu wyjsciowego Sjf~l Jest zwigzana z widmem oiggtym
sygnatu Wejéciowegro S, (co) zaleznos$olg

Sy (0al » |G(Jcol|2 Sx (co> (191

Przyjmujao najbardziej niekorzystny przypadek sygnatu wejSoiowego w post»-
ol biatego szumu o widmie

Sx (os) * SO
otrzymuje sie, dla obiektu pierwszego rzedu o module transmitanojl okre-
$lonym przez (171, gesto$é widmowg sygnatu wyjsoiowego w postaol

2
S R— Fo— s SR (201
y 1 + fcoTl

Dla gesto$ci widmowych energii, réwnanie (10 1 mozna przepisa¢ w postaci
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Po podstawieniu (20) do (21) otrzymuje sie po soatkowaniu i po przeksztai-
oeniaoh

(22a)

Uwzgledniajac uproszczenia jak w przyktadzie, mozna pulsaoje graniczng wy-
razi¢ w przyblizeniu zaleznos$ciag

?gs = zifar (22b)

5. okre$lenie na podstawie funkc.ll autokorelac.ll sygnatu

Na podstawie twierdzenia Wienera-Chinczyna gesto$¢ widmowg S(«) okre-
$§la sie jako przeksztatcenie Fouriera funkcji autokorelaojl Rit) sygnatu

ooscctdt (23)

Znaozenie tej zaleznos$ci polega przede wszystkim na tym, ze pozwala ona
okresli¢ funkoje gestos$ci widmowej S(oc) na podstawie funkoji autokorela-
cji Rit) danej analltyoznle lub w postaci wykresu. Znajac Sico) mozna okre-
§li¢ <%9g np. z zalezno$ci (23). Metoda ta odgrywa szczeg6lnie wazng role
w przypadku staojonarnyoh proceséw przypadkowyoh. Tak np. z przyblizeniem
dostateoznym dla oszacowania pulsaoji granicznej t~0 mozna przyjac, ze
funkoje autokorelacji proces6w stoohastycznyoh majg przebiegi zblizone do
funkoji okre$lonych réwnaniami

(24)

lub

(25)

Podstawiajgo do réwnania (23) kolejno wyrazenia (24) i (25) oblicza sie
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Z og6lnych wtasciwosci przeksztatcenia Fouriera wynikajag zwigzki mie-
dzy przebiegami funkcji autokorelaojl sygnatu i gestos$ci widmowej mocy.

Jezeli funkoja R(f) jest monotonicznie malejaca funkcja zmiennej t ,to
S(u>) jest rowniez monotonicznie malejacg funkcjg zmiennej co.

Jezeli ze wzrostem t wartos$ci funkcji autokorelaoji sygnatu szybko ma-
leja (wykres R(f) Jest ograniczony do matych warto$ci t ), woéwozas prze-
bieg S(co) jest ptaski, wolno malejgoy ze wzrostem co. Taki przebieg $wiad-
czy o zawarto$oi sktadowych o duzej zmienno$oi w sygnale. W przypadku gdy
R (t) maleje praktycznie do zera w przeciggu krotkiego czasu At , wtedy
S(<0) zachowuje prawie stata warto$¢ az do warto$ci okre$lonej zaleznos$cig
W

fgB - 25i/At

W granicznym przypadku, gdy S(co) = const dla wszystkloh warto$ci co, za-
nika wszelka korelacja miedzy wartosciami x(t) 1 proces jest oatkowlcie
przypadkowy.e

Czesto stosuje sie model procesu stochastycznego (praktycznie nlereali-
zowalny)o widmie ograniczonym czestotliwo$ciami granicznymi +f 1-t 1
statej wtym zakresie czestotliwo$ci, warto$ci gesto$ci widmowej S(cz>) =
“ Sq «const. Postugujgo sie transformata Fouriera funkcji o przebiegu
prostokatnym, oblioza sie funkcje autokorelaojl procesu

00
R(n = | S(w) doo= 2 SO fgg sl(cogt) (28)

—00
Miejsca zerowe funkcji (28) wystepujag dla =n (n=1,2,3, ...),
a wiec dla =n &/MYB = b/2 fgg* Istnieje zatem mozliwo$¢ oszacowania

pulsacji granioznej na podstawie zalezno$ol

Jezeli uwzgledni¢, ze R(t) - O oznaoza statystycznag niezalezno$é¢ war-
tosol chwilowyoh procesu x(t), wowozas Istnieje mozliwo$s¢ przedstawienia
tego procesu za pomocg statystyoznle nlezaleznyoh warto$ci mierzonych w
odstepaoh ozasu At * » I/2f#g. Otrzymany wynik Jest zgodny z twierdze-
niem o probkowaniu sygnatu o czestotliwo$ci granicznej

Wteorii funkcji korelacji udowadnia sie, ze funkoje autokorelacji sy-
gnatéw okresowych sa réwniez funkcjami okresowymi o tym samym okresie.
Funkoja korelacji wzajemnej dwoéoh sygnatéw okresowych o réznych okresach
rowna sie zeru. Zalezno$ci ts wykorzystuje sie przede wszystkim do wykry-
wania sygnatéw okresowych przy wystepowaniu szuméw. Teohaika korelaoji »o-
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ze by¢ réwniez zastosowana do okre$lania pulsacjl cq « Nalez; przy tym
uwzglednié¢, ze poszerzenie pasma przenoszenia uktadu pomlarowgo poza nie-
zbedne minimum potrzebne do przeniesienia sygnatu powoduje podwyzszenie
poziomu szuméw na wyjsolu, a wleo zwieksza niedoktadnos¢. Z tego powodu
oszaoowanle pulsaojl granloznej sygnatu uzyteoznego przy wystepowaniu szu-
mow jest bardzo wazne.

Rozpatrujgc sygnat okresowy u(t) zmieszany z szumem s(t)

X(t) mu(t) + s(t)

0 funkejaoh autokorelaojl Rxi*)> 1 Rg*1l”oblloza sie
Hx (t) - Ru<0 + Rs(t)

Poniewaz funkoja Rfi(f) dla dostateoznle duzyoh warto$ol t dazy do zera,
zatem Rx(+) a Ru(0. Podane zaleznos$ci obowigzujg przy dostateoznle dtu-
gim ozasle oatkowanla T (teoretyoznle w przedziale nleogranlozonym).

W przypadku skonozonej warto$ol T wystepuje biad o warto$ol réwnej wartos$-
01 funkoji korelaojl wzajemnej RUB(H i Rzu(t).

MasM.

Przedstawiono kilka sposobéw wyznaozanla ozestotllwo$ol granloznej sy-
gnatéw, Czestotliwo$¢ graniczna f Jest wlelko$oig umowng, obarakteryzu-
Jaog pewne witasolwos$oi sygnatu w dziedzinie ozestotllwo$ol. Przyjeole oze-
stotllwos$oi granloznej umozliwia tylko zgrubne oznaozenie zmlenno$ol sy-
gnatu 1 wymaganego pasma przenoszenia przetwornikéw. W praktyoe postepowa-
nie takie jest Jednak oelowe 1 uzasadnione, poniewaz doktadny przebieg sy-
gnatu przed pomiarem nie Jest znany, a pasmo Przenoszenia przetwornikéw
pomlarowyoh powinno by¢ przyjmowane z zapasem. Z tego punktu widzenia za
najlepsza nalezatoby uwaza¢ te metode oznaozanla ozestotllwo$ol granloz-
nej sygnatow, ktoéra najszybolej prowadzi do wyniku.
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DETERMINATION OF LIMITING SIGNAL FREQUENCY

Summary

The limiting signal pulsation is defined. Some praotical methods of de-
termination of the limiting pulsation of input signals of the measuring
converters are given.



