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Derzy KLAMKA

BADANIE STEROWALNOSCI DLA NIEKTORYCH UKLADOW OPISANYCH
ROWNANIAMI ROZNICZKOWYMI CZASTKOWYMI TYPU PARABOLICZNEGO

Streszczenie. W pracy podano definicje aproksymacyjne] sterowal-
nosci, aproksymacyjnej brzegowej sterowalnosci oraz aproksymacyjnej
catkowitej sterowalnosci dla uktadéw dynamicznych opisanych réwna-
niami rézniczkowymi, czastkowymi liniowymi typu parabolicznego z
warunkami brzegowymi typu mieszanego. Sformutowano kryteria badania
réznych rodzajoéw sterowalnosci omawianych uktadéw dynamicznych. Kry-
teria te, majace posta¢ warunkéw koniecznych i wystarczajacych, zo-

staty wyprowadzone przy uzyciu wartosci wkasnych i1 wektoréow whas-
nych. Rozpatrzono roéwniez szereg szczeg6lnych przypadkéw oraz poda-
no kilka przyktadéw.

Zagadnienia sterowalnosci uk#adéw dynamicznych opisanych réwnaniami
rézniczkowymi czastkowymi bydty w ostatnich latach wielokrotnie rozpatry-
wane w literaturze £1-10] . W niniejszej pracy podano definicje aproksy-
macyjnej brzegowej sterowalnosci oraz aproksymacyjnej catkowitej sterowal-
nosci dla uktadoéw dynamicznych opisanych liniowymi réwnaniami rézniczko-
wymi typu parabolicznego z mieszanymi warunkami brzegowymi. Sformutowano
warunki konieczne i wystarczajgce roéznych rodzajow sterowalnosci dla roz-
patrywanych ukdtadéw dynamicznych. Rozpatrzono takze szereg przypadkoéw
szczeg6lnych, dotyczgacych uktadéw z warunkami brzegowymi typu Dirichleta
oraz z warunkami brzegowymi typu Neumanne. Korzystajgc z ogélnych kryte-
riow sterowalnosci dla przypadku mieszanych warunkéw brzegowych, otrzyma-
no warunki konieczne i wystarczajace sterowalnosci tych ukdfadéw. W kon-
cowej czesci pracy zamieszczono kilka przyktadéw ilustrujacych zastosowa-
nie podanych warunkéw sterowalnosci. Przyktady te dotyczg przypadku ukta-
du o statych wspétczynnikach 1 warunkach brzegowych typu Dirichleta.

Niech bedzio dany ukdad dynamiczny S o rozdozonych parametrach opi-
sany liniowym réwnaniem rézniczkowym czagstkowym typu parabolicznego z mie-
szanymi warunkami brzegowymi, nastepujacej postaci:

(1)

okreslonym dIB (t,x)e [o,t]x [0,1] , spetniajgcym warunki brzegowe

(Fw)(t,x) « Bv(t) )
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oraz warunki poczagtkowe

liro Jw(t ,x) - w (x x) 6 L2 |p,I1] 3)
t-0+ ° L2 [0,1]

gdzie
p(x) s C2[o,lj, p(x)>0 dla xe [o,11, q(x) 6C° [0,I], b(x)eL2 [o,I]

\
B Jest stalta macierza 2 x 2 -wymiarowg postaci nastepujacej

bli b12 @

b21 b22

Operator brzegowy F: H2[o,I] - R2, (H2 (0,13 Jest przestrzeniag Sobolewa)
jest okreslony nastepujaca réwnoscia

aQow(t,0) + al0 - (t,0)
(Fw) (t.x) (©)]
a0iw(t@ + an~ ~ (£, D)

gdzie

S00°B01,810%all 6 R * a00 + alo * °* a0l + all * 0 (6)

=

przypadku warunkéw brzegowych typu Dirichleta “ Bll = °» a0o
aQl = 1), operator brzegowy F « FD jest postaci

w (t ,0)
(FpW)(t,x) >7)
w(t D

a odpowiedni uktad dynamiczny oznacza sie symbolem SQ.
W przypadku warunkéw brzegowych typu Neumanna (arn = ar °~ alo="all =1)*
operator brzegowy F = FN Jest postaci

(FNw) (t,x) = @)

E(«.1)

a odpowiedni uk#ad dynamiczny oznacza sie sym}>olem SN.

Uktady dynamiczne o zerowych warunkach brzegowych (B = 0), oznacza sie
odpowiednio symbolami ~0"~0D"~ON" natoln:*B3t uktady dynamiczna, dla Kkto6-
rych b(x) = 0, dla x e [p,l], oznacza sie odpowiednio symbolami S°, S°,
S°. Dla przypadku szczegélnego, gdy p(x) *» 1, q(x) =0, dla x e [0,1]
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wprowadza sie oznaczenia 5, SQ, 3°, 3qD, SoN, 3*, 3. Zaktada sie, ze
sterowania dopuszczalne u(t) e L2 [0,7] = U oraz v(t) 6 L2 i0,T; R2J » V.
Przy powyzszych zatozeniach réwnanie (1) posiada jednoznaczne rozwigzanie
w(t,x), spedniajagce warunki brzegowe G2) i warunki poczatkowe (3) oraz o-
kreslone w obszarze [0,Tjx[o,1]- ‘

Definicja. Uktad dynamiczny S,(S°) Viazywa sie aproksymacyjnie (brze-
gowo, catkowicie), sterowalnym w przedziale [o ,t], jezeli dla dowolnego
stanu w chwili t » 0, wQ(X) 6 L2[6,1], dowolnej funkcji wr(x) e U2 [o,l]
oraz dowolnego 6 >0, istnieje sterowanie dopuszczalne (u(t),v(t)) eUx V,
(v(t)eV), (u(t)eU) takie, ze odpowiadajgca temu sterowaniu trajektoria
w(t,x) uk#adu dynamicznego S,(S°),(S ), speknia nastepujacy warunek

Hw(,x) - W= ., <&. "
L O.1

Celem uzyskania efektywnych kryteriow aproksymacyjnej sterowalnoscl za-
stepuje 3ie uktad dynamiczny S, przeliczalnym ukdtadem liniowych, stacjo-
narnych réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Niech A: D(a)- L2 |p,I] , bedzie liniowym nieograniczonym operatorem,
zdefiniowanym nastepujaca roéwnoscia

(Aw) (t.x) - [M(PX)~% = ) ¢ q(x)Hw(t,x) (10)
o dziedzinie

D(a) » Ilw(t,x)e L2 [0,l] : (Aw)(t,x)elL2 0,11, (Fw)(t,x) - oj (11)

Wiadomo [11 , [4]., [6]1, [71. [al, ze operator A jest samosprzezony, a Jego
wartosci whasne ,(i»l ,2,3,...) sa rzeczywiste i pojedyncze, a odpo-
wiadajagce im funkcje wkasne g”~x) ,x € [0,0, Ci«l ,2,3,...), tworza prze-
liczalng baze ortogonalng w przestrzeni L2 [o,lj -Zatem rozwigzanie w(t,x)
réwnania (I) mozna przedstawi¢ w postaci

i»*o
w(t,x) ° Ty (THgH) (t.x)e [o,Tjx [0,1], a2
=1

gdzie wspétczynniki wzx(t),(i=1.2,3,...), sa rozwiazaniami nastepujacego
przeliczalnego uk#adu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
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gdzie
1
bt »J b(x)gl(x)dx 1=1,2,3,... (14)
0
Bi - [fOol. fje 1=1.2.3.... (15)
dg.
a,,., -pnr(0) - ©
f £ » p(O) —_— AZ-T---_ i=1,2,3 (16)
30 * %o
dg.
f\ =p) - = - ——5-H  — 1=1.2,3.... an
8o * Ar

Korzystajac z wprowadzonych powyzej oznaczen, nozna sformutowac warunki
konieczne i wystarczajace aproksymacyjnej (brzegowej, catkowitej), stero-
walnos$ci uktadu dynamicznego S ,(S°) , (S0).

Twierdzenie 1. Uktad dynamiczny S Jest aproksymacyjnie sterowalny w
przedziale [0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad [i"Bi] ” 1 dla 1=1,2,3,... (18)

Dowéd. Warunek (9) w definicji aproksymacyjnej sterowalnosci Jest spet-
niony wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje mozliwo$s¢ dowolnej zmiany wspéd-
czynnikéw w” t), dla 1»1,2,3,..., co jest roéwnowazne sterowalnos$ci
wszystkich uktadéw dynamicznych opisanych zalezno$ciami (13). Stad, wyko-
rzystujac znane [8] , [9] warunki konieczne i wystarczajace sterowalnos$ci
liniowych stacjonarnych uktadéw dynamicznych o parametrach skupionych, o-
trzymuje sie bezposSrednio teze twierdzenis 1.

Twierdzenie 2. Uktad dynamiczny Sn Jest aproksymacyjnie sterowalny w

przedziale [0,T] wtedy 1 tylko wtedy, gdy |

rzad Xbi“bllp(0)% 0) - b21p(I)T 1 (1)*

do< dg 4
"*b12p(0)-37(0) " b22p(1)-37(HJ * 1 dis (19)

Dow6d. Poniewaz dla uk#adu dynamicznego SQ, alQ = a”~ =0 oraz aQo=
m aQl =1, wiec na mocy zaleznos$ci (14), (15), (16), (17) oraz twierdze-
nia 1 wuzyskuje sie teze twierdzenia 2.

Twierdzenie 3. Uktad dynamiczny Jest aproksymacyjnie sterowalny w
przedziale [0,t1J wtedy i tylko wtedy, gdy
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rzed [b~b~pil Jg~l) - b~rp(0)gl(0),
b22p(1)gl (1) - bl2p(0)gx(@O) - 1 dla 1=1,2,3,... 20)

Dowdéd. Poniewaz dla uk#adu dynamiczne%o Sna o= & o1 = 0 oraz a0
= all =1, wiec na mocy zaleznosci (18),(15), (16), (17) oraz twierdze-
nia 1 uzyskuje sie teze twierdzenia 3.

Wniosek 1. Uktad dynamiczny S° Jest aproksymacyjnie brzegowo stero-
walny w przedziale [o .t] wtedy i tylko wtedy, gdy

rzed [Bj =1 dla 1=1,2,3,... (21)

Dowéd. Poniewaz dla uk#adu dynamicznego S°, b(x) » O dla x e [o,I1],
wiec takze bA m O dla 1=1,2,2,... Sted, na mocy twierdzenia 1 uzysku-
je sie teze wniosku 1.

Wniosek 2. Uktad dynamiczny SQ Jest aproksymacyjnie catkowicie ste-
rowalny w przedziale [ ,tJ , wtedy i tylko wtedy, gdy

bt/ 0 dla 1=1,2.3,... 22)
Powéd. Poniewaz ¢la uktadu dynamicznego SQ, S = 0, wiec takze m 0
dla 1=1,2,3,... Sted, na mocy twierdzenia 1 uzyskuje sie teze wniosku 2.

Wniosek 3. Dezell uk#ad dynamiczny S ,(S°) ,(SQ) Jest aproksymacyj-
nie (brzegowo, catkowicie) sterowalny w przedziale [o, T] , to Jest on
takze aproksymacyjnie (brzegowo, catkowicie) sterowalny w dowolnym prze-
dziale [0,"f] ,(0<T).

Wniosek 4. Oezeli Dbl2 = b2l « 0, to uk#ad dynamiczny Jest apro-
ksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale [o0,T], wtedy i tylko wtedy,
gdy

(P (0) (a00-3” 0) - aio9i(0)))2bll +

don »® 0
+ (p(A)(allgz (1) - a0i“37(1))) b22 * 0 i“1«@-3_ <23)

Wniosek 5. Dezeli bl2 = b22 =0, to uktad dynamiczny S° Jest aprok-
symacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale (o.tJ , wtedy i tylko wtedy,

gdy
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Wniosek 6. Oezeli ®42 = b21 »0, to uk#ad dynamiczny Jest apro-
ksymacyjnie brzegowo sterowalny wprzedziale [0,tJ, wtedy i tylkowtedy,

gdy

(GI1p(°)~(0))2 + (b22p(1)-~[(1))2 0 i-1,2,3,.".. (25)

Wniosek 7. Oezeli bl2 = b22 = 0, to uktad dynamiczny sl Jest apro-
ksymacyjnie sterowalny w przedziale [o ,t] brzegowo, wtedy i tylko wtedy,

gdy

(b21p(i)gi(1) - b11p(0)gl(0))2 / 0 i=1,2,3,... (25)

Wniosek 8. Oezeli bi2“b21 = to uktad dynamiczny S° Jest apro-
ksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale [o ,t], wtedy i tylko wtedy,

gdy
(b11p(0)gi (0))2 + (b22p(1)gl(1))2 / 0 1=1,2,3___ @n

Wniosek 9. Oezeli bl2 = b22 »0, to uktad dynamiczny S° Jeet apro-
ksymacyjnie brzegowo sterowalny wprzedziale [o,t] , wtedy i tylko wtedy,
gdy

dg dg ”
<bl1p(0)“37(0) " b21p(1)“37(1>) t O 1=i,2,3 (28)

Powyzsze wnioski wynikaj? bezposrednio z twierdzen 1, 2, 3 oraz zalezno-
Sci (7)) i (8).

Przyktad 1. Niech bedzie dany uktad dynamiczny , dla ktérego bl12 =
= b22 =0, Wiadomo, [3J, [7], [8]. ze dla ukfadu dynamicznego §Q warto-
Sci whasne i1 funkcje whasne wyrazaj? sie nastepujecyrai wzorami

- -(ionz 1=1,2,3,... (29)
gt(x) = V2sin(iflx) x £ [o,1] 1=1,2.3__ (30)
Funkcje wkasne gl(x), 1=1,2,3,... tworze ortonormalny uktad zupedny w

przestrzeni L2 [0,I].
Korzystajec z zalezno$ci (30) otrzymuje sie

dg,(x) .
— 3 « i @Y2cos(13tx) xi [o,]] 1=1,2,3,
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Stad
-gi(0) - 1-1,2,3,...
=AM - 13£Y2cos(ii0 - ijTYIY-1)1 1-1,2,3,. ..
Poniewaz p(o) " p(l) - 1, zatem namocy wniosku 9 rozpatrywany uktad

dynamiczny Sp Jest aproksymacyjnie brzegowosterowalny w przedziale

[0.t], wtedy i tylko wtedy, gdy y
1

(bH - b21(-D)1)2 /7 0 i » 1,2,3,..".

co Jest rownowazne nastepujecamu warunkowi
.' (] -

Ibl I M b2lI

Przyktad 2. Niech bedzie dany uktad dynamiczny S$oD, dla ktérego Ffunk-
cja b(x) spei#nia nastepujecy warunek

b(x) = -b(l - x) x e [0,1]
Wykorzystuj ec zaleznos¢ (30) otrzymuje sieg

1 1
bt =J b(xX)gi(x)dx -J b(x)VisinCiUx)dx

0, dla i=2k-I
/0, dla i=2k

gdzie k=1,2,3,_ ..
Zatem na mocy twierdzenia 1 oraz wniosku 2, rozpatrywany uktad dynamiczny
80D nie Jest aproksymacyjnie catkowicie sterowalny w przedziale [O0,T],

Przykdtad 3. Niech bedzie dany uktad dynamiczny 800> dla ktérego:
.= -b?1, bl2 = b22 = 0. Na podstawie przyktadu 1 wiadomo, ze ukdad ten
nie jest sterowalny. Wybierzmy stan poczatkowy wQ(x) tak, aby spedniat
nastepujecy warunek

wo(x) = -«o(l - x) dla x 6 [o.1j] an
Sted, podobnie jak w przyktadzie 2 uzyskuje sie roéwnosci

n fOo dla i=2k-I
= 1w (X)g,(xX)dx - I w (x)2sin(iJIx)dx -1 S (32)
31 th O 1 R ° 1/0 dla i=2k

k-1,2,3,,..
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Poniewaz b, = -21, wiec na mocy .15), (6.7, (I? oraz przyktadu 1 o-
trzymuje sie zaleznosci

% » [i5tV2b11, -i OiYAC-1)ib21] = [i Jtv2'bll . i&V2f-1)1b11] |

c dla i=2k-1I
Qiv(t) = ;i * -1)i)i0l Y2bllvi (t) i=1.2,3,.
/0 dla i=2k

Zatem, uwzgledniajac relacje (13 jraz (29) otrzymuje sie réwnania roz-
niczkowe zwyczajne dla funkcji w (t), 1=1,2 3,...

At ~(iJi)2wi (B) dla i=2k-
dl k=1,2,3,.,. (33)
S(iID2w1(t) + 2TAiKb1lvi(t) =2k

z warunkami poczetkowymi w”O0) 0"

Stad, biorec pod uwage zaleznosci (32) uzyskuje sie
exp(-(iT1) t)wQi = 0 dla i=2k-1

exp(-(I?7D2t)wQi +J 21?1 exp(-(i?7H2 (t-T) )bliv~r (T)d? dla i=2k ,
0 k=1,2,3,... (34)

Zatem na mocy (12), (30) oraz (34) trajektoria uktadu w(t,x) wychodzaca
ze stanu poczatkowego wQ(x) Jest postaci nastepujacej

500
w(t,x) > E wi(t)gl(x) -E w2k (F 92 kNA*N = E w2k~ F)g2k (1-x)=-w(t ,i-x)

i*1 k»1 k=1 -
» (35)

Ponadto, poniewaz g2k(0.5) = 2sin(0.5iJ1) =0, dla k»1,2,3..... wiec no
mocy (35) otrzymuje sie zalezno$¢ nastepujaca

w(t,0.5) =0 dla t >0
Przyktad 4. Niech bedzie dany uktad dynamiczny Sp. dla ktoérego: bl2 =
= b22 * 0, b~ c”21" Na P°dstawie przyktadu 1 wiadomo, ze uktad ten nie
Jest sterowalny. Wybieramy stan poczatkowy wQ(x) tak, aby spetniat na-

stepujacy warunek

no(x) = - x) .dla xe [o,1] (36)
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Sted, korzystaj ec z zaleznosci (30), podobnie jak w przyktadzie 2 uzyskuje
sie nastepujece roéwnosci

i i 0 dla i=2k
L J/ W, (x)%i(x)dx = J| W (xX) 2sin(iJIx)dx k=1,2 3,... 37)
.0 dla i=2k-I1

Poniewaz = b21 * wx”c na mocY (15), (16), (17) oraz przyktadu 1 o-
trzymuje sie zaleznosci

Ba =[i tFY~bA , -i 01V22(-1 )it21J » [i3iV2bl:l, 131V2(-1)i+1b1lj i«l.2-——-
0 dla i=2k

Byv(t) = (1+F-1)i+1)i i i? by (t) k=1,2,3,,..
/0 dla i=2k-1

Zate*,uwzgledniajgc relacje ;13) oraz (29) otrzymuje sie roéwnania roéznicz

kowe zwyczajne dla funkcji (t). 1=1,2,3,...
dwrt) - (13)2wA(L) dla i=2k
cft k=1,2,3,... (38)

-(i?202wl(t) * 272 i7ibllvi(t) dla  i=2k-1I

z warunkami poczetkowymi w.(0) = wQi, 1=1,2,3,...
Sted, biorec pod uwage zaleznos$ci (37) uzyskuje sieg

exp(-(1jI) ©)wQi = 0 dla i=2k
wl(t)
exp (- (iDi)" 7'i|_2 i? iJlexp(-(I1X)2 (t-i) )bl IVI(Z-)didla i=2k-1
k=1,2,3___ 39)

Zatem na mocy (12), (30) oraz (39) trajektoria uktadu w(t.x) wychodzeca
ze stanu poczetkowego wQ (x) Jest postaci nastepujecej

i aco =0 k eoo
w(t,x) =%y  wi(t)gio W2k _1(t)g2k-12x~ “ X 1 72k-132k-1"1-x/
1=1 k=1 k=1
v(t,1 - X) (40)

czyli Jest funkcje parzyste wzgledem $rodkowej odcinka [o,l1J.
Przedstawiona w pracy metoda badania aproksymacyjnej sterowalnos$ci mo-

ze by¢ zastosowana do szerszej klasy uktadéw dynamicznych o parametrach

roztozonych, okreslonych w przestrzeniach n-wymiarowych, a takze do uk#a-
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déw dynamicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi eliptycz-
nymi  lub hiperbolicznymi. Ponadto, mozna te metode wykorzysta¢ do bada-
nia réznych rodzajow sterowalnosci uk#adéw dynamicznych o parametrach roz-
+ozonych z wielokrotnymi opéznieniami, zaréwno w sterowaniu brzegowym jak
i w sterowaniu roztozonym. Mankamentem przedstawionej metody Jest koniecz-
no$¢ wyznaczania wartosci whkasnych oraz odpowiadajecych im funkcji wkas-
nych operatora liniowego.

Niniejszy artykut stanowi rozszerzone w wyniku dyskusji wersje refe-
ratu [I1] , wygtoszonego w dniu 29.X1.1979 r. na Seminarium Urzadzen i
Uktadow Automatyki .
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nPOBJLEMbI YilPABJIHEMOCTH .Ulifl CHCTEM OIWCUBAEMUX yPABHEHHIMH
B GACTHHX nPOH3BOAHHX

Pe3» me

B cTaTbe asho onpexejieHHH npn6;inxeHHoit ynpaBXHeMociH, npHfijmxeHHOft Kpae-
Boft ynpaBa«ewooTH h npH6JiHsceHHOIi rjiodajibHoii ynpaBjiaeMocTH jna. AHHaMHtjecKHx
CHCieu onHcuBaeMux JiHHefiHHMH ynpaBjieHHHMH napa6ojiH'tecKoro THna ¢ cuemaHHbniH
KpaoBUMH ycjioBHBMH. OnpeAeAemj KpHTepua HenuTaHHH ajih - onpe”ejieHHa pa3Horo
BKia ynpaBliaeMocTH “HHauatiecoKHX CHCieu. 3th KpaTepaa HueioT $opMbi HeoCxoAH-
MUX H AOCTAaTOHHUX yCJIOBHii yilpaBJIHeMOCTH CAlOpMyjlHpOBaHU Ha HSHKe COfiCTBeHHHX
HHCeJl H COdCTBeHHttX BeKTOpOB. PaCCMOTpeHO HeCKOJBKO OCOdeHHHX CXyHaeB H
npoBereHO HecKOJibKO npHMepoBe

THE PROBLEMS OF CONTROLLABILITY FOR SYSTEMS DESCRIBED
BY PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

In thi9 paper the definitions of approximate controllability, approxi-
mate boundary controllability and approximate complete controllability are
given for dynamical systems described by linear partialdifferential equa-
tions of parabolic type with mixed boundary conditions. Criterions for
investigation for different types of controllability are "formulated. The-
se criterions have the form of necessary and sufficient conditions and
have been derived by using the eigenvalues and eigenvectors. Moreover se-
veral special cases ara considered and some examples are given.



