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DYSKRETNY MODEL MATEMATYCZNY KINETYKI POPULACOI
KOMOREK OSTRED LEUKEMII

Streszczenie. W pracy podano matematyczny model kinetyki popula-
cji komérek ostrej leukemii. Wyprowadzono réwnania matematyczne, a
nastepnie przeprowadzono obliczenia numeryczne.

1. Watep

W pracach [I], [2], [3] przedstawiono dyskretny model kinetyki popula-
cji komoérek ostrej leukemii. Strukture tego modelu przedstawia rys. 1.

WyrézniB sie tu 5 faz: G1 - presyntezy, S - 3yntezy kwasu DNA, G2 - post-
syntezy, M - mitozy i GO - faza spoczynkowa. Czasy pobytu komérek w po-
szczeg6lnych fazach se zmiennymi losowymi o znanych rozktadach. Zaktada
sie, ze komérki opuszczajece faze M dziele sie, a nastepnie przechodze do
jednej z faz z prawdopodobienstwem odpowiednio: do fazy GO - 0,4, G1
0,2, T (Smier¢ komoérki) - 0,4.

Model ten opracowano w USA w oparciu o ddugoletnie badania kliniczne.
Byt on symulowany na komputerze. W pracy [4] podano matematyczny model Kki-
netyki populacji komérek dla struktury uproszczonej, w ktorej fazy G1,
S, G2, M potraktowano Jako Jedne faze (faza "2*), a faze GO Jako faze "1“.
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Model ten zaktadat, ze komérki poruszaje sie z réznymi predkosciami wzdtuz
poszczegbélnych faz. Czas trwania danej fazy przyjeto 3,taly, roéwny Sred-
niemu czasowi pobytu komérki w tej fazie, a predkos¢ komoérki wzdduz fFazy
zdefiniowano Jako iloraz czasu trwania fazy, do czasu pobytu komérki w
tej fazie. Wydaje sie, ze model 6w Jest zbyt skomplikowany. W niniejszej
pracy zaprezentowano" inne, prostsze wersje modelu matematycznego dla pe#-
nej struktury z rys. 1, wyznaczajecego Srednie(wartos¢ przecietne) liczbe
komérek w poszczegbélnych fazach w dyskretnych chwilach czasu.

2. Definicje 1 zatozenia

Wprowadzimy dwie zmienne niezalezne (X, t) reprezentujece czas pobytu
komérki w danej fazie oraz czas biezecy. Zaktadamy, ze dla k-tej fazy
(k « GO, GI, S, G2 ,M) X « [0, TKJ, gdzie TK Jest maksymalnym czasem
pobytu komérki w k-tej fazie oraz ze te L°. ~ ). Niech $rednia liczba
komérek z czasem pobytu mniejszym od x w chwili t, dla k-toj fazy bedzie
reprezentowana przez nleujemne funkcje NK(x, t). Funkcja NK(x, t) Jest
monofoniczna, rosneca oraz taka, ze:

1. nk(@, t) - 0,

2. Nk(x, t) - Nk(Tk, t) - dla x 2*Tk,

gdzie NK(t) Jest globalne iloscie komérek w k-tej fazie w chwili t.
Wprowadzimy pojecie funkcji gestosci komérek w k-tej fazie bMN(x, t), o-
kreslajecej ilos¢ komérek k-tej fFfazy mBjecych czas pobytu x w chwili t.
tatwo zauwazy¢, ze b (X, N odla o x N oraz k™" J°3C funk-
cje nleujemne dla x e [o, TKj. 110§¢ komérek z czasem pobytu w prze-
dziale (x, x + dx) w chwili t, dla k-tej fazy wynosi tK(x, t)dx.
Oczywista Jest zaleznos¢

@

Zatozymy, ze czas pobytu komérki w k-tej fazie Jest zmienne losowe o0 zna-
nej funkcji gestosci prawdopodobienstwa f«(x) oraz 78 :

Koo ~ 0 dla XKmin Kmax ~ 'K

fK(x) m 0 dla X < Xkmin Tub X > x Kmax

gdzie xKBin J83* minimalnym czasem pobytu komérki w k-tej fazie, a
xKmax “ TK odpowiednio maksymalnym czasem pobytu.
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3. Model matematyczny

Podzielmy przedziat £0, ™3 (k « GO, GI, S G2, M) ne réwnych od-
cinkéw A (Tk » A. Oznaczmy przezi, t) ilos¢ komérek w chwili
t, ktérych czas pobytu w k-tej fazie wynosi od (i-1)A do iA. W ten sposéb
komérki k-tej fazy zostaty podzielone na MK grup, ze wzgledu na czas
pobytu. BK(, jest liczbe komérek i-tej grupy, k-tej fazy w chwili t
Oczywista jeet zaleznos$¢

@)

Niech

(©)

gdzie PK(i) oznacza prawdopodobienstwo, ze czas pobytu komdérki w k-tej
fazie zmienia sie od (i-i) A do iA

Bedziemy rozpatrywa¢ wzrost populacji komérek w dyskretnych chwilach cza-
su "tj". Podzielmy zatem przedziat czasu (0, t~) na réwne odcinki A i
niech t = jA oraz niech

BK(i, j) - BK(i, tM)

W ten sposo6b populacja komérek w chwili t jest okreslona przez zbior
liczb:

BK(, §), Bk@, §) -.. Bk(Mk, J) A)

"k * GO, G1, S, G2, M).
Catkowita ilos¢ komérek w k-tej fTazie w chwili j-tej jest:
My

®

el |
Ustalmy zwiezek pomiedzy stanem populacji w chwili (G + I)-szej a w chwi-
li j-tej.

Zaktadamy, ze:

"k « GO, Gi. S. G2. M)
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Oznacza to. ze zadna komérka w czasie A wchodzec do danej fazy nie "prze-
skoczy” Jej, np. komdérka opuszczajeca w czasie A faze G1 nie ‘'przesko-
czy" fazy S, by w tym czasia znalez¢ sie w fazie G2. Wyznaczmy ilos¢ ko-
mérek w chwili (J+l)-szej dla fazy GO, ktdérych czas pobytu wynosi od
(i-1)A do 1A (i-tej grupy).

BGO(i,j+D - BGO(i+l,j) + 2 . 0,4 . . PGOTt>
©)

i »1,2,... (Mgg-1)
BGIMGO~ +1) “2_.0,4. SM(l,j) . Pgo(Mgq) (78)

Pierwszy czdon wyrazenia (7) po prawej stronie znaku réwnosci okresla te
komérki fazy GO w chwili j-tej, ktorych czas pobytu nelezat do przedziatu
(iA,(i+1)A) i po uptywie czasu A,tj. w chwili (+l)-szej zmniejszyt sie
0 wielkos¢ A i nalezy do przedziatu ((i-1)A , iA). Natomiast drugi
czton wyrazenia (7) okresla te komérki, ktére przyszty do fazy GO z fa-
zy M. W przedziale czasu (jJA ,(J+I1)A ) faze¢ M opuszcze komdrki pierw-
szej grupy, ktérych czas pobytu nalezy do przedziatu (0,a ). Wcze$niej te
komérki podziele sie (mnozenie-przez 2),a nastepnie z prawdopodobienstwem
0,4 trBfie do fazy GO (mnozenie przez 0,4). (Patrz rys. 1). Czyli w prze-
dziale czasu (JA,(J+1)A) faze M opusci i przejdzie do fazy GO
2 .0,4 . 0M(1, j) komérek. Ale tylko ta cze$¢ z nich trafi do i-tej
grupy fazy GO, ktoérych czas >pobytu w tej fazie nalezy do przedziatu
((i-1)A ,1"A). Oznacza to, ze do i-tej grupy fazy GO trafie te komorki z
fazy M, ktérych prawdopodobienstwo czasu pobytu wyno3i PGO(i). Oczywi-
Scie do ostatniej (Mqq) grupy fazy GO, przejde w przedziale czasu
A ,g+1HA ) tylko komérki z fazy M  fwzdér 7a).
Podobnie mozna wyznaczy¢ stan populacji w fazach G1, S, G2, M.

4. Warunki poczatkowe

W pracach [1] i [3] podano dla poszczeg6lnych faz liczbe komérek
oraz funkcje gestosci prawdopodobienstwa czasu pobytu komérki w chwili
poczetkowej t - 0, f°(x) (k =G0, G1, S, G2.M).

Aby wyznaczy¢ stan populacji komérek w poszczegdélnych fazach w dowol-
nej chwili , nalezy zna¢ 8K(i.- 0) dla i1 - 1,2,... , (k mGO,G1 ,S,G2 ,M).
Wielko$¢ te mozna obliczy¢ z zaleznoSci:

BK (i,0) I N° f°(u)du ®)
(F-DA
1-1,2,..., Mk, k - G0, GI, S, G2, M.
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5. Przyktad

Przeprowadzono obliczenia na MC ODRA 1305, przyjmujac nastepujace da-

1. Faza GO
a), ilos¢ komoérek w chwili poczatkowej t » O = 65,
b) funkcja gestosci czasu pobytu komérek w chwili t =0

0,01 0 < x < 100

TG0 x ~ 0 x >100

c) funkcja gestosci prawdopodobienstwa czasu pobytu:

0,01 50 < x < 100
G0 (x)
10-4(200-x) 100 < x < 200
0 x > 200
2. Faza G1
,0
2/75 30 < x< 35
b) f’G’r(x) - 2/25-2X/1125 35 < x<45
0 X > 45
x/50-3/5 30 < x< 35
©)
1/3-X/150 35 < x< 50
0 X > 50
3. Faza S:
a) Ng * 22
b) Fg(x) « 0,05 0 < x <20
0 x >20

c) fs(x) =¢ (x-20)

4. Fazy G2 , M

a) N°2 - N° . 2

0,5 0< x < 2
b) fg2 (x) « X) »
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ct fG2™~xN = ) =cT(x-2/7/

czas wyrazony jest w godzinach ,<J(X) - funkcja Diraca.

5. Czas obliczen » 600 [hj, A & 0,5 [hj. Wyniki obliczen przedsta-
wla rys. 2.

6. Wnioski

Wyniki obliczehn wuzyskano droge roz-
wigzania réwnan, ktére podaje wyzej opi-
sany model matematyczny. Pokrywaje sieg
one z wynikami uzyskanymi droge symula-
cji w pracy W . Zauw8zmy, ze sumaryczna
liczba komérek ros$nie monotonicznie i
okazuje sie, ze dezy do eksponenty. Aby
to wykaza¢ wyznaczono wspoétczynnik, Kktoé-
ry mozna by okresli¢ jako wzgledne szyb-
kos¢ wzrostu populacji™ [5jJ, a zdefinio-
wany nastepujaco:

i dN(t)
Rys. 2, Wzrost liczby komérek R(t) NTET ; (¢l ®
w fazach GO, G1,S, M oraz
catej populacji
gdzie N Jest sumaryczng liczbe komérek

w dowolnej chwili t. Wspétczynnik ten
wyznaczono ze wzoru przyblizonego:

R(i])> 2 N(Hrlu){i}.’i(-i-)- (10)

Zmi8ne R w czasie przedstawia rys. 3.

Zauwazmy, ze R(i) dezy do wartosci 3tatej réwnej a « 0,0015. Oznacza
to. ze wzrost populacji dezy do krzywej eksponencjalnej (tzw. wzrost a-
synchroniczny [5]) o réwnaniu:

Ng exp(at) (11)

gdzie Ng » N"0) Jest liczbe komérek w chwili poczatkowej. Réwnanie (1)
Jest bowiem rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (9), w ktérym przyjeto
R(t) « a. Model ten moze by¢ uzyteczny do testowania réznych hipotez,réw-
niez tych dotyczacych chemioterapii.
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Rys. 3. Zmiana wspédczynnika wzglednej szybkos$ci wzrostu populacji w cza-
sie
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AHCKPETHAfl KATEMATHHECKAIl MOHG.JIb KHHETHKH
nonyJbilWH KIETOK PE3KOii jieMcemhh

Pedjome

B cTaTbe npeflCTas"eHa naTeuaTHyecKaa MOAgjib khhsthkh nonyaauHH AeiiKeuHux
KJieTOK* BbiBefleno pejcypeHTHyio (jjopwyjiy Ha KOMHeciBO iuieioK. IlpeflcTaBJieHO pe-
3yjdbTaTh! UH$pOBILX BmiHCJigHHfi.

MATHEMATICAL DISCRETE MODEL OF CELL POPULATION KINETICS
IN ACUTE LEUKEMIA

Summary

A mathematical model of a cell population kinetics of acute leukemia
is being presented. Mathematical equations of model have been derived. Re-
sults of computer calculations are also presented in the paper.



