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i
Streszczenie. Praca dotyczy wykorzystania matematycznego modelu 

kinetyki populacji komórek [7] do modelowania działania leków. Po­
dano założenia i wyprowadzono równania uwzględniające działanie le­
ków. Zbadano działanie winkrystyny. Przeprowadzono obliczenia nume­
ryczne .

Wst?P

Współczesne koncepcje chemioterapii nowotworów złośliwych opieraję się 
na znajomości kinetyki'wzrostu populacji komórek. Wśród modeli kinetyki 
populacji komórek na szczególnę uwagę zasługuje model Everta-Mauera. Na- 
więzuje on w sposób naturalny do rzeczywistych procesów występujęcych w 
cyklu komórkowym [l, 4],

W cyklu reprodukcji komórki wyróżniono pięć faz (rys. l). Sę to fazy: 
G 1 , S - syntezy DNA, G 2 , M - mitozy, GO. Po opuszczeniu fazy M komórki 
dzielę się. Część komórek ginie. Czas pobytu komórek w poszczególnych 
fazach Jest zmiennę losowę i określony jest przez funkcję gęstości praw­
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dopodobieństwa. Stan populacji komórek w poszczególnych fazacr Evert i 
Mauer wyznaczyli droga symulacji. W pracy [7] przedstawiono matematvcznv 
opis tego modelu. Rozważania dotyczyły swobodnego wzrostu komórek białacz- 
kowych w przypadku ostrej limfoblastyeznej białaczki. Okazuje się, że mo­
del Everta-Mauera może być użyty do modelowania oziałania leków [i . <t] .

Celem niniejszej pracy Je3t przedstawienie matematycznego opisu modelu 
kinetyki populacji komórek białaczkowych uwzględniający działanie leków.

2. Uwagi dotyczące modelowania działania leków

Białaczkę można traktować Jako auz ważecy 1 kg, a składający się z 
10*^ komórek rozproszonych w organizmie [2J . Skłaoa się on z komórek 
które uległy transformacji białaczkowej. spowodowanej bliżej nieznanymi 
przyczynami. Powstała w wyniku transformacji komórka białaczkowa ma sze­
reg cech różnvch od macierzystej komórki prawidłowej. V.' normalnych warun­
kach układ kontroli immunologicznej powinien sam eliminować komórki nie­
prawidłowe. Bednak z badań eksperymentalnych wynika. że układ ten jest 
skuteczny wtedv, gdy całkowita liczba komórek nie przekracza liczby 106 
(l mg). Powyżej tej iiczby komórki białaczkowe wykazuję niekontrolowany 

wzrost.
Podstawowym celem leczenia jest zatem zredukowanie liczby komórek do 

takich rozmiarów, by znajdowały się one pod kontrolę immunologiczna.
Większość znanych cytosta tyków działa na komórki będęce w cyklu czyn­

nościowym fazy G 1 . S, G 2 . M. Działanie to polega na:

a) niszczeniu komórek w danej fazie - zabijanie,
b) "blokowaniu", tzn. wydłużeniu czasu pobytu komórek w danej fazie.

V; tabeli 1 podano leki najsilniej działajęce na poszczególne fazy [ój.

Tabela 1

Faza cyklu 
komórkowego

X )Nazwa leku najsilniej działającego

M VCR, VBL, PT, CFM, BCNU

S CFM, BCNU, ACM, ADM, RBM, MTX , 6 M P , T M G , CAR, HRU, PC

G1 ENK, A S P , RBM

G2 CFM, 3CNU, RBM, ADM, BLM
X )

VCR - winkrystyna, VBL - winblastyna, PT - pochodne podofilotoksyny, 
CFM - cyklofosfamid, BCNU - dwuchloretylnitrozomocznlk, ACM - aktinomy- 
cyna. AÓM - adriamycyna. RBM - rubidomycyna, MTX - metotreksat . 6 MP
merkaptopuryna, TNG - tiogwanina, CAR - arabinozyt cytozyny, HRU - hy- 
droksymocznik, PC - prokarbazyna. ENK - enkorton. ASP - asparaginoza , 
BLM - bleomycyna.
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Podawanie leków nie odbywa się w sposób ciągły, gdyż niszczę one nie 
tylko komórki nowotworowe, ale również zdrowe. Cechę współczesnej chemio­
terapii jest podawanie leków z dłuższymi przerwami. w czasie których 
szpik regeneruje się oraz stosowanie tzw. polichemioterapii pólegajęcej 
na tym, że kojarzy się kilka leków działajęcych na różne fazy cyklu.

Biorąc pod uwagę powyższe spostrzeżenia, przyjęto następujęce założe­

nia :

I. Czas pobytu komórki w k-tej fazie jest zmiennę losowę o dystrybuan- 
cie zależnej od czasu bieżęcego F^(x, t). Funkcja określa praw­
dopodobieństwo, że czas pobytu komórki wchodzącej do fazy k-tej w chwili 
t jest mniejszy od x, V.' przypadku swobodnego wzrostu komórek (ostry 
przebieg choroby) przyjęto, że rozkład czasu pobytu nie zależy od czasu.

Dystrybuanta ma postać [* > 4 > -

II. Komórki opuszczające danę fazę, przechodzą do następnej z prawdo­
podobieństwem zależnym od czasu wK Lf) rys. Z), k => GO, Gl, S, G2 , M.

Pokażemy jak można modelować działanie leków. Rozpatrzymy przypadki:

1) zabijania komórek wchodzęcych do wrażliwej fazy,
2) blokowania komórek w danej fazie.

Ad i) Przyjmijmy, że cytostatyk zabija komórkę z prawdopodobieństwem 
aK ‘t), wchodzęcę do fazy k-tej w chwili t. Należy przyjęć wówczas wK ft) = 
= 1 - aK 't) k - Gl, S, G 2 , M /rys. 2)* Oznacza to, że w czasie działa-

Rys. 2. Schemat strukturalny kinetyki populacji komórek
działanie leków

uwzględniaj ęcy
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nia leku komórki przechodzę do fazy wrażliwe] z prawdopodobieństwem wK (t). 
Gdy lek nie działa wówczas

Ad 2) Blokowanie komórek w dane] fazie powoduje "zatrzymanie" pewnych 
procesów w te] fazie. Skutkiem tego działania Jest wydłużenie czasu poby­
tu komórki w dane] fazie. Niech funkcja określa dystrybuantę
czasu pobytu komórki w' k-te] fazie w przypadku "normalnym", gdy nie dzia­
ła lek (w przypadku swobodnego wzrostu komórek) ¡PK (x, t) « ? K (x).

Przyjmijmy, że podanie leku w chwili t , powoduje "blokadę" komórek na 
okres . Oznacza to, że po czasie e^ od momentu podania leku (t>t^+
+ 8j ) działanie leku ustaje i komórki zachowuję 3ię "normalnie".

Załóżmy, że przedziały czasów,w których działa lek sę rozłęczne, czyli

'j < l J + aj ^  xi*i 

J = 1.2 ....

Z a 3 < t J * l - t 3
\

Niech FK fx,t) będzie dystrybuantę czasu pobytu w przypadku, gdy modelu­

jemy działanie leku.- Znajdźmy związek między t) a ^K^x ’ Roz_
patrzmy w tym celu dwa przypadki:

1. Komórka wchodzi do danej fazy w chwili gdy nie działa lek, czyli:

+ a J <  * < X } * 1  ( 1 )

W przypadku, gdy 0 ^  x <  lj+i “ t , komórka opuści tę fazę zanim zostanie
podana. k'oleJ na dawka cytostatyko, a więc nie zostanie zablokowana w tej
fazie, czyli

Fk (x, t) = 3 rK <x, t) 0 «sx t^+1 - t (2)

i
Natomiast dla + i - t ^  x < tj+2 - t "normalnie" opuściłaby tę fazę po

chwili tj+i' Ale ponieważ w chwili lj+1 zostaje podany lek, który po­
woduje "blokadę" komórki na okres aj+i' wobec tego jej czas pobytu wy­
dłuży się w tej fazie o okres aj+i* czy l i :

Fj<(x, t) = ?rK (x - aj+a' *5

Ola t^+2 - t ^  x <  tj+3 - t komórka zostanie dwukrotnie "zablokowana", w

chwili tjłi< tj+2 na okre9 8j+1 * aj+2* czyli

FK (x ' ł) “ V x - aJ+1 - 8j +2' °
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i ogólnie dla t^ - t ag x + 1 “ 1 1 ■ j+ 1 > J+2 •••

Fk (x , t ) =

)

2. Komórka wchodzi do danej fazy w momencie gdy działa Je9zcze lek, 

czyli '

tj ^ t ^  t3 ♦ 8j ' U )

Oznacza to, że w chwili wejścia do danej fazy komórka zostanie natych­
miast "zablokowana" na okres t^ + - t , po którym to czasie działanie
leku ustaje. Czyli rozumując analogicznie Jak w punkcie 1 mamy:

FK (x,t)

' l ” J + l < J + 2 , , .
W & ' :- ■ 1

3. Model matematyczny

Bioręc pod uwagę założenia I i II należy matematyczny model przedsta­
wiony w pracy [7] odpowiednio zmodyfikować. Niech zmienne niezależne 
(x, t) okraślaję czas pobytu komórki w danej fazie (tzn. Jaki okres bę­
dzie ta komórka w tej fazie jeszcze przebywać) oraz czas bieżęcy.x e [°.t k] 
gdzie Jest maksymalnym czasem pobytu komórki w k-tej fazie, t e.[o,“°).
Niech funkcja 'i , j) określa liczbę komórek k-tej fazy w J-teJ chwili 
(t. « JA ), których czas pobytu.w tej fazie należy do przedziału ((i-l)A, 

U )

i « 1,-2 ... Mk ,

gdzie

Funkcja j) określa prawdopodobieństwo, że czas pobytu komórki,
która w chwili J-teJ weszła do k-tej fBzy należy do przedziału ((i-l) A  , 
i i J. Można napisać:

PK fi, J) - FK (iA, j) - FK ((i-l)A . j). (6)

i K <x - (tj + 8j - t), t) dla v O < x - c t ^ +1 - t

,  t ( 5 )

y x  - tj ♦ t S l . t) tx - t <  x < t l4l - t

1~

- "S 1 a, , t ) (3)

1 = 3+1
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Podamy zwięzek pomiędzy stanom populacji w chwili (j + 1 )-szej a w chwili 
j-tej np. dla fazy M. Dla małych a  mamy (rys. 2):

E^fi.-j+l) = BM (i+l, j) + wM fj) BG 2 (l. J) PM fi. J) 

i - 1.2 ... Mm

< 7 I

Oczywiście + 1 - J ̂  “ O.
Należy przyjęć:

8M (i. 0) . N°[f°<1 A) - F°((i - 1)A )]

i = 1,2 ... M.

,8’.

gdzie NM Jast liczbę komórek ¡n chwili poczętkowej w fazie M, a F^(u) 
dystrybuantę czasu pobytu komórki w fazie li w chwili poczętkowej < t = O } 
[7j . Całkowita liczba komórek w J-teJ chwili w fazie M wynosi:

nm (j) = E bm (i" C 9 )

i»l

Podobnie można określić stan populacji w fazach GO, G 1 , S, G2.

4. Przykład

Rys. 3. Schemat strukturalny uwzględ- 
niajęcy działanie winkrystyny

Rozpatrzmy przypadek działa­
nia winkrystyny [i, 4]. Lek ten 
działe na mitozę (patrz tabela l). 
Przyjmijmy następujęce założenia 
i dane (rys. 3).

1. Przez 100 [h] komórki pod- 
legaję swobodnemu wzrostowi.

2. W przedziale czasu 100 [h] -i 
■j 140 [hj- działa lek i powo­
duje, że komórki wchodzęce do 
fazy M ginę z prawdopodo­
bieństwem 0.75, a czas ich po­
bytu wzrasta i wynosi 24 [h},

3. W przedziale czasu 140 [h] i 
-j 400 [h] działanie leku u- 
staje i następuje dalszy swo­
bodny wzrost komórek.
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:rzyJęco więc:

w t

1

0,25

1

O «  t <  100

ioo < t <; 140

140 <  t <  400

f m (x .

1 (x - 2)

1 iX - 24) 

1 (x - 2)

l U  ! <  100 

100 <  t <  340 

140 <  t <  400

odzie ltx) jest funkcją Haevisida. Pozostałe dane przyjęto jak w pracy 
£/]. Obliczenia przeprowadzono ns MC ODRA 1305, V,yniki obliczeń przedsta­

wia rys. 4.

5. Wnioski

Przedstawione rozważania są ilustra-.. 

cja zastosowania modelu kinetyki popu­
lacji komórek do badania działania le- / 
ków na populacje komórkowe.

Pokazano, jak można uwzględnić dzia­
łanie zabijajace i blokujące cytostaty- 
ku. Zbadano wpływ winkrystyny na popu­
lację. Przyjęto, że lek ten powoduje 
blokowanie i zasilanie komórek w fazie 
M. Działanie blokujące leku powoduje 
kumulowanie się komórek w danej fazie, 
■natomiast zabijanie prowadzi do zmniej­
szenia liczby komorek w populacji. Wtór­
nym efektem działania winkrystyny jest 
zmniejszenie liczby komórek w fezie S 
mniej więcej po 50 [h] od momentu poda­
nia- leku. Rezultat ten pokrywę się z 
opisem działania winkrystyny zamiesz­

czonym w pracy [5] .
Przedstawiona praca stanowi jedynie wstęp do dalszych badań, daje bo­

wiem opis matematyczny procesu leczenia. W pracy [3] sprowadzono proces
leczenia w pewnych przypadkach do zadania sterowania optymalnego popula­
cją. Dednak w zastosowaniach Już na samym początku występują trudności 
przy ustalaniu parametrów modelu. Większość bowiem parametrów charaktery­
zujących komórki białaczkowe i cytostatyki Jest nieznana.

Rys. 4. Liczba komórek w funk­
cji czasu w przypadku działa­

nia winkrystyny
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MAIEMATHHECKAH MOflEJIb KHHETHKH nonyjIflifliH KJIETOK 
B CJIYMAE ÍEÜCTBHH JIEKAPCTBÁ

P e 3 »  m e

B padoTe paccuaTpHBaeTCH Hcnojib30BaHHe MaieMaTH^ecKOft Mojtejm KHHeiHKH 
nonyjiapHH KjieTotc £7]  ajih MOfleJiHpo Banita fleftcTBHH jienapciB a. CifcopMyjmpoBaHO 
nOJIOJteHHS H BHB»AeH0 ypaBHeHHH. HCCJleflOBáHO BJIHKHHe BHHKpHCTHHU. IIpe,ącTaB- 
jteito pe3y4ŁTaTti ijh$pobux BbWHCJieHuit.

MATHEMATICAL MODEL OF CELL KINETICS IN 
IN THE TREATMENT OF LEUKEMIA

1 f '
S u m m a r y

A mathematical model of a population kinetics is used for modeling of 
a chemotherapy. An effect of application of a vincristine is leing analy­
sed. Numerical results are also presented in the paper.


