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MATEMATYCZNY MODEL KINETYKI POPULACJII KOMOREK
UNZGLEDNIAJACY DZIALANIE LEKOW
; :

Streszczenie. Praca dotyczy wykorzystania matematycznego modelu
kinetyki populacji komérek [7] do modelowania dzialania lekéw. Po-
dano zaloZzenia i wyprowsdzono réwnania uwzgledniajace dzialanie le-
kéw. Zbadano dziatanie winkrystyny. Przeprowadzono obliczenia nume-
ryczne,

1. Wstep

Wspélczésne koncepcje chemioterapii nowotworéw zloéliwych opieraja sie
na znajomosci kinetyki‘wzrostu populacji komérek. Wsrod modeli kinetyki
populacji komérek na szczegbélna uwage zastuguje model Everta-Mauera, Na-
wiazuje on w sposéb naturalny do rzeczywistych proceséw wystepujacych w
cyklu komérkowym [1, 4]. 3

" Rys. 1. Schemat strukturalny kinetyki populacji komérek

W cyklu reprodukcji komérki wyréznionb pie¢ faz (rys. 1). Sa to fazy:
Gi, S = §yntezy DNA , 52, M= mitozy; GO. Po opuszczeniu fazy M komérki
dziela sie. Czed¢ komdérek ginie. Czas pobytu komérek w poszczegbélnych
fazach jest zmienna losowa i okreslony jest przez funkcje gestosci praw-
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dopodobienstwa. Stan populacji komdorek w poszczegolnych fazach Evert i
Mauer wyznaczyli droga symulacji, \ pracy [7] orzedstawiono matematycznv
opis teao modelu. Rozwazania dotyczyly swobodnego wzrostu komdérek biatacz-
kowych w przypadku ostrej limfoblastycznej bistaczki. Okazuje sig, ze mo-
del Everta-Mauera moze byc uzyty do modelowania ozialania lekéw [1. 4],
Celen niniejszej pracy jest przedstawienie matematyczneqo opisu modelu
kinetyki populacji komérek bisaczkowych uwzaledniajacy dzialanie lekéw.

2. Uwagi dotyczace modelowania dzialania lekow

, Bialaczke mozna traktowac jako quz wazacy 1 kg, a sktadajacy sie z
1012 komorek rozproszonych w organizmie [2]. Sktaca sie on z komdrek
ktore ulégly transformacji biataczkowej., spowodowanej blizej nieznanymi
przyczynaml. Powstala w wyniku transformacji komérka bialtaczkowa ma sze-
reg cech réznych od\macierzystej komérki prawidiowej. Y normalnych warun-
kach ukiad kontroli immunoloagicznej powinien sam eliminowac komorki nie-
prawidtowe. Jednak z badan eksperymen}alnych wynika, ze uklad ten jest
skuteczny wtedyv, qdy catkowita liczba komérek nie przekracza liczby 106
(1 ma). Powyzej tej liczby komdrki bialtaczkowe wykazuja niekontrolowany
wzrost,

Podstawowym celem leczenia jest zatem zredukowanie liczby komdérek do
takich rozmiardéw, by znajdowaly sie one pod kontrolg immunologiczna.

Vliekszosc znanych cytostatykow dzials na kdmérki bedace w cyklu czyn-
nosciowym fazy Gi, S, G2, M. Dzialanie to polega na:

a) niszczeniu komérek w danej fazie - zabijanie,

b) “blokowaniu®, tzn. wydluzeniu czasu pobytu komérek w d&nej fazie.

¥, tabeli 1 podano leki najsilniej dzialajace na poszczegbdlne fazy [6].

\

Tabela 1
ig:gr;zxizo Nazwa leku najsilniej dzialajacegox)
M VCR, vBL, PT, CFM, BCNU
S CFM, BCNU, ACM, ADM, RBM, MTX, 6 MP, TMG, CAR, HRU, PC
G1 ENK, ASP, RBM
G2 CFM, BCNU, RBM, ADM, BLM
TX)VCR - winkrystyna, V8L - winblastyna,‘PT - pochodne podofilotoksyny,

CFM -~ cyklofosfamid, BCNU - dwuchloretylnitrozomocznik, ACM - aktinomy-
cyna, ADM - adriamycyna, RBM - rubidomycyna, MTX - metotreksat, 6 P -
merkaptopuryna, THG -~ tiogwanina, CAR - arabinozyt cytozyny, HRU = hy=-
droksymocznik, PC - prokarbazyna, ENK - enkorton, ASP - asparaginoza,
BLM - bleomycyna,
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Podawanie lekéw nie odbywa sie w sposdb ciaaly, adyz niszcza one nie
tylko komérki nowotworowe, ale réwniez zdrowe. Cecha wspoiczesnej chemio-
terapii jest podawanie lekdw z diuzszymi przerwami, w czasie ktoérych
szpik regeneruje sie ocpz stosowanie tzw, polichemioterapii pblegajacej
na tym, ze kojarzy sie kilka lekéw dziatajacych na rézne fazy cyklu,

Biorac pod uwage powyzsze spostrzezenia. prijcto nastepujace zaloze-
nia: ‘

I, Czas pobytu komérki w k-tej fezie jest zmienna losowa o dystrybuan-
cie zaleznej od czasu bieZzacego FK(x, t). Funkcja F (x, t) okreséla prav-
_dopodobieristwo, ze czas pobytu komérki wchodzacej do fazy k-tej w chwili
t jest mniejszy od x, \/ przypadku swobodnego wzrostu komérek (ostry
przebieg choroby) przyjeto, 2e rozktad czasu pobytu nie zalezy od czasu.

.Dystrybuanta ma postac FK(x) [1, a7l
II. Komdrki opuszczajace dana faze, przecth;a do nastepnej z prawdo-

podobienstwem zaleznym od czasu wK(t> ‘rys. 2,/ kK = GO, G1, 'S, G2,:M,
Pokazemy jak mozna modelowac dzislanie lekéw. Rozpatrzymy przypadki:

1) zabijanis komérek wchodzacych do wrazliwej fazy,
2) blokowania komérek w danej fazie.

Rys. 2. Schemat strukturalny kinetyki populacji komérek uwzgledniajacy
dzialanie lekéw

Ad 1) Przyjmijmy, Ze cytostatyk zabija komérke =z prawdopodobiernstwen

aKft), wchodzaca ‘do fazy k-tej w chwili t., NaleZy przyjac wéwczas wat) =
=1 -a/t) k=61,5,62, M (rys, 2); Oznacza to, %e w czasie dziala-
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nia leku komérki przechodza do fazy wrazliwej z prawdopodobieristwem wK(t),
Gdy lek nie dziala wéwczas- w (t) = 1. !

L3

Ad 2) Blokowanie komérek w danej fazie powoduje “zatrzymanie” pewnych
- proceséw w tej fazie. Skutkiem tego dzialania jest wydiuZenie czasu poby-~
tu komérki w denej fazie., Niech funkcja ?K(x. t) okresla dystrybuante
czasu pobytu komérki w k-tej fazie w przypadku “normalnym”, gdy nie dzia=-
ta lek (w przypadku swobodnego, wzrostu lkomérek) Felx, t) =7F (x).

Przyjmijmy, 2e podanie leku w chwili ty powoduje "blokade" komérek na
okres a_,. Oznacza to, Zze po czasie & od momentu podania leku (t:>tj+

+a,) dziatanie leku ustaje i ‘komérki ‘zachowuja sie "normalnie”,
Zaldzmy, ze przadziaiy czastw,w ktérych dzieta lek sa roziaczne, czyli

4 <tj 5 aaj<t::“1
Ja=edn 200
o-raz 278 <t -t
h| Jj+1 J

: :

Niech fK(x,t) bedzie dystrybuanta czasu pobytu w przypadku, gdy modelu-

jemy dzislanie leku.  Znajdimy zwiazek miedzy F (x, t) a #,(x, t). Roz-
/

patrzmy w tym celu dwa przypadki:

1. Komérka wchodzi do danej fezy w chwili gdy nie dziala lek, czyli:’

t <ate =it (1)

SJria) 1+1

Vi przypadku, gdy 0< x f-tj’l - t, komérka opusci te faze zanim zostanie
_ podana.kolejna dawka cytostatyku, a wiec nie zostanie zablokowana w te]
fazie, czyli

-

Frelx, t) = & (x,it) 10 <x =ty (2)

’
Natomiast dla tj+1 - t< x < tj+2 - t "normalpnie" opuscilaby te faze po
chwili 'tj+1' Ale ponieyaz w chwili tj+1
woduje "blokade" komérki na okres 33*1, wobec tego jej czas pobytu wy-

dtuzy sie w tej fazie o okres aj+1, czyli:

zostaje podany lek, ktéry po-

Fie(x, t) = ?K(x kel t)
Dla tj+2 i e tj*3 -~ t komérka zostanie dwukrotnie "zabldkowana", w
chwili tJ#l' tj+2 na okres aj+1 + aj+2. czyli

FK(xy t) = 5k(x - a t)

Jrd SaSyior
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i ogélnie dla t; - (5 =roanio 1] w1l ige? 200

\

1)

FK(x, t) = ?k(x - E a,, £) i S (3

¢ i=9+1

2, Komérka wchodzi do danej fazy w momencie gdy dziala  jeszcze lek,
czyli e

(4)

Oznacza to, ze w chwili wejécia do danej fazy komérka zostanie natych-
miast “zablokowana" na okres tj + a, - t, po ktérym to czasie dzialanie
leku ustaje. Czyli rozumujac analogicznie jak w punkcie 1 mamy:

?K(x-(tj+aj-t),t) dla (0 <x<ty, -t
FK(x,t) = 1 \ (5)
?’K(x-tj+t-z ai,t) ty =it =% <ot
i=j
o 1 = 341, j+2 ...

3. Model matematyczny

Biorac pod uwage zalozenia I i 11 nalezy matematyczny .model przedsta-
~ wiony w pracy [7] odpowiednio zmodyfikowac. Niech zmienne niezalezne
(s ) okredlaja czas pobytu komérki w danej fazie (tzn. jeki okres be-
dzie ta komérka w tej fazie jeszcze przebywac) oraz czas biezacy.x e[p Td
gdzie Ty Jest maksymslnym czasem pobytu komérki w k-tej fazie.t € [0,ec).
‘Niech funkcja BKfi, j) okresla liczbe komérek k-tej fazy w j-tej chwili
(tJ = A ), ktérych czas pobytu.w tej fazie nalezy do przedzisitu ((i-1)A,
1EAY)

1= 1;2 e MK,
gdzie

T
K
MK-_A—

Funkcja RK(i i) okresla prawdopodobiehstwo, Z2e czas pobytu komdérki,
ktéra w chwili j-tej weszia do k-tej fazy nalezy do przedziatu ((i-1) A ,
1A ). Mozna napisad:

1,40 =ik (AA, 3) = F ((d=1)ai 7)) : (6)
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J

Podamy zwiazek pomiedzy stanem populacji w chwili (j + 1)-szej a w chwili
j-tej np. dla fazy M. Dla maiych A mamy (rys. 2):

EMf}.'J+1) = Bo(1a1 1) & wa(4) B ) (] ) (7)

1= 1,2 .M

Oczywisdcie B, (M, + 1, §) = O.
Nelezy przyjac:

: s or.0 0, ; 2
B (1,60) = NM[FM(iA) = E(Gi = 1) A )] \8)
s 1020 ol MM
gdzie NS jest liczba komérek w chwili poczatkowej w fazie M, a Fg(u)

dystrybuanta czasu pobytu komérki w fazie ™M w chwili poczatkowe) (t =0/
[7]. Catkowita liczba komérek w j-tej chwili w fazie M wynosa:

M

Nyid) = ZBM(i,, 30 (9)
: i=1

Podobnie mozna okreslic stan populacji w fazach GO, Gi, S, G2,

4, Przykiad

Rozpatrzmy przypadek dziala-
nia winkrystyny Bﬂ 4]. Lek ten
dzisls ne mitoze (patrz tabela 1).
Przyjmijmy nastepujace zalozenia
i dane (rys. 3).

1. Przez 100 [h] komérki pod-
legaja swobodnemu wzrostowi,

2. W przedzisle czasu 100 [h] 2
3 140 [h} dziala 1lek i powo-
dhje, ze komérki wchodzace do
fazy ™M gina =z prawdopodo-
bieristwem 0,75, a czas ich po-
bytu wzrasta i wynosi 24 [h].

3. W przedzisle czasu 140 [h] %
+ 400 [h] dzialanie leku u-
ataje i naétepuje dalszy swo-

Rys. 3. Schemat strukturalny uwzgled-
niajgcy dziaianie winkrystyny

bodny wzrost komdrek.
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Rys. 4, Liczba komérek w funk-
cja czasu w przypadku dziata-
nia winkrystyny

Przedstawiona praca stanowi
wiem opis matematyczny procesu
leczenis w pewnych przypadkach

5., VWnioska

Przedstawione rozwazania sa ilustra-
cja zastosowania modelu kinetyki popu~
lacji komérek do badania dziatania le- ;|
kéw na populacie komérkowe.

Pokazano, jak mozna uwzglednic dziag-
tanie zabijajace i blokujace cytostaty-
ku, Zbadano wpiyw wainkrystyny na popu=-
lacje. Przyjeto, ze lek " ten powoduije
blokovanie i zzoiianie komorek w fazie
M, DzisXanie blokuiasce leku powoduje
kumulowanie sie komdrek w danej fazie,
natomiast zabijanie prowadzi. do zmniej-
szenia liczby komorek w populacji. Vtor-
nym éfektem dziaania wihkrystyny jest
zmniejszenie liczby komérek w fazie ‘s
mniej wiecej po 50 [h] od momentu poda-
nia’ leku, Rezultat ten pokrywe sig 2z
opisem dziaiania winkrystyny 2zamiesz-
czonym w pracy [5]. ;

jedynie wstep do dalszych badarn, daje bo=-
leczenia. V/ pracy [3] sprowadzono proces
do zadania sterowania optymalnego popule=-

cja. Jednak w zastosowaniach juz na samym poczgtku wystepuja trudnodci

przy ustalaniu parametréw modelu. Wigkszos$c bowiem parametréw charaktery-

zujacych komérki biaslaczkowe i cytostatyki jest nieznana.
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- MATEMATHYECKAA MOLEJD KHHETHKHM IMONYJHIMH KIETOK
B CIYYAE IE{CTBUA JEKAPCTBA

PeswoMe

B pafoTe pacCMaTpHBAETCA HCHOJNbIOBAHHE MaTeMaTHUECKOH  MOJNenH KHHETHKH
TONYJIALIHE KILTOK [7] JJA MOJLEJNHDOBaHHA NedcTBUA JexapcTsa, CdopMynupoBaHo
uoxoxennﬁ ¥ BHB@IEHO ypaBHeHuA, lcclenoBano BIMAHHE BHEKDHCTHHH, IIpemcras—
JEHO DPe3yNbTaTH IHOPOBHX BHUHCIEHHH. ;

MATHEMATICAL MODEL OF CELL KINETICS IN
IN THE TREATMENT OF LEUKEMIA

Summary

A mathematical model of a population kinetics is used for modsling of
a chemotherapy. An effect of application of a vincristine is leing analy-
sed. Numericel results are also presented in the paper.



