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WIELOMIANOWE ALGORYTMY SZEREGOWANIA ZADAN NA ROWNOLEGLYCH MASZYNACH
PRZY OGRANICZONYCH ZADANIACH ZASOBOWYCH

Stroazczenla. W procy rozpatrzono probiera szeregowania zadah na
rownolegtych maszynach przy ograniczeniach ze strony dodatkowych
zasobéw. Zbadano wpdtyw ograniczania Zbioru mozliwych wartos$ci para-
metrow, dotyczacych maszyn 1 dodotkowych zasobéw, na z4ozono$¢ ob-
liczeniowa problemu. Wykazano istnienie dla pewnych przypadkéw al-
gorytméw wiolomianowych.

1. WSTp

Problematyka doterminJ."ycznago Bzeregowania zadan na maszynach (proce-
sorach) stanowi przedmiot badan od okoto trzydziestu lat. Szczeg6lnym za-
interesowaniem cieszg sie w ostatnim czasie zagadnienia szeregowania, z
uwzglednieniem dodatkowych (oprécz maszyn) zasobdéw. Wynika to gtéwnie z
faktu, za model sformutowany na gruncie tej teorii Jest bBrdzo uzyteczny
przy opisie zagadnien zwiazanych z rozdziatem zasobéw w systemach kompu-
terowych, Konstruowane dla tych zastosowan algorytmy szeregowania winny
by¢ Jak najprostsze, w sensie ztozonosSci obliczeniowej, gdyz tylko takie
moga znalez¢ bezposSrednie zastosowanie w systemach operacyjnych steruja-
cych prace.systeméw komputerowych.

Wykorzystujac metody wkasciwe dla teorii ztozonosci obliczeniowej , moz-
na udowodni¢ [2, 5] przynalezno$¢ ogélnego problemu szeregowania zadah z
dodatkowymi zasobami do klasy probleméw NP-zupednych , 7. 8 , to Jest
takich, dla ktérych"algorytméw efektywnych (o .z#ozonosci wielomianowej)
najprawdopodobniej nie mozna skonstruowaé¢. Nalezy zatem zbadaé, czy ist-
nieja podprobloray rozwigzywalne w wielomianowym czasie, a takze, ktére
parametry problemu odgrywaja lIstotng role przy zmianie charakteru proble-
mu z nierozwigzywalnego na rozwigzywalny w czasie wielomianowym. W pracy
tej pokazemy, zo istotng role odgrywa w tym przypadku ograniczenie liczby
dodatkowych zasobéw oraz ograniczenie zgdan zasobowych do okres$lonego
zbioru liczb.

Rozdziat 2 zawiera niezbedna definicje. W rozdziale 3 przedstawimy na-
tomiast trzy podproblemy ogdélnego problemu szeregowania zadan o jednost-
kowych czasach wykonywania z dodatkowymi zasobami, ktoére mozne rozwigzac
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w wielomianowym czasie dzieki ograniczeniu niektérych parametréw zwigza-
nych z zedanlaral zasobowymi zadan.

2. DEFINICJE

Rozpatrywaé bedziemy zbiér n zadan |zI1(Z2 Z \, zbiér m maszyn
Mm|] oraz zbidér a rodzajéw dodatkowych zasobow .R2 "e ee>R0} "
dostepnych w liczbie odpowiednio ®1.»2 ..... »8 Jednostek. O maszynach za-

tozymy, ze se réwnolegte i1 ldentyczno, to znaczy spedniaje te same funjc-
cje, a ich predkosci wykonywania zadan se identyczne. Kazda maszyna w da-
nej chwili czasu moze wykonywa¢ tylko Jedno zadanie. Zadanie Z" scharak-
teryzowane Jest przez nastepujece parametry:

- czas wykonywania p* > 0,

- moment przybycia do systemu r* >0,

- wektor zedan zasobowych R(Zj) - [R1(z ), R2(z )-----. Rs (zj)J" 9dzi~*
OMNRJIZJ)N»n 1 -1.2...:,s, oznacza liczbe Jednostek®™ =zasobu Rj
potrzebne do wykonania zadania Zj.

Do swego wykonania kazde zadanie potrzebuje dowolnej maszyny oraz okre-
Slonych przez wektor zeden zasobowych liczb Jednostek poszczegdlnych za-
sobéw. Zadania Be niepodzielne, to znaczy od aoaentu rozpoczecia do mo-
mentu zakonczenia wykonywania zadania Z , J = 1,2 n, uptywa doktad-
ni-0 Pj Jednostek czasu. Rozpatrywane zbiory zadan zawleraje zadania nie-
zalezne. Zadaniem .aktywnym w chwili t nazywa¢ bedziemy zadanie, dla
ktérego zachodzi r* < t.

Zdefiniujemy teraz pojecle uszeregowania oraz algorytmu szeregowania.

Uszeregowaniem bedziemy nazywali takie przyporzedkowanie w czasie ma-
szyn i dodatkowych zasobéw do zadan, dla ktérego speinione se nastepujece
warunki:

- w kazdej chwili czasu kazda maszyna wykonuje co najwyzej Jedno zadanie
a kazda zadanie wykonywane Jest przez co najwyzej Jedne maszyne,
- wszystkie zadania zostane wykonane,

- zadanie Z, J « 1,2,....n. Jest wykonywane bez przerw w przedziale
czasowym TrJ "<°]"
- dle kazdego t>0 ~ RAZAmImA i,1,2 s, gdzie A(t) Jest
ZjUAIT)

zbiorem zadan wykonywanych w chwili t.

Uszeregowaniem optymalnym nazywa¢ bedzieoy uszeregowanie minimallzuje-
ce dtugos¢ uszeregowania CMX - "sk/cJ, gdzie Cj Jest momentem zakon-

czenia wykonywania zadania Zy
Algorytmem szeregowania dla problemu szeregowania (okreslonego przez
zbior parametréw) nazywa¢ bedziemy dowolne procedure znajdujece uszerego-
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wanle dla dowolnych danych (czyli ustalonych wartosci wszystkich parame-
tréw) togo problemu.

Optymalnym algorytmom szeregowania dla problemu szeregowania nazywac
bedziemy algorytm minimalizujacy d#ugo$¢ kazdogo ekonstruowanego uszere-
gowania.

3. ALGORYTMY SZEREGOWANIA

Rozpatrzmy najpierw problem szeregowania na dwéch maszynach zadan o
dowolnych momentach przybycia do systemu i Jednostkowych czasach wykony-
wania, Oprécz maszyn w systemie znajduje sie dodatkowy zas6b Jednego ro-
dzaju, przy czyn ograniczenia i zedenia zasobowe se dowolne. Oznaczmy ten
problea przsz Pi 1 rozwazmy nastepujacy algorytm szeregowania.

Algorytm 1

1. UporzedkuJ zadania na liscie w kolejnosci nlerosnecych zadan zaso-
bowych. Podstaw t:-0.

2. Przydziel do pierwszej maszyny pierwsze aktywne zadanie na [liscie.
Do drugiej maszyny przydziel. Jesli to mozliwe, kolejne aktywne zadanie
na liscie, tak by sumaryczne Zedanio zasobowe obu zadan nie przekraczato
wartosci 0j.

3. Usun z listy przydzielone zadania, podstaw t:«t+i i JesSli znejdu-
je sie na liscie zadanie, to idz do punktu 2.

Optyaalno$¢ tego algorytmu wynika z faktu, iz w kazdej chwili czasu de-
zy on do maksymalizacji wykorzystania dodatkowego zasobu i maszyn, raini-
mslizujec w ten sposéb czas wykonania zbioru zadan, czyli dfugos¢ uszere-
gowania.

Ztozonos¢ algorytmu 1 zdominowana Jast przez z4ozono$¢ punktu i. Upo-
rzedkowanie bowiem zbioru n elementéw wymaga o(n log n) krokéw, a tecz-
na ztozono$¢ punktéw 213 Jest o(n). Ztozonos¢ catego algorytmu wynosi
zatem O(n log n). Warto zauwazy¢, zs w przypadku trzech maszyn problem
Pl staje sie NP - zupatny [¢].

Rozpatrzmy teraz problem, w ktérym w stosunku do problemu Pi zachodze
nastepujece zmiany. Liczba maszyn Jast dowolna, lecz ledanla zasobowe za-
dan moge dotyczyé co najwyzej Jednostki dodatkowego zasobu. Oznaczmy ten
problem przez P2.

W [3] wykazano, zs ponizszy algorytm Jest optymalny dla problemu P2.

Algorytm 2

1. Podstaw t:=0, k:-0.
2. Przydziellw chwili t, do pierwszej wolnej maszyny aktywne 1 nie
przydzielone jeszcze zadanie ZzZy dla ktérego « 1, podstaw k:»k+l.



14 3. Btazewicz

Powtarzaj ten punkt dopoty, dopdéki albo k » r, albo nie bedzie zadania
0 powyzszych wkasciwosciach.

3. Przydziel do pozostatych wSInych maszyn w momencie t aktywne i ni
przydzielone jeszcze zadania, dla ktérychf2j) "™ 0. Podstaw t:-t+l i

k:=0 i powtdérz punkt 2, jesSli se Jeszcze nie przydzielone zadania.

Ztozonos¢ powyzszego algorytmu Jest O0O(n).

Kolejnym rozpatrywanym przoz nas problemem Jest problem P3, w ktérym
zatozymy, ze wszystkie r~ m 0, notomiaat liczba rodzajéw dodatkowych za-
sob6w Jest nie wigksza niz s, poszczegélne zasoby dostepne se w liczbie
co najwyzej p Jednostek, a zedanie zasobowe zadan se nie wieksze niz r,
gdzie s, p oraz r se liczbami catkowitymi. Pozostato poraraotry se ta-
kie same. Jak w przypadku problemu P2. Opisana ponizej podejs$cie 4 po-
zwala rozwiezaé¢ problem P3 w o(n) krokach.

Zauwazmy, ze dla tak okreslonego problemu mozemy kazde zadanie s
przypisa¢ do Jednej z k klas, przy czym kazda klasa Jest charakteryzo-
wana przez wektor zedan zasobowych R(zj) £ {071 ..... r) 8- Nioch zaleznos$¢
pomiedzy tymi wektorami a klasami zadan bedzie dana funkcje

f:{o,1 rj-5- li,2.r ...k,

gdzie k Jest liczbe réznych wektoréw zedan zasobowych, to znaczy k=(r+l1)9.

Oznaczmy przez ni liczbe zadan w klasie i, 1 * 1,2 k. Zatem nA
Jest liczbe zadan posiadajecych wektor zedan zasobowych rowny f-1(i),
1=1,2 k.

Korzystajec z powyzszych poje¢ mozemy teraz przedstawi¢ dane problemu
P3 w inny spos6b. Zamiast zbioru zadan i ich wektoroéw zedan zasobowych
wprowadzimy wektor v = (vk,y2,...,v® c nf. gdzie vz Jest liczbe zadan
posiadajacych wektor zedan zasobowych réwny f-1(i), i =1,2,...,k

Wprowadzmy teraz pojecie elementarnego wektora v e N* Jako takiego,

n

dla ktérego zachodzi R(z™ < (p.p,---.p)- Zauwazmy, ze elementarny
wektor odpowiada danym3p%oblemu P3, dla ktérych dtugos¢ optymalnego usze-
regowanie jest roéwna 1.

tatwo mozna sprawdzié¢, ze liczba réznych elementarnych wektoréw K za-
lezy tylko od s, p oraz r. Przyktadowe wartos$ci przedstawiono ponizej.

s p r K
2 11 4
3 1 14
4 1 48
L]

Q = 13
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Oznaczmy teraz elementarne wektory (w dowolnej kolejnos$ci) przez
bj ,b2,....b". Zauwazmy, ze kazdy wektor v mozna rozpatrywaé Jako sume
wektorow elementarnych, co wynika z faktu, iz kazde uszeregowanie okresla
tak? dekompozycje.

Poniewaz dfugos$¢ uszeregowania optymalnego odpowiadajgcego elementar-
nemu wektorowi jest réwna 1, wiec problem znalezienia uszeregowania opty-
malnego odpowiadajacego nieelementarnemu wektorowi v sprowadza eige do
problemu znalezienia dekompozycji danego wektora v na nominalna liczbe
wektoréw elementarnych bil#b2 tk, to znaczy na liniowa kombinacje tych
wektoréw, dla ktérej suma wspodczynnikéw Jest minimalna. Otrzymujemy za-
tem nastepujacy problem:

znalez¢ OFi ,Of2 ot e No takie, ze
[V, @®
1-1
oroz
K
'y ‘'ofl  jest minimalna. @
i-1
Rozwigzujac takokreslony problem programowanialiniowego catollczbo-

wago, znajdujemyzedane dekompozycje wektora v, a co ze tym idzie opty-
malne uszeregowanie.

Zbadajmy ztozono$¢ powyzszego podejscia. Otéz, czas konstrukcji danych
Jest roéwny 2*(K+logn) « O(logn). Aby okresli¢ ztozonos¢ algorytmu roz-
wigzanie tego problemu wykorzystamy wynik podany w f9J. W pracy tej wyka-
zano, za problem programowanie liniowego w liczbach catkowitych mozna dla
ustalonych (to znaczy ograniczonych od goéry przez atata) wartosci liczb
zmiennych i ograniczen rozwiezaé¢ w czasie ograniczony* od goéry przez wie-
lomian zalezny od liczby zmiennych i ograniczen oraz od logarytmu z mak-
symalnej wartosci wszystkich wspédczynnikéw. Poniewaz w naszym przypadku
liczba zmiennych i ograniczen K Jest ustalona dla ustalonych wartosci
s, p oraz r, a maksymalne warto$¢ wspétczynnika w roéwnaniu (1) wynosi
n, wiec otrzymujemy #eczne ztozonos$¢ podejscia 0(n).

4. WNIOSKI

W pracy przedstawiono kilka algorytméw o ztozonosci wielomianowej dla
niektérych podprobleméw og6lnego problemu szeregowania zadahn jednostko-
wych, przy ograniczeniach zasobowych. Czynnikiem decydujgacym o mozliwosSci
konstrukcji algorytméw-wielomianowych by#o wprowadzanie ograniczeh na zbidér
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wartosci, ktére moge przyjmowaé nastepujeco parametry: liczba maazyn,
liczba rodzajow dodatkowych zasobéw, liczby Jednostek dodatkowych zasobdw
dostepne w systemie oraz zedonie zasobowa. Wydaje sie, ze podobne wyniki
mozna uzyskaé tekza dla innych kryteriéw szeregowania, takich Jak: $redni
czas przebywania zadania w systemie bedz maksymalne opdzZniania.
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NOJIHHOIIHAJIBHHE - AJirOPKUMH COCEABJIEHHf PACUHGAHHH 3AJIAH )
HA IIAPAJUIBSOHHX MAQHHAX C yHETOU 4HKCHPOBAHHHX PECYPCHHX OrPAHHHEHHE

Pes3ame

B paSoie paccuoTpeHa npofiaeua saBucHHociH BiMncJiHTe.n>HoH ojToxhooth Jaxa-
sh cooTaBJiaHKH pacnHcamw aa”ag ot <J>HKCHpoBaHHoro <iHcjia thitob flonoJiHHTexb-
HEXx pecypcoB, a taxxe ot (JiUKCHpoBaHHLtx pecypcHux orpattHuemiii.

POLYNOMIAL - IN - TIME SCHEDULING ALGORITHMS FOR PARALLEL
MACHINES UNDER FIXED RESOURCE CONTRAINTS

Sumbary

In tha paper the problem of task scheduling on parallel machinée under
raaourca conatrainta la considered. The lapact of fixed resource Halts
and raquireaante on the computational complexity of the problem is shown.

Algorithms polynomial in tiae are presented for some subproblame of the
general problem.



