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WIELOMIANOWE ALGORYTMY SZEREGOWANIA ZADAŃ NA RÓWNOLEGŁYCH MASZYNACH 
PRZY OGRANICZONYCH ŻĄDANIACH ZASOBOWYCH

Stroazczenla. W procy rozpatrzono probiera szeregowania zadań na 
równoległych maszynach przy ograniczeniach ze strony dodatkowych 
zasobów. Zbadano wpływ ograniczania Zbioru możliwych wartości para­
metrów, dotyczących maszyn 1 dodotkowych zasobów, na złożoność ob­
liczeniową problemu. Wykazano istnienie dla pewnych przypadków al­
gorytmów wiolomianowych.

1. W S T p

Problematyka doterminJ .'ycznago Bzeregowania zadań na maszynach (proce­
sorach) stanowi przedmiot badań od około trzydziestu lat. Szczególnym za­
interesowaniem cieszą się w ostatnim czasie zagadnienia szeregowania, z 
uwzględnieniem dodatkowych (oprócz maszyn) zasobów. Wynika to głównie z 
faktu, ża model sformułowany na gruncie tej teorii Jest bBrdzo użyteczny 
przy opisie zagadnień związanych z rozdziałem zasobów w systemach kompu­
terowych, Konstruowane dla tych zastosowań algorytmy szeregowania winny 
być Jak najprostsze, w sensie złożoności obliczeniowej, gdyż tylko takie 
mogą znaleźć bezpośrednie zastosowanie w systemach operacyjnych sterują­
cych pracę.systemów komputerowych.

Wykorzystując metody właściwe dla teorii złożoności obliczeniowej , moż­
na udowodnić [2, 5] przynależność ogólnego problemu szeregowania zadań z 
dodatkowymi zasobami do klasy problemów NP-zupełnych , 7. 8] , to Jest 
takich, dla których'algorytmów efektywnych (o . złożoności wielomianowej) 
najprawdopodobniej nie można skonstruować. Należy zatem zbadać, czy ist­
nieją podprobloray rozwiązywalne w wielomianowym czasie, a także, które 
parametry problemu odgrywają Istotną rolę przy zmianie charakteru proble­
mu z nierozwiąźywalnego na rozwiązywalny w czasie wielomianowym. W pracy 
tej pokażemy, żo istotną rolę odgrywa w tym przypadku ograniczenie liczby 
dodatkowych zasobów oraz ograniczenie żądań zasobowych do określonego 
zbioru liczb.

Rozdział 2 zawiera niezbędna definicje. W rozdziale 3 przedstawimy na­
tomiast trzy podproblemy ogólnego problemu szeregowania zadań o jednost­
kowych czasach wykonywania z dodatkowymi zasobami, które możne rozwiązać
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w wielomianowym czasie dzięki ograniczeniu niektórych parametrów związa­
nych z żędanlaral zasobowymi zadań.

2. DEFINICJE

Rozpatrywać będziemy zbiór n zadań |zl(Z2  Z \ , zbiór m maszyn

 M m| oraz zbiór a rodzajów dodatkowych zasobów .R2 '• • • >R 0} '
dostępnych w liczbie odpowiednio ®1 .»2 ..... »8 Jednostek. O maszynach za­
łożymy, że sę równoległe i Identyczno, to znaczy spełniaję te same funjc- 
cje, a ich prędkości wykonywania zadań sę identyczne. Każda maszyna w da­
nej chwili czasu może wykonywać tylko Jedno zadanie. Zadanie Z^ scharak­
teryzowane Jest przez następujęce parametry:

- czas wykonywania p^ >  O,
- moment przybycia do systemu r^ > 0 ,

- wektor żędań zasobowych R(Zj) - [R 1 (z ) , R2 (z ) ......R s (zj)J' 9dzi*

O ^ R j i Z j ) ^ » ^  1 - 1.2...:,s, oznacza liczbę Jednostek' zasobu Rj 
potrzebnę do wykonania zadania Z j .

Do swego wykonania każde zadanie potrzebuje dowolnej maszyny oraz okre­
ślonych przez wektor żędeń zasobowych liczb Jednostek poszczególnych za­
sobów. Zadania Bę niepodzielne, to znaczy od aoaentu rozpoczęcia do mo­
mentu zakończenia wykonywania zadania Z , J = 1,2 n, upływa dokład­
ni-0 Pj Jednostek czasu. Rozpatrywane zbiory zadań zawleraję zadania nie­
zależne. Zadaniem .aktywnym w chwili t nazywać będziemy zadanie, dla 
którego zachodzi r^ <  t.

Zdefiniujemy teraz pojęclę uszeregowania oraz algorytmu szeregowania. 
Uszeregowaniem będziemy nazywali takie przyporzędkowanie w czasie ma­

szyn i dodatkowych zasobów do zadań, dla którego spełnione sę następujęce 
warunki:

- w każdej chwili czasu każda maszyna wykonuje co najwyżej Jedno zadanie 
a każda zadanie wykonywane Jest przez co najwyżej Jednę maszynę,

- wszystkie zadania zostanę wykonane,

- zadanie Z, J « 1,2,....n. Jest wykonywane bez przerw w przedziale 

czasowym TrJ ' <*°]'
- dle każdego t > 0  ^  R ^ Z ^ m J m ^  i „ i , 2  s, gdzie A(t) Jest

ZjUAit)
zbiorem zadań wykonywanych w chwili t.

Uszeregowaniem optymalnym nazywać będzieoy uszeregowanie minimallzuję- 
ce długość uszeregowania CM X  - "s k/ cJ , gdzie Cj Jest momentem zakoń­

czenia wykonywania zadania Z y

Algorytmem szeregowania dla problemu szeregowania (określonego przez 
zbiór parametrów) nazywać będziemy dowolnę procedurę znajdujęcę uszerego-
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wanle dla dowolnych danych (czyli ustalonych wartości wszystkich parame­
trów) togo problemu.

Optymalnym algorytmom szeregowania dla problemu szeregowania nazywać 
będziemy algorytm minimalizujący długość każdogo ekonstruowanego uszere­
gowania.

3. ALGORYTMY SZEREGOWANIA

Rozpatrzmy najpierw problem szeregowania na dwóch maszynach zadań o 
dowolnych momentach przybycia do systemu i Jednostkowych czasach wykony­
wania, Oprócz maszyn w systemie znajduje się dodatkowy zasób Jednego ro­
dzaju, przy czyn ograniczenia i żędenia zasobowe sę dowolne. Oznaczmy ten 
problea przsz Pi 1 rozważmy następujący algorytm szeregowania.

Algorytm 1

1. UporzędkuJ zadania na liście w kolejności nlerosnęcych zadań zaso­
bowych. Podstaw t:-0.

2. Przydziel do pierwszej maszyny pierwsze aktywne zadanie na liście. 
Do drugiej maszyny przydziel. Jeśli to możliwe, kolejne aktywne zadanie 
na liście, tak by sumaryczne źędanio zasobowe obu zadań nie przekraczało 
wartości Oj.

3. Usuń z listy przydzielone zadania, podstaw t :«t+i i Jeśli znejdu- 
ję się na liście zadanie, to idż do punktu 2.

Optyaalność tego algorytmu wynika z faktu, iż w każdej chwili czasu dę- 
ży on do maksymalizacji wykorzystania dodatkowego zasobu i maszyn, raini- 
mslizujęc w ten sposób czas wykonania zbioru zadań, czyli długość uszere­
gowania.

Złożoność algorytmu 1 zdominowana Jast przez złożoność punktu i. Upo- 
rzędkowanie bowiem zbioru n elementów wymaga o(n log n) kroków, a łęcz- 
na złożoność punktów 2 1 3  Jest o(n). Złożoność całego algorytmu wynosi 
zatem 0(n log n). Warto zauważyć, żs w przypadku trzech maszyn problem 
PI staje się NP - zupałny [ćj.

Rozpatrzmy teraz problem, w którym w stosunku do problemu Pi zachodzę 
następujęce zmiany. Liczba maszyn Jast dowolna, lecz lędanla zasobowe za­
dań mogę dotyczyć co najwyżej Jednostki dodatkowego zasobu. Oznaczmy ten 
problem przez P2.

W [3] wykazano, żs poniższy algorytm Jest optymalny dla problemu P2.

Algorytm 2

1. Podstaw t:=0, k:-0.
2. Przydziel1w chwili t, do pierwszej wolnej maszyny aktywne 1 nie 

przydzielone jeszcze zadanie Z y  dla którego « i, podstaw k:»k+l.
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Powtarzaj ten punkt dopóty, dopóki albo k » rr̂ , albo nie będzie zadania
0 powyższych właściwościach.

3. Przydziel do pozostałych wSlnych maszyn w momencie t aktywne i nie 
przydzielone jeszcze zadania, dla których f2j ) " O. Podstaw t:-t+l i
k:=0 i powtórz punkt 2, jeśli sę Jeszcze nie przydzielone zadania.

Złożoność powyższego algorytmu Jest 0(n).
Kolejnym rozpatrywanym przoz nas problemem Jest problem P3, w którym 

założymy, że wszystkie r^ ■ 0, notomiaat liczba rodzajów dodatkowych za­
sobów Jest nie większa niż s, poszczególne zasoby dostępne sę w liczbie 
co najwyżej p Jednostek, a żędanie zasobowe zadań sę nie większe niż r, 
gdzie s, p oraz r sę liczbami całkowitymi. Pozostało poraraotry sę ta­
kie same. Jak w przypadku problemu P2. Opisana poniżej podejście 4 po­
zwala rozwięzać problem P3 w o(n) krokach.

Zauważmy, że dla tak określonego problemu możemy każde zadanie Z^ 
przypisać do Jednej z k klas, przy czym każda klasa Jest charakteryzo­

wana przez wektor żędań zasobowych R (zj) £ { 0 '1 ..... r) 8 - Nioch zależność
pomiędzy tymi wektorami a klasami zadań będzie dana funkcję

f :{o,l rj - 5 -  |i,2,r  ...kj,

gdzie k Jest liczbę różnych wektorów żędań zasobowych, to znaczy k = (r+l)9.
Oznaczmy przez ni liczbę zadań w klasie i, 1 * 1,2 k. Zatem nA
Jest liczbę zadań posiadajęcych wektor żędań zasobowych równy f- 1 (i),
1 = 1,2 k.

Korzystajęc z powyższych pojęć możemy teraz przedstawić dane problemu 
P3 w inny sposób. Zamiast zbioru zadań i ich wektorów żędań zasobowych 
wprowadzimy wektor v = (vŁ ,y2 ,...,vfe) c n £. gdzie v ± Jest liczbę zadań 
posiadających wektor żędań zasobowych równy f- 1 (i), i = 1,2,...,k.

L,
Wprowadźmy teraz pojęcie elementarnego wektora v e N* Jako takiego, 

n
dla którego zachodzi R(z ^) <  (p,p,...,p). Zauważmy, że elementarny

3“1
wektor odpowiada danym problemu P3, dla których długość optymalnego usze­
regowanie jest równa 1.

Łatwo można sprawdzić, że liczba różnych elementarnych wektorów K za­
leży tylko od s, p oraz r. Przykładowe wartości przedstawiono poniżej.

s p r K

2 1 1 4
3 1 1 14
4 1 1 48

ro 
• 

w 13

2 2 2 18
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Oznaczmy teraz elementarne wektory (w dowolnej kolejności) przez 
bj ,b2 ,....b^. Zauważmy, że każdy wektor v można rozpatrywać Jako sumę 
wektorów elementarnych, co wynika z faktu, iż każde uszeregowanie określa 
tak? dekompozycję.

Ponieważ długość uszeregowania optymalnego odpowiadającego elementar­
nemu wektorowi jest równa 1 , więc problem znalezienia uszeregowania opty­
malnego odpowiadającego nieelementarnemu wektorowi v sprowadza eię do 
problemu znalezienia dekompozycji danego wektora v na nominalna liczbę
wektorów elementarnych b1#b2  t>k , to znaczy na liniowa kombinację tych
wektorów, dla której suma współczynników Jest minimalna. Otrzymujemy za­
tem następujący problem:

znaleźć 0f i ,0f2  oę̂  e No takie, że

■ v (i)
1- 1

oroz

K
' y  'ofl  jest minimalna. (2)
i-l

Rozwiązując tak określony problem programowania liniowego całollczbo-
wago, znajdujemy żędanę dekompozycję wektora v, a co ze tym idzie opty­
malne uszeregowanie.

Zbadajmy złożoność powyższego podejścia. Otóż, czas konstrukcji danych 
Jest równy 2*(K+logn) « O(logn). Aby określić złożoność algorytmu roz­
wiązanie tego problemu wykorzystamy wynik podany w f9J . W pracy tej wyka­
zano, ża problem programowanie liniowego w liczbach całkowitych można dla 
ustalonych (to znaczy ograniczonych od góry przez atała) wartości liczb 
zmiennych i ograniczeń rozwięzać w czasie ograniczony* od góry przez wie­
lomian zależny od liczby zmiennych i ograniczeń oraz od logarytmu z mak­
symalnej wartości wszystkich współczynników. Ponieważ w naszym przypadku 
liczba zmiennych i ograniczeń K Jest ustalona dla ustalonych wartości 
s, p oraz r, a maksymalne wartość współczynnika w równaniu (l) wynosi 
n, więc otrzymujemy łęcznę złożoność podejścia O(n).

4. WNIOSKI

W pracy przedstawiono kilka algorytmów o złożoności wielomianowej dla 
niektórych podproblemów ogólnego problemu szeregowania zadań jednostko­
wych, przy ograniczeniach zasobowych. Czynnikiem decydującym o możliwości 
konstrukcji algorytmów-wielomianowych było wprowadzanie ograniczeń na zbiór
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wartości, które mogę przyjmować następujęco parametry: liczba maazyn, 
liczba rodzajów dodatkowych zasobów, liczby Jednostek dodatkowych zasobów 
dostępne w systemie oraz żędonie zasobowa. Wydaje się, że podobne wyniki 
można uzyskać tekża dla innych kryteriów szeregowania, takich Jak: średni 
czas przebywania zadania w systemie będź maksymalne opóźniania.
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nOJIHHOiiHAJIbHHE AJirOPKÜMH COCEABJIEHHfl PACÜHGAHHH 3AJIAH 
HA IlAPAJUIBSbHHX MAQHHAX C yHËTOU 4HKCHP0BAHHHX PECYPCHHX OrPAHHHEHHË

P e 3 sa m e

B paSoie paccuoTpeHa npofiaeua saBucHHociH BiMncJîHTe.n>HoH ojîoxhooth 3 a x a -  
sh cooTaBJiaHKH pacnHcamw aa^aq ot <J>HKCHpoBaHHoro <iHc;ia thitob flonoJiHHTexb- 
HbEx pecypcoB, a taxxe ot (JiüKCHpoBaHHLtx pecypcHux orpattHuemiii.

POLYNOMIAL - IN - TIME SCHEDULING ALGORITHMS FOR PARALLEL 
MACHINES UNDER FIXED RESOURCE CONTRAINTS

S u ■ b  a r y

In tha paper the problem of task scheduling on parallel machinée under 
raaourca conatrainta la considered. The lapact of fixed resource H a l t s  
and raquireaante on the computational complexity of the problem is shown. 
Algorithms polynomial in tiae are presented for some subproblame of the 
general problem.


