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DO ROZWIĄZYWANIA PROBLEMU SZEREGOWANIA ZADAŃ

Streszczenie. Optymalizacje zagadnienia szeregowania operacji 
Jest problemem pojawiaJęcym aię w bardzo wielu dyskretnych proce­
sach produkcyjnych. Probiera ten Jeat szczególnie doniosły przy roz­
ważaniach praktycznych zag'adnień. W artykule przedstawiono metodę 
rozwięzanla problemu szeregowania bazujęcę na koncepcji metod po­
działu i ograniczeń.

1. UWAGI WSTĘPNE

Probiera optyraalizacji dyskretnych procesów produkcyjnych na poziomie 
ogólności praktycznych zsgsdnleń staje się trudny, spowodowane to Jest 
brakiem wclęż efektywnych algorytmów. Problematyka ta więżę się przede 
wszystkim z zagadnieniem szeregowania operacji technologicznych na po­
szczególnych maszynach. Niniejszy artykuł poświęcony Jest rozwlęzywanlu 
zagadnienia szeregowania w ogólnyra procesie produkcyjnym, wyznaczaJęcego 
kolejność wykonywania poszczególnych operacji ralniraalizujęcę zadan.ę funk­
cję celu.

Kombinatoryezny aspekt zagadnienie szeregowania oraz zwlęzane z tyra 
trudności obliczeniowe Inspirowały nowy kierunek w teorii algorytmów, zwa­
ny złożonościę obliczeniowę algorytmów. Złożoność obliczeniowa rozpatry­
wanego zagadnienie 'jest NP-zupołna ponieważ NP-zupełny Jest probiera TRÓ3- 
PODZIAŁU, do którago redukowalny jeat problem o|3 lpAj " 1 lcmax C10] •

W zwlęzku z tym do rozwięzanla problemu uzasadnione Jest wykorzystanie
algorytmu opartego na koncepcji metod podziału i ograniczeń (b-a-b), w
których wybór kolejnego rozwięzanla ze zbioru rozwięzań dopuszczalnych od­
bywa się zgodnie z ustalonym aposobera. W zasadzie istnieję trzy podstawo­
we strategie przeszukiwania zbioru rozwięzań [l5].

i) w głęb drzewa rozwięzań (liniowe),
ii) wszerz drzewa rozwięzań (z węzła o minimalnej wartości),

iii) heurystyczne.

Wybór konkretnej strategii do obliczeń numerycznych zależeć będzie od cha­
rakteru rozwięzywanego problemu, należy zwrócić uwagę, że Jeżeli w stra­
tegii i) zapotrzebowanie na panięć Jest funkcję liniowę, to w strategii
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ii) Jest Już funkcję wykłednlczę. Modyfikacjo metody b-e-b obok algoryt­
mów heurystycznych sę najczęściej stosowanymi metodami v* rozwięzywaniu 
praktycznych zagadnień.

2. OGÓLNE P0DE3ŚCIE DO ZAGADNIENIA SZEREGOWANIA

Wyznaczanie rozwięzania zagadnienia szeregowania Jost głównie dzie­
dzinę optymalizacji kombinBtorycznaJ. Najwcześniejsze metody leżę u pod­
staw programowania całkowltollczbowego oraz technik płaszczyzn odcinaję- 
cych [l7]. Wówczas pojawiły się ważne numervcznie koncepcje, włęczajęc w 
to zarówno dekompozycję zagadnienia. Jak i pojęcie podziału i ogranicze­
nia zbioru rozwięzań, które z powodzeniem wykorzystywano w późniejszych 
metodach.

Obecnie, najczęściej do rozwięzywsnia tych problemów stasowano sę al­
gorytmy oparte na następujęcych metodach:

i) podziału i ograniczeń £l, 4. 15, 19, 13], 
ii) programowania dynamicznego £3 , 17, 13], 

iii) heurystycznych [3 , 6. 20] , 
iv> optymalizacji aubgradientowej [14].

Przeględ wymienionych metod przedstawiaję w szczególności prace [ó, 13, 17].
Natomiast ze względu ns zwiększenie ofektywncści obliczeniowej algo­

rytmów stosowane obecnie podejścia należy zakwalifikować do następujęcych 
klas :

i) etapowa konstrukcja rozwięzania.
Algorytm generuje rozwięzania poprzez sukeesywno dodawanie wiol- 
kości (o d . łuku, wierzchołka) będęcej komponentem zagadnienie. 
Dopuszczalne rozwięzanle znane Jest dopiero po zakończeniu obli­
czeń (greedy algorlthm) [8 , 9] .

ii) kolejne ulepszenia rozwięzania.
Startujęc z dopuszczalnego rozwięzania kolejne Jego uleoszenia lub 
zmiana dokonywano sę poprzez tzw. procedurę 3,-optlmum £20].

iii) dekompozycja oroblemu na cięg oodproblemów, w których do rozwię­
zania następnego korzystamy z rozwięzanls poprzedniego £3,18.26],

iv) relaksacja zagadnienia, która polega na pominięciu pewnych klas 
ograniczeń w modelach zagadnienie w celu otrzymywania korzystnych 
warunków uzyskania globalnego rozwięzania £l2. 13, 19, 22].

v) ograniczanie przestrzeni dopuszczalnych rozwięzań.
W konkretnych zagadnieniach możliwo Jest zawężenie zbioru rtrzwię- 
zań dopuszczalnych do takiego zbioru, dla którego istnieje efek­
tywny algorytm £2 1 . 24] .
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3. MODEL FORMALNY OGÓLNEGO PROCESU DYSKRETNEGO

Deny Jest zbiór zadań D « (o,,02 .0 R ) , który jast wykonywany za
pomocę zbioru maszyn M ■ (Mj ,M2 ,... ,MB ). Każde zadanie 0Jl e 0 składa się 

z sekwencji tni niepodzielnych operacji >°2i * ’°m i^ wykonywanych
/ 1 2 ■<. * ze pompcę sekwencji maszyn ,£1^,... . 1). Dana maszyna w tej sa­

mej Jednostce czasu wykonuje co najwyżej Jednę operację. Każda operacja 
O > . wykonywana Jest nieprzerwanie w p .. Jednostek czasowych.

Ola ułatwienia przeindeksujemy dwuwskaźnikowe operacje w Jednowskeźni- 
kowe wg następujęcej zależności:

{ ° k l } - ~  { ° u } 1 " 1 -n - k "  x ’mf  « - ¿ V k -

i-i

(1)

J-l J

W celu ustalania uwagi wprowadzimy dwie fikcyjne operacje, poczętkowę 0Q 
oraz końcowę Op o zerowych czasach wykonywania, przy założeniu, że Og 
bezoośrednio poprzedza wszystkie operoeja 0^ ,  natomiast Op bezpośred­
nio następuje po ostatnich operacjach 0^ każdego zadania 0^ « O.

Wówczas otrzymujemy zbiór ogółu operacji

n

o -  (oB ,o1  K “ 2 " j  (2)
J-l

połączonych zbiorem łuków, będęcy zbiorem relacji między operacjami

- Ag U At U a f , <3)

gdzie :

ab « | (B. + - zbidr łuków | (0B .011)j f\ « O |
l j»i l

A t - | (u ,u+l)| u - 'y  '«^ + 1 ,... . 1  • l.n
1 j-i

- zbiór łuków będęcych wymaganiami technologicznymi

a f C y  m i ,F) - zbiór łuków I (o^ ^ .Op) j A  3i * 3 j
J-l ' 1
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m

(u.v)| ^ ¿ ( o u ) u ł  v “ zbiór łuków reprozentujęcy
l-ll

możliwe uozorogowania operacji no wspólnej maszynie.

Z każdą operację zwięzano Jest trójka wielkości (p^, ¿1^ . 3^) przypo-
rzędkowujęca Jej odpowiednio czas wykonania, maszynę oraz zwięzek z kon­
kretnym zadaniom. Rozwiązaniem problemu Jest określenie takiego uszerego­
wania D 6 $  operacji na poszczególnych maszynach, który minimalizuje na­
stępującą funkcję calu

C(Om ^) - czas zakończenia realizacji operacji Om ^ ,

f(t) » t - liniowa, niemalejęce funkcje czasu.

Funkcja celu zapewnia efektywne wykorzystanie maszyn oraz realizację pla­
nu w możliwie najkrótszym czasie.

Powyższy model wygodnie sformułować w terminach grefu dysjunkcyjnego 
(]ł, 24] G >= (v,$ u ¿9) w którym zbiór wierzchołków reprezentuje zbiór ope­
racji, natomiast zbiór łuków sumę mnogościową zbiorów A  oraz ćiB.

Grafy dysjunkcyjne pozwalają modelować zagadnienia mające stopień zło­
żoności ogólnych zagadnień typu Job-shop. W terminach grafu dyojunkcyjne- 
go, wykorzystując Jego własności, budowane są algorytmy oparto najczęś­
ciej na metodach podziału i ograniczeń [4 , 12, 13, 19, 24J.

Przedstawiony model pozwala uwzględniać:

- seryjną produkcję wyrobów wieloasortynentowych,
- określonym wyrobem wprowadzonym do ciągu technologicznego dysponuje się 

po zadanym czasie,
- maszyna przygotowano do wykonania poszczególnej operacji wykonuje całą 

serię. W związku z tym pojęcie operacji odnosić się będzie do całej se­
rii wyrobów, ,

- przezbrojenia mogą być wykonywano na granicsch czasów harmonogranowa- 
nia. W celu zmniejszenia liczby przezbrojeń wyznacza się optymalne dłu­
gości serii, przy których czas przezbrojeń Jest minimalny 1 pomijany.

W praktycznych dyskretnych procesach produkcyjnych tego typu zagadnie­
nia występują w taśmowej produkcji wyrobów seryjnych [1 6 , 25j w przemyśle

(4)

gdzie t
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4. OPIS METODY ROZWIĄZANIA PROBLEMU

Ogólna koncopcja rozwięzania problemu polega na relaksacji zagadnienia 
wyjściowego do zagadnień JednomaazynoWych, uwzględniając w zbiorze <£T lu­
ki odnoazęco 3ię do aktualnie rozpatrywanej maszyny.

Podejście takie jeat powszechnie 3to30wane w wielu problemach kombina- 
torycznych • pozwalajęc z Jednej strony rozwiązywać praktyczne za­
gadnienia a z drugiej w prosty eooeób wyznaczać dolne ograniczenia na war­
tość funkcji celu (ji.9 , 22, 24],

Uszeregowania operacji na poszczególnych maszynach wyznaczane sę po­
przez podzbiór D o takiej własności, żo Jeżeli (u,v) e o, to wówczas 
( u)€ ST -0. Podzbiór D, korespondujęc z wierzchołkiem drzewa rozwię- 
zań, wyznacza częściowe rozwięzania, poprzez kolejne jego rozszerzenia o- 
trzymujomy globalne rozwięzanie. Uszeregowania wyznaczsne podzbiorem D sę 
dopuszczalne, jeżeli graf G(d) = ( v , $  u 0) jest acykliczny. I3tnleje 
kilka praktycznych sposobów sprawdzania scykliczności grafów [?].

Posłużymy się sposobem wyznaczania podzbiorów krytycznych operacji, 
których uszeregowania wpływaję na wartość funkcji celu w zwięzku z
tym dla każdej pary operacji ruzpatrywanej maszyny wyznaczamy następujęcy 
zbiór

E X(D) - |(u,v)[cu + Pu >  cv , cv + p ^ > c u , ( l„ (0 v ) ’  [ l f o j  , (5)

jcv + pv |(u,v) s i} U o cQ = O - Jest najwcześniejszym cza- 
 ̂ sam rozpoczęcia wykonywa­

nia operacji O^.

t
gdzie :

cu => mox

Korzyatajęc ze zbioru E^(o) określamy w stosunku do tych par współczyn­
nik kary AfjJv . będęcy miarę zmian wartości funkcji celu.

* cu + pu " C v -'

Cv ~ Pv |^u ,v ) 6 ^  U D [ C F “ CF - Jost najpóźniejszym cza-
' B f l s i  r n 7 n n r ? f i " -  -i a  w u t r n n v / w D _

gdzie:
Cy « min

aem rozpoczęcia wykonywa­
nia operacji 0y .

5. WYZNACZANIE DOLNYCH ORAZ GÓRNYCH OGRANICZEŃ

Globalne dolna ograniczenie LB(o) na wartość całkowitego uszeregowa­
nia wyznaczane jest poprzez rozwlęzywanlo zagadnień Jednomaazynowych, o- 
trzywanych w wyniku rolakaacji polegajęcej na pominięciu wszystkich łuków
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dysjunkcyjnych, z wyjątkiem dotyczących rozoatrywanej maszyny. W związku 
z tym wartość LB(d ) wyznacza aię z następującej zależności

L8(d ) = maxjcp, max LB^(D)j (7)

gdzie:
1 € L - Jeat zbiorem wskaźników nierozoatrywanych dotąd maszyn.

Globalne górne ograniczenia Ub (d ) na wartość całkowitego uszeregowania 
wyznaczane Jest z uszeregować otrzymanych w procesie obliczeń LB(d ).

Niech G(d uv) » g (d (u .v )) będzie grsfem otrzymanym w wyniku przyłą­

czenia łuku (u,v) c E^(d ).
Przy rozszerzeniu podzbioru D nie maleją wartości cu oraz LB(Ouv)

(U8 (d cP + A f 1 dla A  f 1 > 0 ) .' ' uv F uv uv

6. WYZNACZANIE REGUŁ PODZIAŁU I OGRANICZEŃ

Stosowanie reguł podziału i ograniczeń zawężamy do podzbioru operacji, 
których zmiana uszeregowania powoduje zmianę wartości, funkcji celu. Roz- 
oatrywać będziemy te maszyny, dla których |e *(d )| ^  1.

Niech LB(o ) , UB(d ) , Af*v będzie odpowiednio globalnym dolnym ogra­
niczeniem. globalnym górnym ograniczeniem, współczynnikiem kary.

Oznaczmy przez

LB(D)
L(uv) (s)

A  u(uv)
UB(o) - f.1,.

(91

.i i 1 -
a 1 A L(uv) + " U(uv)
A,,w " w (10)

Zasady podziału i ograniczenia zbioru rozwiązań zostaną określone na pod­
stawie powyższych parametrów.

Ola każdej pary łuków ze zbioru E^io) zoetoje wyeliminowany ten łuk 
r s « (rs.ar) z każdej pary łuków dysjunkcyjnych. dla których spełniona Jest 
następująca zależność zwana regułą ograniczającą

mi n I^U(rs) ” ^uisr)!, I\(rs) ~^L(sr)t H  Ara " A ( 11 )
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Z zależności (li) otrzymujemy zredukowany oodzbiór łuków £* ( d ) . w stosun­
ku do którego określamy regułę podziału, określona naetępujęcę zależnoś­
ci?

“ 2 ’
Do kolejnego Dodziału wybiera się ten luk, dla którego spełniona Jeat za- 
lożność (12).
Reguły eliminacyjne (ll). (12) moga służyć w zakresie metod programowania 
dynamicznego do rozwiązywanie innych zagadnień konbinatorycznych, np; za­

gadnienia flowshop czy listonosza [ 3].

7. UWAGI KOŃCOWE

W artykule przedstawiono model formalny oraz metodę rozwiązania ogól­
nego dyskretnego procesu produkcyjnego. Podano również najczęściej spoty­
kane w literaturze podejścia do rozwiązywanie tego typu zagadnień.

Odpowiednio określone zasady podziału i ograniczeń bazuję na regule 
hęurystycznoj , charakteryzującej się:
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- prostą algorytmicznościę,
- przystosowaniem do licznego zbioru rozwiązań.

W obecnej chwili nie ma Jednolicie opracowanej metody rozwiązywania 
problemów ezeregowania, wyważone korzystanie z dotychczasowych podojóć da­
ją zadowalające wyniki z praktycznego punktu widzenia.
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ONE APPLICATION OF THE BRANCH-AND-BOUND METHOD 
TO THE DOB-SHOP PROCESSES

/
S u m m a r y

This paper concerns the formal description of general discrete proces­
ses of the job-shoo tyne and scheduling methods based on the concept of 
branch-and-bound method. The problem of minimizing the maximum job com­
plete time is NP-comolete. For computational effectivness the branch-and- 
-bound rules defined within the set of feasible oolutions ere described. 
These rules are restricted to the set of operations whoso schedules in­
fluence the objective function. Additionaly the nBper outlines some other 

aoproaches to this problem.


