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O pewnym zastosowaniu metody podziatu i ograniczen

DO ROZWIAZYWANIA PROBLEMU SZEREGOWANIA ZADAN

Streszczenie. Optymalizacje zagadnienia szeregowania operacji
Jest problemem pojawiadecym aie w bardzo wielu dyskretnych proce-
sach produkcyjnych. Probiera ten Jeat szczeg6lnie doniosty przy roz-
wazaniach praktycznych zag adnien. W artykule przedstawiono metode
rozwiezanla problemu szeregowania bazujece na koncepcji metod po-
dziatu i ograniczen.

1. UWAGI WSTEPNE

Probiera optyraalizacji dyskretnych proceséw produkcyjnych na poziomie
og6lnosci praktycznych zsgsdnlen staje sie trudny, spowodowane to Jest
brakiem wclez efektywnych algorytméw. Problematyka ta wieze sie przede
wszystkim z zagadnieniem szeregowania operacji technologicznych na po-
szczeg6lnych maszynach. Niniejszy artykud poswiecony Jest rozwlezywanlu
zagadnienia szeregowania w ogolnyra procesie produkcyjnym, wyznaczaJecego
kolejnos¢ wykonywania poszczeg6lnych operacji ralniraalizujece zadan.e funk-
cje celu.

Kombinatoryezny aspekt zagadnienie szeregowania oraz zwlezane 2z tyra
trudnosci obliczeniowe Inspirowaty nowy kierunek w teorii algorytméw, zwa-
ny ztozonoscie obliczeniowe algorytméw. Ztozonos¢ obliczeniowa rozpatry-
wanego zagadnienie "jest NP-zupodna poniewaz NP-zupedny Jest probiera TRO3-
PODZIAtU, do ktérago redukowalny jeat problem o]31IpAj ™ 1 lIcmax C(Cl0] -~

W zwlezku z tym do rozwiezanla problemuuzasadnione Jestwykorzystanie
algorytmu opartego na koncepcjimetod podziatu i ograniczen (b-a-b), w
ktérych wybdér kolejnego rozwiezanla ze zbioru rozwiezan dopuszczalnych od-
bywa sie zgodnie z ustalonym aposobera. W zasadzie istnieje trzy podstawo-
we strategie przeszukiwania zbioru rozwiezan [I15].

i) w gteb drzewa rozwiezan(liniowe),
i) wszerz drzewa rozwigzan(z wezda o minimalnej wartosci),

i
ii) heurystyczne.

i
Wybor konkretnej strategii do obliczen numerycznych zaleze¢ bedzie od cha-
rakteru rozwiezywanego problemu, nalezy zwréci¢ uwage, ze Jezeli w stra-
tegii i) zapotrzebowanie na panie¢ Jest funkcje liniowe, to w strategili
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ii) Jest Juz funkcje wyktednlcze. Modyfikacjo metody b-e-b obok algoryt-
méw heurystycznych se najczesciej stosowanymi metodami V¢ rozwiezywaniu
praktycznych zagadnien.

2. OGOLNE PODE3SCIE DO ZAGADNIENIA SZEREGOWANIA

Wyznaczanie rozwiezania zagadnienia szeregowania Jost g#oéwnie dzie-
dzine optymalizacji kombinBtorycznaJd. Najwcze$niejsze metody leze u pod-
staw programowania catkowltollczbowego oraz technik ptaszczyzn odcinaje-
cych [17]. Wéwczas pojawity sie wazne numervcznie koncepcje, wheczajec w
to zaréwno dekompozycje zagadnienia. Jak i pojecie podziatu i ogranicze-
nia zbioru rozwiezan, ktére z powodzeniem wykorzystywano w pézniejszych
metodach.

Obecnie, najczes$ciej do rozwiezywsnia tych probleméw stasowano se al-
gorytmy oparte na nastepujecych metodach:

podziatu i ograniczen £1, 4. 15, 19, 13],
programowania dynamicznego £3, 17, 13],

i
i
i) heurystycznych [3, 6. 20],

N

i
ii
iv> optymalizacji aubgradientowej [14].
Przegled wymienionych metod przedstawiaje w szczegélnosci prace [0, 13, 17].
Natomiast ze wzgledu ns zwiekszenie ofektywnc$ci obliczeniowej algo-
rytméw stosowane obecnie podejscia nalezy zakwalifikowa¢ do nastepujecych
klas :

i) etapowa konstrukcja rozwiezania.
Algorytm generuje rozwiezania poprzez sukeesywno dodawanie wiol-
kosci (od. Huku, wierzchotka) bedecej komponentem zagadnienie.
Dopuszczalne rozwiezanle znane Jest dopiero po zakonczeniu obli-
czen (greedy algorlthm) [8, 9] .
ii) kolejne ulepszenia rozwiezania.
Startujec z dopuszczalnego rozwiezania kolejne Jego uleoszenia lub
zmiana dokonywano se poprzez tzw. procedure 3,-optimum £20].
iii) dekompozycja oroblemu na cieg oodprobleméw, w ktérych do rozwie-
zania nastepnego korzystamy z rozwiezanls poprzedniego £3,18.26],
iv) relaksacja zagadnienia, ktora polega na pominigeciu pewnych klas
ograniczen w modelach zagadnienie w celu otrzymywania korzystnych
warunkéw uzyskania globalnego rozwiezania £12. 13, 19, 22].
V) ograniczanie przestrzeni dopuszczalnych rozwiezan.
W konkretnych zagadnieniach mozliwo Jest zawezenie zbioru rtrzwie-
zan dopuszczalnych do takiego zbioru, dla ktérego istnieje efek-
tywny algorytm £21. 24] .
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3. MODEL FORMALNY OGOLNEGO PROCESU DYSKRETNEGO

Deny Jest zbior zadan D « (0,,020R), ktéry jast wykonywany za

pomoce zbioru maszyn M m (Mj ,M2,... ,MB). Kazde zadanie 0d e 0 sktada sie

z sekwencji ti niepodzielnych operacji >°2 i *°m i® wykonywanych
*

ze pompce sekwencji maszyn / l,E%x.... .i). Dana maszyna w tej sa-

mej Jednostce czasu wykonuje co najwyzej Jedne operacje. Kazda operacja
0 >. wykonywana Jest nieprzerwanie w p .. Jednostek czasowych.

Ola utatwienia przeindeksujemy dwuwskaznikowe operacje w Jednowskezni-
kowe wg nastepujecej zaleznoSci:

£°Kk1}-~ {°u} 1" 1-n- k" xmF «-¢ V k- @

W celu ustalania uwagi wprowadzimy dwie fikcyjne operacje, poczetkowe 0Q
oraz koncowe Op o zerowych czasach wykonywania, przy zatozeniu, ze Og
bezoosrednio poprzedza wszystkie operoeja 07, natomiast Op bezposred-
nio nastepuje po ostatnich operacjach 07 kazdego zadania 0" « O.

Wéwczas otrzymujemy zbidr ogétu operacji

o - (oB,ol K*“2 "j (2)
J-1

potaczonych zbiorem #ukéw, bedecy zbiorem relacji miedzy operacjami

- AgU At U af, <3)
gdzie
ab « | (B- + - zbidr #ukéw | (0B .011)j A\ « 0]
1 J»i 1
At - |, ,u+tD]u -y N+l ol 1 « I.n

1 j-i

- zbidér Hukéw bedecych wymaganiami technologicznymi

at Cy mi,F) - zbiér tukéw | (or ~.0p) ] A ai® 3]
J-1 " 1
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u.v)|] "¢ (ou) ut v “ zbiér H*ukéw reprozentujecy
I-11

mozliwe uozorogowania operacji no wspélnej maszynie.

Z kazda operacje zwiezano Jest tréjka wielkosci ", ¢AN. 3N)  przypo-
rzedkowujeca Jej odpowiednio czas wykonania, maszyne oraz zwiezek z kon-
kretnym zadaniom. Rozwigzaniem problemu Jest okresSlenie takiego uszerego-
wania D 6 $ operacji na poszczeg6lnych maszynach, ktéry minimalizuje na-
stepujaca funkcje calu

®

gdzie t
C(Om ) - czas zakonczenia realizacji operacji Om ~,

f(t) » t - liniowa, niemalejece funkcje czasu.

Funkcja celu zapewnia efektywne wykorzystanie maszyn oraz realizacje pla-
nu w mozliwie najkrétszym czasie.

Powyzszy model wygodnie sformutowaé w terminach grefu dysjunkcyjnego
M, 24] G = (v,$ u ¢9) w ktorym zbidr wierzchodkéw reprezentuje zbidr ope-
racji, natomiast zbi6or 4ukéw sume mnogosciowg zbioréw A oraz CiB.

Grafy dysjunkcyjne pozwalajg modelowac¢ zagadnienia majace stopien zdo-
zonosci og6lnych zagadnien typu Job-shop. W terminach grafu dyojunkcyjne-
go, wykorzystujac Jego wkasnosci, budowane sa algorytmy oparto najczes$-
ciej na metodach podziatu i ograniczen [4, 12, 13, 19, 24J.

Przedstawiony model pozwala uwzgledniac:

- seryjng produkcje wyrobéw wieloasortynentowych,

- okreslonym wyrobem wprowadzonym do ciggu technologicznego dysponuje sie
po zadanym czasie,

- maszyna przygotowano do wykonania poszczeg6lnej operacji wykonuje cata
serige. W zwigzku z tym pojecie operacji odnosi¢ sie bedz

rii wyrobéw, ’

i
ie do catej se-

- przezbrojenia moga by¢ wykonywano na granicsch czaséw harmonogranowa-
nia. W celu zmniejszenia liczby przezbrojen wyznacza sie optymalne dtu-
gosci serii, przy ktérych czas przezbrojen Jest minimalny 1 pomijany.

W praktycznych dyskretnych procesach produkcyjnych tego typu zagadnie-
nia wystepuja w tasmowej produkcji wyrobdéw seryjnych [16, 25j w przemysSle
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4. OPIS METODY ROZWIAZANIA PROBLEMU

0go6lna koncopcja rozwiezania problemu polega na relaksacji zagadnienia
wyjsciowego do zagadnien JednomaazynoWych, uwzgledniajgac w zbiorze <£T lu-
ki odnoazeco 3ie do aktualnie rozpatrywanej maszyny.

PodejsScie takie jeat powszechnie 3to30wane w wielu problemach kombina-
torycznych e pozwalajec z Jednej strony rozwigzywa¢ praktyczne za-
gadnienia a z drugiej w prosty eooe6b wyznacza¢ dolne ograniczenia na war-
tos¢ funkcji celu @i9, 22, 24],

Uszeregowania operacji na poszczeg6lnych maszynach wyznaczane se po-
przez podzbiér D o takiej whasnosci, zo Jezeli (u,v) e o, to woéwczas
( u)€ ST -0. Podzbidér D, korespondujec z wierzchotkiem drzewa rozwie-
zan, wyznacza czeSciowe rozwiezania, poprzez kolejne jego rozszerzenia o-
trzymujomy globalne rozwiezanie. Uszeregowania wyznaczsne podzbiorem D se
dopuszczalne, jezeli graf G(d) = (v,$ u 0) jest acykliczny. 13tnleje
kilka praktycznych sposobéw sprawdzania scyklicznosci grafow [?].

Postuzymy sie sposobem wyznaczania podzbioréw krytycznych operacji,
ktérych uszeregowania wptywaje na wartos¢ funkcji celu w zwiezku z
tym dla kazdej pary operacji ruzpatrywanej maszyny wyznaczamy nastepujecy
zbior

EX(®) - |(u,v)[cu + Pu> cv, cv + pAr>cu, (I,(0v) * [Ifoj , o)
t
gdzie :
cu =>moxjcv + pv|(u,v) s i} U o cQ = 0 - Jest najwcze$niejszym cza-
n sam rozpoczecia wykonywa-

nia operacji O~.

Korzyatajec ze zbioru E~(0) okreslamy w stosunku do tych par wspoétczyn-
nik kary AfjJv. bedecy miare zmian wartosci funkcji celu.

* cu +pu" Cv-

gdzie:
Cy «min o, _ Pv|?*u,v)6 ~ UDL[ CF“CF - Jost najp6ézniejszym cza-
. aem mozpocziécia wykonywa-
nia operacji Oy.

5. WYZNACZANIE DOLNYCH ORAZ GORNYCH OGRANICZEN

Globalne dolna ograniczenie LB(0o) na wartos¢ catkowitego uszeregowa-
nia wyznaczane jest poprzez rozwlezywanlo zagadnien Jednomaazynowych, o-
trzywanych w wyniku rolakaacji polegajecej na pominieciu wszystkich 4ukow
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dysjunkcyjnych, z wyjatkiem dotyczacych rozoatrywanej maszyny. W zwiazku
z tym wartos¢ LB(d) wyznacza aie z nastepujacej zaleznosci

L8(d) = maxjcp, max LB~(D)j a

gdzie:
1 € L - Jeat zbiorem wskaznikéw nierozoatrywanych dotad maszyn.

Globalne gérne ograniczenia Ub(d) na wartos¢ catkowitego uszeregowania
wyznaczane Jest z uszeregowa¢ otrzymanych w procesie obliczehn LB(d).
Niech G(duv) » g(d (u .v)) bedzie grsfem otrzymanym w wyniku przyta-
czenia Huku (u,v) c E~(d).
Przy rozszerzeniu podzbioru D nie malejg wartosci cu oraz LB(Ouv)
(U8(duv Cp + Af&V dla Af%v >0) .

6. WYZNACZANIE REGUL PODZIALU I OGRANICZEN

Stosowanie regut podziatu i ograniczen zawezamy do podzbioru operacji,
ktérych zmiana uszeregowania powoduje zmiane wartosci, funkcji celu. Roz-
oatrywa¢ bedziemy te maszyny, dla ktérych Je*(d)|] ~ 1.

Niech LB(o), UB(d),Af*v bedzie odpowiednio globalnym dolnym ogra-
niczeniem. globalnym gérnym ograniczeniem, wspédczynnikiem Kkary.

Oznaczmy przez

LB(D)
L(uv) (s)

uB(o) - fi.
A u(uv) 1

i i1 -
Rlw » ALV F7 U (10)

Zasady podziatu i ograniczenia zbioru rozwigzan zostang okreslone na pod-
stawie powyzszych parametroéw.

Ola kazdej pary +*ukéw ze zbioru E”io) zoetoje wyeliminowany ten +uk
rs« (rs.ar) z kazdej pary +4ukéw dysjunkcyjnych.dla ktdérych spedniona Jest
nastepujaca zalezno$¢ zwana regutg ograniczajaca

min InU(rs) 7 Auisr)!, I\(rs) ~~L(sr)t H Ara "A (11)



0 pewnym zastosowaniu metody podziaku. 25

Z zaleznosci (li) otrzymujemy zredukowany oodzbioér +Hukéw £*(d) . w stosun-
ku do ktérego okreslamy regute podziatu, okresSlona naetepujece zalezno$-
ci?

(l21

Do kolejnego Dodziatu wybiera sie ten luk, dla ktérego spetniona Jeat za-
loznos¢ (12).

Reguty eliminacyjne (11). (12) moga stuzy¢ w zakresie metod programowania
dynamicznego do rozwigzywanie innych zagadnien konbinatorycznych, np; za-
gadnienia flowshop czy listonosza [3]-

7. UWAGI KONCOWE

W artykule przedstawiono model formalny oraz metode rozwigzania ogé6l-
nego dyskretnego procesu produkcyjnego. Podano réwniez najczesSciej spoty-
kane w literaturze podejscia do rozwigzywanie tego typu zagadnien.

Odpowiednio okreslone zasady podziatu i ograniczen bazuje na regule
heurystycznoj , charakteryzujgcej sie:
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- prosta algorytmicznoscigeg,
- przystosowaniem do licznego zbioru rozwigzan.

W

obecnej chwili nie ma Jednolicie opracowanej metody rozwigzywania

probleméw ezeregowania, wywazone korzystanie z dotychczasowych podoj6¢ da-
ja zadowalajace wyniki z praktycznego punktu widzenia.
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0 HEKOTOPGM HPHMEHEHHH METOAA BETBEH H rPAHHIJ AHfl PEDEHHH
HPOEJIEM HOCJIEJIOBATEJILHOCTH 3AJUH

Pe3» me

B patoie npeflCTaBlieHO HaTeuaiHHecKy» uo”“eza oOgqero ,agncxpeTHoro npoK3BOj(-
ciBeKKoro npogecca a xaxxe a.iropKTua<<ecKH-eBpacix'<ecKHii uetoa» daaxpym att
Ha HfleK MezoAOB BeiBeii h rpaHHiu PaccxaTpHBaeuaH npoCjtexa HBJiHetca oaho» hs
iHRHHHHX KOMOHHaTopHux npo& aex. e6 pemeKHH npejyiosceHO npaBHJio aeiBeit h
rpaHHH, Ana unoxecTBa flonycTHimx penem:» Ha ocuoBe napaxexpa. llpaBHzo aei-
Beii h rpaHHH orpaHHxeho k uHoxecxsy ox nopa“na KOTopmc aasncHT ctohmocth
iiywKipm ijejiH. npeAcxaBjteHo xaxxe nacxo Bcxpenaexue b Jiaxepaxype ubiogu pe-

meHHH 3Txx npobaeu.
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ONE APPLICATION OF THE BRANCH-AND-BOUND METHOD
TO THE DOB-SHOP PROCESSES

Summary

This paper concerns the formal description of general discrete proces-
ses of the job-shoo tyne and scheduling methods based on the concept of
branch-and-bound method. The problem of minimizing the maximum job com-
plete time is NP-comolete. For computational effectivness the branch-and-
-bound rules defined within the set of feasible oolutions ere described.
These rules are restricted to the set of operations whoso schedules in-
fluence the objective function. Additionaly the nBper outlines some other
aoproaches to this problem.



