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PROBLEM KOLEONOSCIOWY GNIAZCOWY Z ROZDZIALEM ZASOBOW

Streszczenie. W precy rozpatruje si¢ problem kolejnosSciowy gniez-
dowy z rozdziatem ograniczonych oodzielnych w sposéb ciagty zasobow
Jednego rodzaju przy liniowych modelach operacji. Problem zamodelo-
wano za pomocg graféow dysjunktywnych. Algorytm rozwigzania oparto
na metodzie podziatu i ograniczen z mieszanag strategia oodziatu,
wykorzystujac opracowang technike segmentowa.

1. WSTGP

Dyskretny proces przemystowy charakteryzuje sie przeptywem materiatow
(w ciagu technologicznym) w postaci pojedynczych elementéw lub ich par-
tii. Elementy te sa poddawane operacjom obrébki na kolejnych maszynach.
Czasy trwania poszczegélnych operacji na maszynach mogg by¢ ustalone lub
mogg zaleze¢ od ilosci zasob6w operacjom tym przydzielanych. Globalna i-
los¢ zasobdéw zwykle Jest ograniczona. Powstaje zatem problem okresSlenia
takiej kolejnosci wykonywania elementéw na poszczeg6lnych maszynach, z za-
chowaniem okreslonego Dorzedku technologicznego wykonywania operacji i ta-
kiego rozdziatu ograniczonych zasobéw dla Poszczegdélnych oDeracji, by uzys-
ka¢ minimalny czas wykonanie catego zadania produkcyjnego. W pracy ogra-
niczymy sie do problemu kolejnosciowego gniazdowego ("job-shop™) przy za-
+ozeniu, za czasy trwania wszystkich operacji zalezg od tego samego ro-
dzaju ograniczonych zasobéw.

Klasyczny oroblem "job-shop",byt wielokrotnie rozpatrywany w literatu-
rze, np. w [5], Pierwsze oro6by rozwigzania oroblemu rozpatrywanego w pra-
cy pojawity sie w [a]. natomiast podejscie, dajace przyblizone rozwigza-
nie podobnego oroblemu, pojawito sie w [7].

2. MODEL MATEMATYCZNY PROBLEMU

Problem kolejnosSciowy gniazdowy z rozdziatem zasobdéw (oznaczany n/m/G,
Ras 5- 0/Cfflax) mozna sformutowac nasteoujeco. Danych Jest n prac ,on>
ktére musza by¢ wykonane na m maszynech M2 Mm.Prace 0 (i»l,2 n)
sktada sie z sekwencji n" operacji 0. orzy czvm operacje ponumerowane
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Mv (veM mj1,2,,.. ,»J) nie moze wykonywaé Jednoczes$nie wiecej niz Jedng
operacje, zbidr operacji, ktore maje by¢ “wykonywane na maszynie My . be-
dzie ozneczony przez N . Operacja 0j (G « i... ,N «n®) odpowiada Wy-
konywaniu procy 1j bez przerwan na maszynie £lj w czasie Pj,

Zaktadamy, ze czaa Pj wykonywanie operecjl 0 G « I,2,...,Nn » n/)
zalezy liniowo od Ilosci zasob6ow Uj przydzielonych tej oDorocJdi, tzn.:
Pj m Pj(uj) « °Juj+™J" 9bzie Dj bj ®9 znanymi parametrowi.
Ponadto zatozymy, ze zbi6r dopuszczalnych rozdziatéw zasobéw Joat naste-
puj ecy:

U *Rn :u » [UL Uj ARAST -0 “jA A

gdzie O Jaot dysponowang do rozdziatu iloscle zasobéw, a 0 cFj~S
ee znanymi oarsmatraai.

Nalezy znalez¢ take kolejnos¢ wykonywania operacji na poszczeg6lnych
maszynach 1 taki rozdziat zasob6ow @) pomiedzy wszystkie operacje, by czaa
trwania wszystkich prac 0A (i » 1,2 n) by+ minimalny.

Oczywiste Jest, ze przy arbitralnie ustalonym rozdziale zasobéw U, roz-
patrywany problem sprowadza sie do klasycznego problemu kolojnosSciowego
gniazdowego ("Job-shop™) - n/a/G/CmBX, rozpatrywanego np. w [sj.

Oak tatwo zauwazy¢, rozpatrywany pr.oblem Jest NP-zupedny.

Celem znalezienia optymalnego rozwigzania sformutowanego problemu, be-
dziemy modelowa¢ go za pomocg grafu dysjunktywnego D ~<A,U U V>, gdzie:

- A Jest zbiorem wierzchotkéw reprezentujacych operacje, whaczajac fik-
cyjne operacje: poczatkowg O i koncowg O

- U Jaot zbiorom skierowanych #4ukéw reprezentujacych porzadek techno-
logiczny wykonywania oporscji, nalezacych do poszczeg6lnych proc:

u-j< J-JMHij.jj~Jdu | <V N-i+t><Vv zi>/1 01 "J:

- V. Joet zbiorem.skierowanych #ukéw reprezentujgcych wszystkie mozli-
we kolejnosci realizacji operacji, wykonywanych na tej samej maszynie:

Vo <jtj2/ni - flj2. di fj2df
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- kazdy wierzchotek J«A Jaet obciagzony wag« p~, przy czyn pz =
)

«p m O.
21

Multldlgraf dyajunktywny dla przyk#adu (4/2/C, R88?°/ (CHliax) * rozdz. 5
Jest przedstawiony na rys. 1.

Rys. 1. Multldlgraf dyajunktywny O - Ca .Uu V> dla przyktadu z rozdzia-

ftu 5
tuk dyajunktywny < lkazdej oary #4ukéw dyajunktywnych |<Jr J2>,
<J2«J1>f nazywany zgodny«, Jesli zostat ondotaczony do zbioru reprezen-

tantéw +tukéw dyajunktywnych Src V, s +tuk przeciwny <J2,J1> zoatet od-
rzucony, Wyboér Huku <Jj»J2> oznacza, ze na wsp6lnej aaszynla wykonywa-
na Jest oparacja Jj przed J2.

Dopuszczalna uszeregowanie operacji wykonywanych na wspélnej maszynie
zdefinlujany za ponoé« podzbioru SpC V, takiego, ze:

“ <J1.J2> e sr<h=><J2"J1> i V v"Sr
- dlgraf Or(sr) e<A,UuS®H Jeet acykliczny.

Niech
podzbiordi
wtadajgcych tyn podzbiorom. Zatsn RD Jest rodzin« digraféw odpowiadajg-
cych dopuszczalnym strukturom rozwl«zanla problemu n/m/G, Res 0/CB>x,
a problem tan Jest réwnowazny zagadnieniu znalezienia drogi ninlmakeynal-
naj i
L* £ L* («*) < «In L (u )

n aD 710N
r D r

z optym&lIn« reprozentacj« #*ukéw dyajunktywnych sj? oraz optyaalnya roz-
dziatem zasobéw u*« U(Lr(ur) Jest dfugosci« drogi Kkrytycznej w grafie
£r przy rozdziale zasobéw tr «U).
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Odnos$nie do rozpatrywanego przyktadu, gref odpowiada wykonywaniu
operacji na w kolejnosci <0~ .07,0j,0"> i <0” > na maszynie M2,
Droga krytyczna Lj~u”~) o ddtugosci réwnej 8 jast zaznaczona na rys. 2.

Oak #+atwo zauwazy¢. w rozpatrywanym problemie dla danego Dr 6 RO z op-
tymalnym rozdziatem zasobéw Ur «U, oaray zwykle nie jednag, ale wiele droég
krytycznych i oczywiste Jest, ze droga krytyczna w Dr bytaby najkroétsza,
gdyby dopuszczalne rozwigzania byto takie, ze wszystkie drogi w Dr sta-
+yby sie drogami krytycznymi.

3, WLASNOSCI ROZWIAZANIA PROBLEMU

Celem przedstawienia wkasnosci optymalnego rozwigzanie problemu wpro-
wadzone zostana nasteoujace definicje:

Przez C* bedziemy oznacza¢ zbidér +4ukéw 1-ted drogi krytycznej w
Dre RO’

Segmentem P w grafie Dfe RO nazywany ciag operacji < jj ,J2 Jg>
zawierajacy najwieksza liczbe operacji, takich, ze istnieje w tym grafie

droga :

B Jj Jep>

taka, ze przez kazdy *uk tej drogi przechodzi taks sama ilo$¢ drég kry-
tycznych, tzn. zachodzi:

<ji,Ji+l>e spn 1\ i =1,2 g-1:  1- 1 -

gdzie 1° Jest ilosScig drég krytycznych przechodzacych przez B.
Na przyktad na rys. 2 w grafie Dj sekwencja ooeracji <1,2,3>jest seg-
mentem, a sekwencja <2,3,5> nie Jest segmentem, poniewaz przez *uk<2.3>
przechodzg dwie drogi krytyczne, a przez 4uk <3,5> tylko Jedne droga
krytyczna.

Segmentem wewnetrznym segmentu <J-,,J2..... J0> bedziemy nazywali na-
stepujacy ciag operacji < J2 J3..e..,Jg £>e

Wykorzystujac przedstawione w [2] w#asnosci ootymalnego rozdziatu za-
sob6w w dowolnym grafie Dr« R™, dis modeli ooeracji bedacych funkcjami
wypukdymi oraz tw. 4.2 z fI] nozna wykaza¢ nastenujaca whasnosc:

Tw. 1. Dasll spetnione sa zatozenie rozpatrywanego problemu oraz Jes$li
graf D « RQ otrzymano z grafu Dr* R® orzez przesuniecie operacji w
wewnetrznych segmentach, to

Ls(UE> >/ Lr (“r»
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Sted wynika wniosek, ze jesli chcemy uzyska¢ skrécenie drogi krytycz-
nej LrCup w DreRO, to nalezy przesuwaé ooerecje na zewnetrz segmen-
téw (tzn. np. bezposSrednio przed pierwsze lub bezpos$rednio za ostatriie
ooerecje segmentu), elo - w ten sposéb, by uzyskany graf Ds€RO< tznh., by
nie zawierat konturoéw.

Celem znalezienia digrefu” i u&, wykorzystujac powyzszy wniosek,
stosuje sie zmodyfikowana metode podzielu i ograniczen, analogicznie Jak
przy rozwiezyweniu og6lnego problemu sekwencyjnego w [i]. Zgodnie 1z te
metode, rozpoczynajec od dowolnego grefu poczetkowego «<A,UuSj> «RQ
(tzn. od wezta poczetkowego w drzewie rozwiezan) generujemy - przez prze-
suniecie pewnej operacji na zewnetrz pewnego segmentu - cieg graféw bez-
konturowych Dr »<A,Uu Sr> e fD.

Stosujec te metode w kazdym wezle drzewa rozwiezan, tzn. dla kazdego
digrefu Dr pewne luki dysjunktywne Fre Sr se ustalone 1 nie moge one
ulec zmianie w zadnym z nastepnikéw Ds generowanymz Dr.

Rozpatrywany graf Or« RD mozna odrzuci¢ i cofneé¢ sie do Jogo bezpo-
Sredniego poprzednika, w przypadku gdy:

(i) dolne ograniczenie L8r na wartos¢ ~ (“3) wszystkich mozliwyc
nastepnikéw D,. grafu Dr Jest nie mniejsze niz aktualne goér-.o
ograniczenie,

(ii) zaden z segmentdw nie zawiera wiecej niz Jedne operacje,

(iii) zadna operacja nie moze by¢ przosanieta przed oierwsze lub za
ostatnle operacje w segmencie bez naruszenia ustalonej relacji
poprzodzania, wyrazonej przez 4ukl nalezece do Fr-

Przez E~(E°) w grafie Dr bedzie oznaczony zbiér operacji - kandy-

datéw, ktore moge byé - przy ustalonych *ukach z Fr- przesuniete przed
pierwsze (za ostatnie) operacje w k-tym segmencie, k* 1,2,..;,Kr, gdzie

Kr ~ Jest liczbe segmentéw w £r . Kandydaci do przesuniecia moge by¢ oce-
nieni, za oomoce wyrazen zdefiniowanych w f2J dle modeli operacji bede-
cych funkcjami .wypukdymi. Optymalnego rozdziatu zasobéw w dowolnym grafie
°reRD moina dokona¢ za pomoce algorytmu [6] opartego o znajdowanie mi-
nimalnego przekroju w grafie.

4. DOLNE OGRANICZENIA

Dolne ograniczenie wartosci Ls@”) dla nastepnikéw grafu Or mozno
wyznaczy¢ jako ddugos¢ drogi krytycznej przy optymalnym rozdziale zasoboéw
L(Fr.Up®) w grafie o(Fr) =<A,Uu Fr > 1lub orzmz relaksacje mozliwosci
wykonawczych wszystkich maszyn oor6cz wybranej wwtej. W tym celu dla kaz-
dej operacji Je Nv nalezy wyznaczy¢:

- najwczes$niejszy mozliwy termin rozpoczecia Jej realizacji , tzn.
ddugos¢ najdtuzszej drogi w D(Fr), wybranej z drég zaczynajecych sie w
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wezle zQ i dochodzgcej do wez4a j; przy czyn ddugos¢é kazd*ej z tych
drég liczona Jest przy optyoalnym rozdziale zasobéw:

1«N\N

wsroéd operacji lezacych na rozpatrywanej drodze, a zbidor ktorych bedziemy
oznaczaé¢ przez N/

- koncowke , tzn, dtugos¢ najdtuzszej drogi w D(Fr)wybranej z droég
zaczynajacych sie w wezle J i konczacych ej,e w wezle z”, przy czym d4u-
gos¢ kazdej z nich liczona Jeet identycznie Jadt wielkosSci r~.

Nalezy wyznaczy¢ optymalng kolejnosS¢ operacji ze zbioru Nv na v-tej
maszynie i1 optymalny rozdziat zasobéw U - cfi wsrod tych operacji

Wi3~ Ny
z uwzglednieniem wartosci r”” 0 oraz gqj » 6.

Dest to problem kolejnosclowy postaci:

Nvtl)rn 0, j>. 0, Ras ~ S/Crao* 1 Jest on NP-zupoiny.

Zatem musimy go sprowadzi¢ dalej do postaci:

Nv (D)rd 0.9*.Rea oscn (O)
lub do postaci:

Nv(i)r*,qj> O.Reai* 0/C".

gdzie:

4 .
a r min r,.
v 9 >y, fy
J«"

g* < min

Przy czym Jesli rozwiazanie problemu

Nv (Drj 0.Rea ~ 0/Cmox oznaczymy prze* lv(riu*),

a rozwigzania problemu

Nv(l)qj> 0,Res”~0/Cnax - przez Lv(q,u*),

to rozwigzanie problemu (i) bedzie réwna
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a rozwigzania probierni (2) bedzie roéwne

Wekonsekwancji dla kazdego grafu Dre Ro dolne ograniczenie na pos-
tac :

LBr e max 3)
r VEM v«M

Nalezy zaznaczy¢, ze mozna przerwaé¢ obliczenia dolnego ograniczenia.
Jesli wartos¢ ktéregokolwiek z cztonéw prawej strony wyrazenia bedzie nie

5, ALGORYTM ROZWIAZANIA PROBLEMU, PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Krqk 1 (testowanie). QBIiczyé dolne ogreniczenle LB, dla nastepnikow
grafu Dr. Gesli LBr 3 L (gdzie L - nojlopaza do tej pory znalezione
rozwigzanie) to przejs¢ do kroku 4. W przeciwnym -przypadku przej$¢ do kro-
ku 2.

Krok 2 (rozwigzywanie). Dladigrafu Dr znalez¢ optymalny rozdziat
u* i wyznaczy¢ LrQu?). Gesli Lr(™) < L* to L* : » Lr(u*). Okreslic¢

zbiory E® i e£f£ operacji do przesuniecia.Jedli zbiory te oe puste, to
przejs¢ do kroku 4, inaczej przejs¢ do kroku 3.

Krok 3 (rozgatezienia). Wybrac¢ [2] operacje w bloku i dokona¢ jej prze-
sunigcia, otrzymujac nowy graf Ds i nowe rozwigzanie. Przejs¢ do kro-
ku 1.

Krok 4 (cofanie). Gesli nie ma poprzednika, do ktdérego mozne sie cof-

ngé, to Stop, \P Jest rozwigzaniem optymalnyn. Inaczej wykona¢ czynno$-
ci zwigzane z aktualizacja zbiordéw operacji do przesuniecia w segmentach
(analogicznie J8k w [1]). Przej$¢ do kroku 3.

Przyk#ad:

Rozpatrzmy nastepujacy problem 4/2/G, Rea °/Cnox :
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Prpblem kolejnosclowy gniazdowy z rozdzlskem zasobéw 3r-

przy nastepujacych modelach operacji:

p1 = 9% yie 0< y1< 2.
op > 6-3 Uu2: og wyg 1
3 =58 yz- 0% yz< !
o4 T4 2 ys: °S yp o L5
b5 =4 - uS: 0C 5.3

Multidigraf dysjunktywny dla tego przyktadu przedstawiono no rys. 1.
Zgodnie z algorytmem startujemy np. z grafu 0" »<A,UuSj> (rys. 2).
graf ten jest korzeniem drzewa rozwigzan, przedstawionego no rys, 3,

Na rys. 2 przedstawiono struktury graféw O0~,Do..... , wygenerowanych
za oonoce algorytmu, przerywano linie zaznaczono drogi krytyczne; cyfry
obok wgzd¥éw oznaczsje czasy trwania ooeracji.

Ootymnlne rozwigzanie orzyktadu otrzymano dla reorezentacji #ukéw S2.
tzn. dla grafu D2 2z rozdziatem zasobdéw uJ5= T (A u3 7 N3*

u* =0f4 . ub5 =/5s. L#EC> = b2W|™ = 7.

6. UWAGI KONCOWE

Rozpatrywany w orscy problem mozna #stwo uogdélni¢ ne przysadek, gdy
operacje wykonywane na pewnej maszynie zaleze od pewnego rodzaju zasobow,
na innych - od innych rodzajéw zasob6éw, a z kolei na pewnych meszynsch
czasy te sa arbitralnie ustalone.

Wsrto takze zauwazy¢, za zgodnie z algorytmem w kazdej chwili czasu
pamietamy najlepsze znalezione do tej oory rozwigzanie i mozemy go wyko*
rzysta¢ Jako rozwiezanie przyblizone, co jest niezwykle istotne =z prak-
tycznego punktu widzenia. 3est to szczeg6lnie istotne w komputerowych sy-
stemach oracujeeych w czasie rzeczywistym, gdzie przedstawiony algorytm
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mola by¢ wykorzystany do rozdziatu pamieci oporacyjnoj 1 szeregowanie oro-
graméw na procesorach £3].
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1 I1PQEAEMA nOCJIEAOBAIEJIbHOCTH OnBPAUHtt C PACtIPEHEJIEHHEL! PECypcOB

Pe3»ue

B paCore i>opHyjinpyeTCA oCiuaa npo6jieua noczenoBaTOALHOciii onepanHU c pac-
DpeAO.isweii orpaHH"ieHHKX nenpepTiBHO seAHMKX pecypcoD, S”ech bo3hhk3ot npo-
6jeua enpesejieHHn TaKoro nop«flKa iicnojiHeHHA 3aAav Ha oTnejibHLix arperarax,
PpPX coxpaHCHHH 3aflaHHOro~TexHOJtorH"iecKoro pexjtua h xanoro pacnpeae.ieHK« o-
ppAHHReHjwx pecypcoa wea”y onepaipMMH, yio6u nojiyvsTb «ZHHlUaxbHoe apeua bs-
nofiHeuxA scero ppoH3uo”oTBeHHoro npouecca Qacex onepauHif). Ilpa~cTaBxeHO aji-
pop»TM peceHHH 3xoii npoCaeKH «a <5a3e Mexoaa BOTsefl nh rpaiiHp,
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DOB-SHOP PROBLEM WITH THE ALLOCATION OF RESOURCE

Summary

This paper 1ia devoted to the general Job-ahop problem with the resour-
ce ollocatiOn, denoted by n/m/G, ResitO/C"- Wo seek to find a iproces-
sing order on each machine end ellocetlon of reeource to operations such
that tho maximum completion time ie minimized. This problem is NP-comple-
te. It is modelled by means of disjunctive multigraph. A branch and bound
technique with mixed strategy of branching ie applied to solve our pro-
blem. A practical example ie presented.



