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ZASTOSOWANIE TEORII PROCESOW MARKOWA
DO BADANIA GRANICZNYCH PROCESOW OYSKRETNYCH

Streszczenio. Zbadano wkasnosci pewnej klasy oroceséw dyskret-
nych, oostugujac sie modelem w postoci +ancucha Markowe z Drzeli-
czalng przestrzeniag stanu. Udowodniono twierdzenie praniczne dla
pewnych wariantéw procesu.

1. WPROWAOZENIE

W wielu procesach przemystowych o charakterze dyskretnym wystepuje sy-
stem linii montazowych przedstawiony schematycznie no rysunku 1, zwany
wezdem montazu [2]. W systemie tym n linii montazowych (identycznych)
dostarcza synchronicznio D6#produkty, « odstepach czasu réwnych c¢ (tzw.
cykl linii). Podprodukty te sg kontrolowane (orzyjeto, ze czas kontroli
jest zoniedbywalny), a nastepnie egzemplarze bez usterek kierowane sg do
magazynu M, skad odbierane sa przez m (m<n) linii montazowych, poru-
szajacych sie z cyklem réwnym réwniez c.

Rys. 1. System linii montazowych

Zaktada sie, ze kazdy z po6tproduktédw dostarczonych przez Jedng z linii
"wejsciowych”™ ma usterke z Drawdooodobienstwom a = l-o oraz, ze mecha-
nizm nowstawania ustorek Jest czysto losowy. WystaDlenio usterki w danym
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egzemplarzu na danej linii jest niezalezne od faktu wystgpienie usterki w
pozostatych egzemplarzach pé4produktu nd dowolnej Ulinii. Oznaczmy Drzez

liczbe egzemplarzy péiproduktu znajdujgcych eie w magazynie w chwili
iec. OeZeli pominiemy czasy transportu wewngatrz msgezynu (lub. co na Je-
dno wychodzi, zatozymy, ze sg state), wéwczas *atwo sprawdzié, za obowig-
zuje zalezno$¢ rekurencyjna :

N%+I « max”\l,i + wi+1 -m; 00 i»0,1,2,..., O]

gdzie wtx jeet zmienna losowe o rozktadzie Sernoulliego 0 porametrach
(n,p). Rozktady zmiennych losowych N, maja znaczenie przy projektowaniu
wezta; rzutuje one w oczywisty aoos6b no projektowana wielko$¢ magazynu,

Oest réwniez widoczno, Ze opisany system jest czasowo-dyskretnym ukta-
dem obstugi masowej z m kanatami obstugi, strumieniem wejsSciowym z moz-
liwoscig zgtoszen wielokrotnych 1 deterministycznym czasem obsdugi roéwnym
c [4], W zwigzku z tym mozna by zastosowa¢ do analizy systemu ogdlng teo-
rie systeméw obstugi masowej.

Og6lne metody teorii kolejek i tam pozwalaja Jednak zwykle na zna-
lezienie rozk#adéw granicznych w formie niejawnej (np; uwikdanych w roéw-
naniu funkcjonalnym). Otrzymanie ich w postaci jawnej Jest zwykle trudne
(por. uwagi na ten temat w [6]). Dlatego w pracy niniejszej uzyto metody
bezposredniej, bazujac na spostrzezeniu, ze cigg ~N~Jeat 4ancuchem Mar-
kowa o przeliczalnej przestrzeni stan6w. Wypisanie Jawnej postaci macie-
rzy prawdopodobiernstw przejscie tego tancucha oozwala réwniez +atwo mode-
lowaé¢ zjawiska przejsciowa w systemie (I).

W punkcie 2 pracy przedstawiono opis dynamiki procesu w postaci wzoru
rokurencyjnego dla funkcji tworzgcej prawdopodobiefAstwa. W punkcie 3 roz-
waza sie rozktady graniczne w szczeg6lnym przypadku m > 1; w punk-
cie 4 - dla m m 2, n * 3. Punkt 6 zawiera uwagi dotyczace orzyoadku og6l-
nego.

Przytoczymy jeszcze onre definicji, twierdzenie dotyczace “+tancuchéw
Markowa i twierdzenie dotyczgce funkcji tworzacych. Rozpatrzmy jednorodny
tancuch Markowe z dyskretnym czasam i ze zbiorem stanéw | « jo,i,2,...j.
Niech bedzie orawdooodobienstwem przejs$cia.ze etanu i do stanu J w
czasie ts T, gdzie T «.jl,2,..,]. Rozktod prawdopodobiernstwa * (7>
0l,...) ne | nazywa si¢ stacjonarnym, jesli p* » ol#\., dla wszyst-
kich JAO0, teT. 'S0

Definicja 1 [, s. 72], tancuch Markowa nazywa si¢ kontrakcje, jesli
dla dowolnej pary stanéw il oraz 12 istnieje ston J orez chwila teT
taka , ze

,> 0 oraz #J .> 0, (@)
X2J
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Definicja 2 [4, s. 73] . tancuch Markowa nazywa sie nienrzywiedlny,Jes$-
1i dla dowolnej Dary stanéw 1i.J istnieje teT takie, ze > 0

Twierdzenie 1 (4, s. 73j . Zat6zmy, ze istnieje rozkiad stacjonarny p =

* (P°,pl... .). Wtedy nasteoujece zdanie se réwnowazne:
o) lin =p”"O0 dla dowolnych i.J.
t-~ »

b) *ancuch Jest kontrakcja i Jest nieorzywiedlny.

Definicja 3 [1]. Funkcja tworzaca DrawdoDodobiornstwa (ftp) rozktadu
9” (p°.p Jest to funkcja analityczna G(s) zmiennej rzeczywistej
sc [o.1]. okreslona wzorem:

G(s) plsi. (©))
i*0

Twierdzenie 2 [i]. Funkcja analityczna G(s) zmiennej s e [0,i] Jest
FTP pewnego rozkdadu 9 = (pO,pt,...) wtedy i tylko wtedy. Jezeli:
a) G() - 1,
b) wspétczynniki rozwiniecia G(s) w szereg Taylora wokét s » 0 se nie-
ujemne.

Zachodzi réwniez:

pi _ diG(0) # , (O)
ds
e [n(N-D) ... (N-i*1)] - [lin — )
S-1-  ds
gdzio zmienna losowa N dib rozk#ad p . Cieg rozktadow dezy do roz-

ktadu e (przy 1- «x») wtedy i tylko wtedy. Jezeli ciag FTP ~G~(s)| roz-
k¥adéw 97 dazy do FTP G(sl ; G(s) Jest FTP rozk#adu p . ~

2. DYNAMIKA PROCESU h )

Elementarne rozwazania zwlezene ze wzorem (i) i z rozktadom Sernoul-

liego wskazuje, ze nieskonczona macierz " =["raj =["rs] prawdooodo-
blenstw przejscia #ancucha | m a elementy dane wzorami:

*os-i-rtm qn-s+r-m(s_r+m"> r-m< s ~r-m+n,

(6)
0 ; dla pozostatych s.
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dla r> m; oraz:

ra-r
Z 1 ,.,n-1/m
pTq ux;i
i-o @
pB-r+u Pn—s+r—m6n Di 1+ a&rr-mn,

dla oozostatych s.

dla 0< r< m-1. Oast to macierz pasmowa o szerokos$ci pasma roéwnej n+l.
Oznaczmy rozktad zmiennej losowej przez eA - (p°,p*,...), a FTP
rozktadu P, - przez G,(s). Zachodzi nastepujace twierdzenio.

Twierdzenie 3. Przy wymienionych wyzej zatozeniach zachodzi:

m-1 m-r
u n-u/n\/.
7 Pq wa - @)
y r-0 u-0
Dow6d. Zastosowanie definicji FTP e wzoru
2ili 9i*rt
r-0

oraz zmiana kolejnosci sumowania w sumach dwukrotnych dowodze, ze:

Gi+l(s) = A + 8,

gdzie
a.o rr+m+n
\ " r "v i1 t-r+m n-t+r-m/n , t
Am2 -j?+ 2-j P q t-r+m”

r=m Lt=»r-ro

m-1 r-m+n

\ 1 +t-r+m n-t+r-m/n t
S i Z_, p p t-r+m
r-0 1-0 >l

Zamiana wskaznika sumacyjnego t w sumach wewnetrznychweddug wzoru u =
m t-r +m dowodzi sdusznos$ci wzoru (8).0

Rekurencyjna zalezno$¢ (8) Dozwala modelowaé ewolucje rozktadow pA,
przy zadanym rozktadzie poczatkowym PQ. Oast to jednak niewygodne 1 do-
sy¢ trudne do zaprogramowanie na komputerze. W praktyce wygodniej jest

stosowaé bezposrednio réwnania (6), (7).
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Whasciwym zastosowaniem wzoru (8) Jest wykorzystanie go do znalezienia
postaci FTP G(s) rozktadu granicznego, do ktérego deze rozktady p” Pr*y
i- . Istotnie, Jezeli taki rozktad istnieje, wéwczas (na mocy tw. 2)
GNFs) G(s). Przechodzec do granicy w (8) i dokonujec odpowiednich prze-
ksztatcen otrzymujemy:

£ pv-uo (®o-«rtu)l

r»0 Lu-0 >
G(s) e / \n ®
37 - (pstq)
Jezeli rozktad graniczny p « (p°,p istnieje.
Uwaga. toncuch |Ni] Jo®* nieprzywiedlny i Jest kontrakcjo; #atwo tego

dowies¢, korzystajgc zo wzoru (l1). Tak wiec, no mocy twierdzenia 1, wy-
starczy wykaza¢, ze istnieje rozktad stacjonarny z FTP dane wzorem (9).
Rozktad ten istnieje wtedy i tylko wtedy, kiedy funkcjo G(s) okreslono
wzorem (9) Jest rzeczywiscie FTP pewnego rozktadu.

Rozwazmy dwa przypadki, w ktoérych mozne to wykazac.

3. PRZYPADEK B « 1

Wzér (9) przybiera obecnie postac:

G(s) - P°?n(a~1n- (10)
s-(pa+q)

Wyleczenia czynnika (s-1) z mianownika funkcji (por. (3j, gdzie ten sam
problen wynik+ z nieco 1innego modelu) i zastosowanie wzorunasumenie-
skofnczonego szeregu geometrycznego pozwala wykaza¢, zezachodzi warunek
(b)twierdzenia 2, oile tylko p < I/n.Stosujec regute del"Hoapitala

przy przejsciugranicznym a i , mozna sigprzekonaé¢, ze G(I) »1 dla:

p° - an
q

o ile tylko p< i/n. llwzgledniejec uwage z punktu 2 i warunek (@) twier-
dzenie 2, otrzymujemy kolejny rezultat.

Twierdzenie 4. Oezeli m =1, p < I/n, woéwczas istnieje rozktad gra-
niczny p Hdancucha J i. przy czym FTP G(s) rozktadu p dana Jest wzo-
rami (10) i (li). " ?
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Wniosek 1. Zastosowanie wzoru (5) oozwala stwierdzié, ze

«» =" _2|&1U ) («)

Wartos¢ oczekiwana "w stanie ustalonym™, liczby Dé64produktéw w magazynie
dazy wiec do nieskonczonosci przy p-ml/n. Oest to zgodne =z intuicja.
System obstugi "zatyka" sie, jezeli intensywno$¢ strumienia zgtoszen
zréwnuje sie z predkoscig obstugi - . Podobne wzory obowigzuje dla wyz-
szych momentéw. Wyniki badahn symulacyjnych, ilustrujacych Drzebiegi przej-
sciowe (przed ustaleniem sie rozktadu arenlczneqo) zamieszczono w pracech
[2. 31,

4. PRZYPAOEK m = 3. n « 3

Podamy obecnie spos6b rozumowania, ktéry nrzy odpowiednio wigkszych
komplikacjach zapisu moze postuzy¢ do rozwigzania zadania w orzyoadku o-
gélnym. Zauwazmy na wstepie, ze G(s) (wzér (9)) przybiera obecnie pos-
tac :

G(s) = ”s-1) [s(39°pg2>plg3) t (s+1)p°qg3_ (13)
s2 - (os+q)

W przeciwienstwie do wzoru (19). trudno jest obecnie sprawdzi¢ warunek (b)
twierdzenia 2. Warunek (a) prowadzi natomiast do zalezno$ci:

p°(293 + 3pqg2) + plgq3 = 2 - 3p. 141
. - - 2 . -
ktéra me sens probabilistyczny o ile tylko o< ”~. Sprawdzenie istnienia

rozktadu stacjonarnego wymaga siegniecia do réwnan (6), (7). \Wynika z
nich, ze rozktad stecjonarny musi spednia¢ nieskonczony uktad Yéwnan:

e » (q +3pg +30 gq)p° + (q +30a )p + g p ,

(151
er+l > P3pr ¢ 3p2qger+l + 30o0qV +2 + q3pr+3< r = 0.1.
lub réwnowazny:
p2 * ij(1-93-30g2)p° - "~y(03+30q21lpl.
(16)
r+3 3p r+2 1 - 3p0q F+i /on8 r
- P, r- 0,1,2

9 ? + ——Pj
q*
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Zdefiniujemy wektor kolumnowy <b6r = (pr+2,pr+1,pr)T oraz macierz kwadra-
towa :

.3(BE) W
q
A 0 an
[0}
Oczywiscie:
6*1 “$ ©r r = 0,1, 18)
c fro
6 =Jt -
Macierz A ma nasteoujace wartosci wkasne:
iVi - i. A-g 3 * [(3p2g+03-1) = V(1-3D2q-p3)2 + 4p3q33/2q3.
Dak wiadomo j”*5. s. 5eJ zachodzi
< x " X1t (19)
gdzie X Jest macierze utworzona z wektor6w wkasnych macierzy $ , nato-

miast H Jest maclerze diagonalna: H = diag (byb/2, ). Zastosowanie wzo-
réw (18), (19) i wykonanie zmudnych, chociaz elementarnych przeksztatcen
pozwala stwierdzi¢, po oodstawieniu p2 ze wzoru (16) , ze:

p2+r =K + 822 CU,r+2 20)
gdzie:
A -5 ][ »S> (>3 +*2*3 + [*3 "*2 - ¢+ W)] pl
8 =8 [AB-i)(DD3 ¢ (A2-38)jp° * [(1-&2) - ~"I"N(q3 + 3pg2)JIp"

C -5 [(_*2)(q)3 + " 74203 + Jpg2)]?1

0 » (A2-A3)(1-A2)(1-A3).
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tatwo sprawdzi¢, ze A » O dla dowolnych p°, p». Ze wzoru na wartosci
wktasne wynika, ze : *

a2 <0, A3 >0, R2]>1*3] (21)

IV takim razie, jezeli p ma by¢ rozktadem prawdopodobienstwa (tzn, p ~0)
musi zachodzi¢:

&3 <1, (22)
B - 0, (23)
c/D >0, (24)

Elementarne rozwazania dowodze, ze warunek (22), Jest réwnowazny warunko-
wi: p < 2/3, Warunek (24) Jest réwnowazny warunkowi :

pl - p° gp3 - W - g3 ¢ T(3pg2 ¢ g3)2 + *p3g3. (25)
393 + 3pg2 + V(3pgq2 + g3)2 + 4p3g3 "

Wiedzec, za D<0, otrzymujomy po wstawieniu (25) do wzoruna C:

(ce+Y)(C (b-Y*) - C + DH(j-if) <0,

gdzie :
3 2 o 5.3 2 3 . 2 3\2 3.3

OfF« 3g° + 3pg , > 2p - 3p3 -4q°, - Gpa? + ¢Y + 4p3q°.
Ale lewa strona tej nieréwnosci wynosi 2(i-of) , sked niemsl natych-
miast otrzymujemy, ze warunek (24) Jest réwnowazny warunkowi: p <2/3,
Ostatecznie wiec widzimy, ze warunki: p< 2/3 oraz (25) zapewniaje nle-
ujemno$¢ rozwigzan el, i >0, uktadu roéwnan (15), podczas gdy warunek
(14) zapewnia, ze 2 2~ pl = i. Istnieje wiec rozktad stacjonarny. Do-
wiedlismy nastepujacego wyniku.

Twierdzenia 5. Oezeli p<2/3, wowczas istnieje rozktad graniczny dla
n =3, o0 »2.0ego FTP G(s) , Jest okres$lona wzorami: (13) oraz (14),
(25).

Wniosek 2. tatwo obliczenia oparte na rézniczkowaniu g (s) dowodze, ze
graniczna warto$¢ oczekiwana !inloo E(n ) jest dowolnie duza dla p- 2/3
i-e

(por. wniosek i).
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5. UWAGI O PRZYPADKU OGOLNYM I ZASTOSOWANIACH

Metoda uzyta w punkcie 4 do wykazania iatnionle rozktadu granicznego,
moze by¢ z powodzeniem zastosowana dla dowolnych m i n . Oest ona bo-
wiem zalezno tylko od pasmowej struktury macierzy prawdopodobienstw przej-
Scia. 0go6lniejsze wyniki 3¢ w przygotowaniu.

Oak Juz waoomniano na wstepie, podstawowym zastosowaniem wynikéw procy
Jest oszacowanie wielkosci magazynéw przy projektowaniu systemu linii mon-
tazowych. Inne metody proceséw Markowa (por. £5]) pozwalaje ocenié¢. Jak
czesto zaprojektowana skonczona objeto$¢ okaze sie niewystarczajeca.

Najistotniejsze postulaty dla zastosowah "projektowych"™ przedstawiono
w pracy [2].

Prac8 niniejsza Jest Jedne z serii prac autora, poswieconych dynamice
losowych proceséw dyskretnych. W pracy [3, cze$¢ ij zdefiniowano szeroke
klase proceséw, zachodzecych w wezle montazu (rozumianym og6lniej niz w
prezentowanej pracy). Praca [3, czes¢ 113 posSwiecona Jest przypadkowi
jednej linii wejsciowej i jednej linii wyjsSciowej, -ktorych cykle maje sie
do siebie Jak liczby catkowite. W pracy [3, czes¢ I11] rozwazano miedzy
innymi przypadek linii produkcyjnych obiekty komplementarne (otrzymano tara
rezultaty negatywne, $wiadczece o braku rozktadéw granicznych). Podobnej
tematyce poswiecona Jest takze nieopublikowena praca dyplomowa, znajduje-
ca sie w dyspozycji autora.
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NnPHMEHEHHE TEOPHJi HAPKOBCKHX IIPOIJECCOB 3. HCCIEHOBAHHH TPAHOTHIiX
CBOdCTB iHCKPETHHX [IPOUECCOB

Pe 3iome

Pa3pafioTana MOflejib onHoro Kliacca "HCKpeiHnx npouecco”™ b aiue ienn llapKO-
Ba, llpsiBefleHM xeopeKti o rpaHH'Wfctx CBOiiciBax csicTeMbi n aHajiormi c¢ Teopneii
MaccoBoro oficjiysmBaHHH.

APPLICATION OF MARKOV PROCESSES TO INVESTIGATION |
OF LIMIT PROPERTIES OF CERTAIN DISCRETE PROCESSES

Summary

A study of tho orooerties of soma class of discrete orocesses is per-
formed. The orocess is modelled by a Markov chain with denuraerable state
space. Limit theorem is nroved for e special case of the orocess.



