*ESZYTY NAUKWE  POL? FLUHNIKI SLISKIEJ 1982

Seria : AUTOMATYKA z. 63 Nr kol. 735

Eugeniusz NOWICKT. Stanistaw Z"it"" tkA

Politechnika Wroctawska
Zeso6t System6w Sterowania

ZAGADNIENIE OPTYMALNEGO ROZDZIALU ZASOBOW WIELU RODZADOW
PODWOJINIE OGRANIGZONYCH W SIEGI OPERACJI

Streszczenie. Zagadnienie optymalnego (czas. koszt) rozdziatu za-
sob6w wielu rodzajéw podwéjnie ograniczonych w sieci operacji sfor-
mudowano w ooarciu o opis operacji przedstawiajacy predkos¢ chwilo-
wa wykonywanie operacji w funkcji natezenia doptywu zasobéw. Przed-
stawiono og6lng metode rozwigzania, bazujgca na wyprowadzonych w
pracy wtasnosciach problemu. Pewng klase zadan sprowadzono do za-
gadnienia liniowego, dla ktéorego istnieje algorytm bardziej efek-
tywny od metody simoleks.

1. WRT|P

W pracy rozpatruje sie problem ootymalnego (ze wzgledu na czas, koszt)
rozdziatu zasob6éw wielu rodzajéw Dodwdjnie ograniczonych w sieci opera-
cji. Zaktada sie, ze operacje (tj. czynnosSci, elementy procesu produkcyj-
nego) daja 8le opisa¢ za pomocag funkcji ujmujgacej zalezno$¢ predkosSci re-
alizacji operacji od natezenia doptywu zasob6éw. Modele tego typu stano-
wig, dla zasobdéw podzielnych w sposéb ciagty, naturalne uogdlnienie tra-
dycyjnych opiséw operacji (np. [2, §]). Wystepujg one w niektérych proce-
sach technologicznych a ponadto, mozna Je wykorzystaé¢ do aproksymacyjnego
opisu operacji o charakterze dyskretnym. Zagadnienie rozdziatu zasobow z
operacjami oolsanymi za pomocag tego typu modeli rozoatrywane byty w[l, 3,
5, 6] . v pracy konstruuje sie model matematycznv dla znacznie szerszej
klasy zadan niz te, ktére byty rozwigzywane do tej pory, co rozszerza ob-
szar mozliwych zastosowan. Ponadto, w oparciu C pojecie zbioru usrednio-
nych stanéw osiggalnych operacji, wprowadzone w [5], wykazuje sie pewne
specyficzno witasnosci problemu, ktére utatwiaja konstrukcje algorytméw po-
szukiwania optymalnych rozdziatéw oraz pozwalajg sformutowaé¢ proste (ob-
liczeniowo) warunki istnienia rozwigzan optymalnych.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech JAij:1 “ 1 rj:i o« 1 °J bedzie zbiorem operacji pew-
nego procesu produkcyjnego a zbiorem zasobdéw. Operacje
i-1 Tj wykorzystuje zas6b J-tego rodzaju, J =1 p-

Operacja A" opisane jest roéwnaniom

xtj(t) » friujit)), tSfcO. [O)
gdzie warunki brzegowa sa nastepujece: x (t) "0, t< tijo orar xy(t) =
« s > 0, A t- w réwnaniu tym Je8tstanom operacji A w

chwili t, u](t) ilosScig zasobu Z~, blorecego udziat w realizacji taj
operacji w chwili t (natezeniem doptywu zasobu). Operacje A" uwazamy
za zrealizowana. Jezeli jej stan osiegnet dla pewnego czasu *ijf zadany
stan koncowy s*je Stsn koncowy operacji A" interpretujemy Jako roz-
miar zadania realizowanego w ramach taj operacji. Proces produkcyjny uwa-
zamy za skonczony, gdy wazy3tkie Jego operacje zostaty zrealizowane. Przez
T bedziemy oznacza¢ czas zakonczenie procesu produkcyjnego.

Zaktada sie, ze ~N: R+~ R+ Jest funkcje ciegte i nlemalejace oraz
\/0) - 0.

Kolejnos¢ realizacji poszczeg6lnych operacji jest okreslona przez skie-
rowany, apoéjny iacykliczny graf z Jednympoczetkowym i Jednym korncowym
wierzchotkiem, w ktorym Huki odpowiadaje operacjom awierzchotki zdarze-
niom czasowym.

Na zasoby moge by¢é naktadane réznego rodzaju onrsniczenie. Wyrdézniamy
dwa podstawowe typy ograniczen: ograniczenia r."nvilowe, ktére bedziemy in-
terpretowaé¢ Jako ograniczenia natozone na natezenie doptywu zasobu do
operacji oraz ograniczenia catkowe, tj. oaraniczenia natozone na zuzycie
zasob6w podczas realizacji operacji.

Ograniczenia chwilowe na zasoby maja oostac:

p
(ui(t) up(t)) ¢~ Uj, te [o, tI, @
3-1
gdzie unr(t) = (WA(t),-.. ,uf (), t « o, ], JI w1 p-
Zaktadamy, ze zbiory UNC R+J, J « I,...,p spedniaje warunki
(i) U~ Jest zbiorem zwartym i wyoukdym, J « I,...,p
(ii) Jezeli u-"tU~ oraz O0NiIJ"NNuN, [T R G 3)
1 1 J

to ot ey, Yo« D.
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Zbior Uj ma zazwyczBj postac:

rj
Uj -jus R 7 "uA < Nj, ux > 0, 1 »1...... rj, “4)
n i-1 -
gdzie Jest iloscie zasobu J-tego rodzaju dostepne w kazdej chwili

(maksymalne natezenie doptywu J-tego rodzaju zasobu do operacji).
W sytuacji, kiedy wystepuje 2z~ zasobow J-tego rodzaju i kazdy z tych

zasobow bierze udziat w realizacji operacji Ai , i » i...... rj, w ustalo-
nej proporcji woéwczas ma postac
U -{u * R "™ ¢ ° F ikul seENjk. k-1 ..... z3;
1=1 u 0. i-1. r
gdzie Jest iloscie k-tego zasobu J-tego rodzaju dla j - 2as

oznacza maksymalne natezenie doptywu tego zasobu.

W zagadnieniach, w ktérych istotne role odgrywaje ograniczenia natozo-
ne na zuzycie zasobow poszczeg6lnych rodzajoéw, w praktyce wystepuje zaw-
sze ograniczenie natezenia doptywu zasobbéw do poszczegélnych operacji. W
takich sytuacjach

lueR 3:0< ux” az, i-1

Ograniczenia catkowe 93 nastepujece:

ur(t) dtAK J-1 P, @
0 i-1

gdzie Kj Jest maksymalnym zuzyciem zasobu J-tego rodzaju w czasie wyko-
nywania operacji , i -1 m.

Zagadnienia optymalnego przydziatu zasobdéw do operacji, jakie mozna
rozpatrywa¢ w oparciu o przedstawiony wyzej model matematyczny sprowadza-

my do dwéch ogélnych zadan.

Zadanie czasowo-optymalne

Nalezy znalez¢ (ul(t),...,uP(t)), t« [o, tJ , ktéro speinia ograni-
czenia (2), (7) i zapewnia wykonanie wszystkich operacji w minimalnym cza-
sie T.

W zaleznos$ci od postaci zbioréw oraz tego, czy ograniczenie (@©)

wystepuje, czy tez go brBk, sformutowane zadanie moze mie¢ wiele intor-
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pretecji. lezeli «wystepuje tylko ograniczenia typu (4) lud (51, wéwczas
mamy do czynienia z problemem rozdziatu zasobdéw, w ktérym maksymalne na-
tezenia doptywu zasobéw poszczeg6lnych rodzajéw sa ograniczone. Ootecze-

jec ograniczenie (7), otrzymujemy problem rozdzistu zasobéw wielu rodza-
jow podwdéjnie ograniczonych - ograniczone sa natezenia doptywu oraz zuzy-
cia zaschéw poszczeg6lnych rodzajow. W przyoaaku ograniczen ; ; 7
otrzymujemy problem, w ktérym posSrednio rozdziela sie pomierz, operacio
zuzycie zasobow poszczegdélnych rodzajow.

Zadanie kosztowo-minlmalne

Znalez¢ (ul(t)..... up(t)), te [o, t] , gdzie T Jest dano, ktore
spednia ograniczenie (2), zapewnia wykonanie wszystkich operacji w czasie
T oraz minimalizuje koszt wykonanie wszystkich operacji

o] J T
Q (ui(®),..- ,UuP()) - *» ct oy 1f uj(t)dt, ®

j-1 i=1 0

gdzie CjJ oznacze cene Jednostkowa j-tego rodzaju zasobu.

3. REPREZENTACJE ZADAN ROZDZIALU ZASOBOW W SKONCZENIE WYMIAROWEJ PRZE-
STRZENI LICZB RZECZYWISTYCH

Niech wierzchotki grafu reprezentujgcego ograniczenia kolejnosclowa be-
deuporzedkowene weddug zaeady: jezeli wierzchotek Kk poprzedza wierz-
chotek p, to k< p. Przez 0 oznaczamy wierzchotek poczetko«vy aprzez
m wierzchotek kodcowy. Uporzedkowanie takie istnieje zawsze, e ponadto
Jest ono Jednoznaczne, Jezeli graf Jest silnie sp6jny. W przypadku grafu,
nie spedniajacego tego warunku, wybieramy Jeden z mozliwych wariantéw ta-
kiego uporzedkowanie.

Ne zbiorze wierzchotkéw 10,1 m 1 okreslamy funkcje przyporzedko-
wujece kazdemu wierzchodtkowi k liczbe tk * [o, T], tk - ip{k) , wedtug
zasady: tQ m 0, tm « T, tk~ tki d*8 k “ 1 m* Liczby tk bedziemy

interpretowa¢ Jako czasy, w ktdérych zachodze zdarzenie odpotvladsjece wierz-
chotkom grafu. Zbidér wszystkich funkcji < dla ustalonego T oznaczamy
przez $T.

Dalsze rozwazania prowadzimy w oparciu o nesteoujece Dojecie:

RK |(i,j): ooerecja moze by¢ wykonywana pomiedzy k-1 e k-tyn
zdBrzenienmj, k =1,...,m;
Jur m ... ,ur ) e Uj: ul =0 dla (i,J)"RKj,

J » 1 P; k =1,
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UT = u* " — (U1 (*).-.-. up(0): ®): pb.t] - R Jest przedziatami cie-
gte,

Vt « (ytk-11.P KJ , u™t) e Nj, k = 1,. ...m,

vP(0" e Uj. -0 1....... P. tpe $T

Elementem zbior.i U-r jest rozdziel zasoboéw okreslony dla przedziatu cza-

sowego snudn*aJ9CY ograniczenia chwilowe. dla ktoérego ponadto
okreslone sa liczby t~» (spedniajgce warunki: tQ = 0. tm » T, t™ 7
k» 1 ml takie, ze Jezeli operacja nie moze by¢ wykonywana po-
miedzy zdarzeniami k-1 i k, to uj(t) =0 dis t e *«]-
Pj m v = (V1,...,v%i: » (V] ocoovil L vil D) w
T
Vi -t/ fo . i -1 ry
0
vr +1 "t/ 7  «J(t)dt. j-1 p. iu(.) e uA T>0;
n 01*1 v f
v3 , VI3 . (VI VAL - #tj W -

J el P; k m i m;
Vk - £ V* k» 1....... m;
j-1 3
V. » /v » /N AN S™. vkc COVk, k « 4 mj

Ce k-1 o

gdzie
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Lemat 1

Dla kazdego T > 0 zachodzi

PT » V

Dowéd wynika z Lematu 1 w [5].
Niech Ft bedzie funkcjonatem odwzorowujacym zbiér UT na PT C Rn+P, n »

-/ ry zgodnie z definicje zbioru PT. Na podstawie Lematu 1 mamy, Za
J-1

ft(ut) - V.

W oparciu o tozsamo$¢ zbioréw P. i V wystepujacag dla kazdego T1>0

udowodni¢ mozna nastepujace twierdzenia i wkasnosci.

Twierdzenie 1

W zadaniu czaaowo-optymalnym u*(-) e Utjflestoptymalnym rozdziates$
zasoboéw wtedy 1 tylko wtedy, gdy v* « Fy*(u (»)) orazT* sa rozwigza-
niem zadania:

min T ©
v,T
przy ograniczeniach
() v cV;
(i) TVl - stj, i-1. T, J -
(i)  Tvrd+i M Kj© J * 1....P-

Wkasnos¢ 1

Rozwigzanie zadania czasowo-optymalnego istniejag wtedy 1 tylko wtedy,
gdy istnieje rozwiazanie zadania (9).

Twierdzenie 2

W zadaniu kosztowo-optymalnym u*(-)-e UT Jest optymalnym rozdziale«

zasobéw wtedy i tylko wtady, gdy - FT(u*(*)) Jest rozwigzaniem zada-
nia
min > c,vJ ,, (V)
\Y

J-1 J
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przy ograniczeniach
(i v s V;

G Tv] * 3~ i« 1 m, J=1 p

Rozwigzanie zadanie kosztowo-optymalnego istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje rozwiezanie zadanie (10).

W dalszym ciegu zajmiemy sie tylko zadaniem czasowo-optymalnym rozdzia-
+u wielu rodzajoéw zasobéw oroz Jego odpowiednikiem w skonczenie wymiaro-
wej przestrzeni liczb rzeczywistych, zadaniem (9).

Niech V bedzie zbiorem skonstruowanym w ten sam spos6b Jak zbiér V,
ale dla przypadku braku ograniczen kolojnodclowych (przyjmujemy wtedy, 2e
a* i a zbior Rj Jest réwny zbiorowi wszystkich operacji). Prawdziwy
Jest wtedy nastepujacy Lemat.

Lsmat 2

k-1
W oparciu o Lemat 2 mo2na wykaza¢ prawdziwo$¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3

Zadanie (9) posiada rozwiezanio wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadalece
*u zadania z wstawionym w miejsce V zbiorem v" posiada rozwlezanle.

Na podstawie Twierdzenia 113 moZemy stwierdzié¢, Ze istnienia rozwle-
zsnia zadania czosowo-optymalnego rozdziatu wielu rodzajow zasobdw Jest
ceche niezmienniczo wzgledem ograniczenn kolejnosciowych. Wkasnos¢ ta w
znakomity sposo6b utatwia konstruowanie obliczeniowych warunkéw istnienia
rozwiezania. Na" przyktad, dla zbioréw o postaci (4) mozna wykazac,
przyjmujec szeregowe kolejnos¢ wykonywania operacji, prawdziwo$s¢ naatepu-
Jecego warunku.

W#asnos¢ 3

Niech funkcje bede rosnece, zbiory Uj maje postaé (4) oraz



98 £. Nowicki. S. Zdrzatka

Wtedy istnienie rozwigzania = ie czasowo-optymelreoo -est réwnowazne
warunkowi :

Aj 1 K,, jezeli we wszystkich r, =zadaniach optymalizacji wystepujacych
w definicji Aj istnieja skonczone rozwigzania,

Tub
Aj < Kj, w przeciwnym przypadku,
dla J =1 p-

Sprawdzanie warunku podBnego w powyzszej whasnosSci jest proste, w przy-
padku gdy fAj sa wkleste lub wypukte. Zachodzi bowiem:

lim t e jezeli f jesr wklesta.
Y% o % J J e

Inf

W TA"TNp- jeieli fij 3ast v'VWDU'da-

A. WEASNOSCI ORAZ KONSTRUKCOA OPTYMALNYCH ROZDZIALOW ZASOBOW W ZAGADNIE®
NIU CZASOWO-OPTYMALNYM

Niech oraz T* bede rozwigzaniem zadania (©l.. Z Twierdzenia 1 w"
nika. ze kazde u*(*) 6 Ju(») e UWIF: FtjK(u(=H1l = J = F~*(v*) Jest rot"
dzietem optymalnym. Pokazemy teraz prostg konstrukcje elementu zbion

W tym celu, wykorzystujac definicje zbioru V oraz fakt, ze
T*

©X \bmK A \b

JI»i 3-1

orzyDisujemy zadanie (9) do nastepujacej réwnowaznej postaci
min  x* ik, (€2)
przy opraniczeniach

(i) v~ke coVl-* k “ 1**-*pn* 3

(i) vik 13- "l g3 g e PR
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“ll) 2.X >

(lv) Hk 370, k o i,

Niech

Xjk " {* 6 {¥..... Pj)! <i.J> 6 RK}" 3 7 leee-ePi x " j*

QiJ ~ (k * W1l ...... "} (.J) £ Rk ol | rj: 3 “1...... p-
Niech *¢~, v*3k. k . I,...,*: J w» stanowie rozwlezanle zada-
nia (12),.

wjL L f
Skoro v*fl « coV , sted na nocy Twierdzenia Carathedory’ego istnieje

cf!ike é“jdz , gdzie djk « card I ~ oraz

U3kl - (u3kl u3kl) 6 Uk, 1 -1 dkj+2= k m1._..... m"iml
takie, Ze
vV ¥2
w*Jk H YA
S-»ikv | | A i kl)
i»i 3 3 i.i
K
dla k > 1,. ...,n; j « 1,...,p. Niech t - ) k - 0,....ra gdzie
1 % n q°°
°o - _ r m,
Zdefiniujmy funkcje u(t) » (U (t)..... up(t)), te 0, T* -
k-1

stepujacy sposob:
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m
gdzie = 0. Oczywiste jest, ze v* -~ | ... v*pk), gdzie &k =
k-1
1B
-TJ3 ~ . Jest rozwiezaniem zadanie (9). Zatem, funkcjo u(e) zdefi-

g-1
niowana w (I13) Jest elementem zbioru F-1(v*), czyli optymalnym rozdzia-
+om zasobdéw. Nalezy tu zauwazyé, Ze wielkosci wykorzystane w definicji
funkcji u(*) mozna otrzymaé¢ wprost, rozwiezujec zadanie (12) przepisane
do postaci wykorzystujgcej zmienne , Of’lk, uj'kl

Nalezy zauwazy¢, ze funkcje u](") Jest odcinkemi stata o liczbe prze-
dziatow, w ktérych jej wartos¢ jest wieksza od zera. Jest co najwyzej
réwna ~ @._.+21

ksQ... JK
1]

W przypadku gdy wszystkie funkcjo fjji se wkleste lub wypukte, zada-
nie (12) oraz konstrukcja optynalnogo rozdziatu znacznio uoraszcza sie.
Dozeli f, se wklesta, mozne wykazaé¢ (w oparciu o rezultaty pracy [5)]),
ze w zader!iu (12) zbiory coV,I mozno zastepie przez’ V.u,konsekwencj(-; cze-
go Jest to, ze liczbo przedziatéw, w ktérych wartosé funkcji ujl(*) Jest
wieksza od zera, co najwyzej roéwna card Qi;j. Przypadek, kiedy f~ se wy-
pukte rozpatrzony zostanie ponizej.

5. CZASOWO-OPTYMALNY ROZDZIAt ZASOBOW DLA WYPUKLYCH MODELI OPERACCJI

Zaktadamy teraz, ze wszystkie f~ se wypukdte i rosnece a zbiory U
maje postaé (4). Oznaczmy przez WAN zbiér ounktéw akstrenelnych zbioru
Uj, J » L....,p; k » I,...,m. Zachodzi

U VUL W[50 O (00 N

(0.0 01, J-1

W oracy [5] wykazano. ze dla kazdego v~k e coV~k
mcl talLf v o~ Jk
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2 A SR Y A L L Fat VK> L OOk Ve
0 Jk J s60jk J
gdzie v~8 odpowiada u”s, s = 1....... rJ+1 (dafinicja zbioru Vk).

W oDarciu o te wkasnos¢ zadanie (1?) sprowadza ole do zadania

R
L “ik)
przy ograniczeniach : \%

(i)s tk<yik,ij(Nj) “ *ir 1 =1 rr 3 -1 p:
keQ

(iii N, S S <*3k J -1, .0;
j ken o K fIET . 8 J

k6Qj >elJk

(i) ~ ©Bfk 41, k fi Q J « 1 p; \ (14)
3£1Jk J

(Iv)ik»0, op~k >0, s e ljk. ke Qj, j -1 p

gdzie

rd 1
Q3 |L-J| Q1J- 3* l p-

tatwo pokazeé¢, ze zadanie (14) posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi

nj LI t75tv < kj " 3 =1 p (15>

Spednienie tego warunku Jest zatem roéwnowazna istnieniu czaeowo-optyael-
nago rozdziatu zasobdéw w rozwazanym przypadku. Nalezy tu doda¢, ze waru-
nek ton wynika réwniez z whasnosci 3,

Oezell zachodzi (15) to ik, c$jk spetniajace (i), (lii), (iv) spat-
uj? (1). A zatem ograniczanie (II) w zadaniu (14) aozna porainec.
Worowadzajec zaianne - X .oen. k c , i .1 cy I-1,,.,p
sprowadzamy zadanie (14) do zadania programowania liniowego:
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przy ograniczeniach

(1) i«Q_. Uk TU = 1...V
1] 1....d;
an Vijk < bk K eQ3=1 g (18)
i
Jk
Qi 0. 550, wpi, o K COE3: Q> 1,

Zadanie to ma nastepujacag réwnowazng Dostac:

m \
min | v max X!  VIilk
“ijk J:k€Q) lieljk +JkJ
przy ograniczeniach
. . - A 17
D) XkeQ ij K ij - i 1, e L an
ij
ii i k e 0.
(ii) yljk >o0. .+ v 1 P.

Do zadania tego typu 6orovY8dzono w pracy [3] problem czasowo-optymalnego
rozdziatu zasobow wielu rodzajow bez ograniczen catkowych dla [liniowych
funkcji i zaproponéwano dla Jego rozwigzania algorytm znacznie prost-
szy niz standardowe algorytmy orogramowania liniowego. Algorytm ten bez
modyfikacji mozna zastosowa¢ do rozwigzania zadania (17) a jego podstawo-
wg zaleta Jest to, ze uzyskuje rozwigzanie w m krokach.

) Niech_ y*jk< Kk « qij 1 1 - 1 «0l,...,p beda rozwigzania-
mi zadania (17).
Wtedy
vl i~ 4
mA k f k«Q i j-1

33 rozwigzaniami zadania (14).
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Niech

e s«

Zdefiniujmy funkyje u(t) « (ul(t). ..uD(t)), t t jO. t*J w nastepujacy
sposob

q-1
ik
=},<"> n *n 2 > » jk -f< « 2 «ill
» ns u, ts *
q =i, ,djk; keny> ~ =1 (2

Dla te [o.1*]- dla ktérych u~(t) nie zostato okreslono w (18) przyj-
sujemy, ze Jest rowne zero.

Funkcja u(0 okreslB czasowo-optymalny rozdziat zasob6w w rozwazanym
przypadku.

6. PRZYKLAD

Niech p » 2, rt =5, r2 m 4 a zbiory Uj, B2 majg postac (4) i
NN «2, f2 - 4. Funkcje "(uj) « (u*2, i1 =1.....6; fi2tuid" - 2
1D 1..... 4; a =8, S2n =4, s™j « 16, s4” = 20. s51 m 16
* 12. s22 m 8, sJ2 = 16. s42 - 20, Ka = 18. K2 = 14.

Ograniczenia koleJnosSciowe okreslone sg ze pomocg grafu orzedstawlonego
na rys. 1. .
R1L —-i-(1.1). (1-2). (@2.1)1. R2 = i(l,D, (1.2). (3.1). (3,21, ( 2)j.
R3 - (1,1). (3.1), (3.2), (4.1), (5.1)}, R4 -1(3,2). (5,2). (4.2)}.

X
%Icelu uproszczenia notacji opuszczamy indeké jk przy 1.
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Rys. 1. Graf okreslajacy kolejnos¢ wykonywania operacji
Cz83owo-optymalny rozdziat zasobdéw istnioje, poniewaz

4

* oy oWy, 2 SIZ 14 ~ 14
1

1=1 =1

PO rozwigzaniu zadanie (|7) otrzymujemy y"2 "2 v211 ° 1, y312 i

313 » 2+ yar3 =5+ ybld = 1w M2l w11 yi122 « 2% Y222 v 27 v323 4
y~24 =5, a pozoatate ®3 rowno zoro. natomiast i* -1, ™2 -4,

w3 * [m M 5 ster ~ « 1> * =5 ¢ - 12, v » 1.

Rys. 2. Czasowo-optymalny rozdziat zasobow u(*)
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Rozdziat czasowo-optymalny (18) isa nestepujece postac:

() «2, te (1,31 ; u(t) -2. te (0.1]; Uj() =2, t* (3.7];

u*(t) - 2, te (7.12] ; Ug(t) =2, te (12,16]: Uj(t) -4, t t (0.3];

Ujit) =4, t e (3.5]; Uj(t) =4, te (5,9]: ur(t) =4, te (12,17]

a poza tymi przedziatami u|(t) Jest réwne O. Minimalna wartos$¢ kryte-
rium TN =t - 17.
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3AAAHA OIHHMJUIbHOrO PACHPEJ[EJIEHHTI iBOilCTBEHHO- 0 rPAHHMEHHHX
PECyPCOB HECKOQJIBKRX BH"OB B CETHX OnEPAUHB

Pesjome

PaccuaTpKBaeicii 3a”aia oimsMajibHoro no ChicTpoAeyicTBiuo h cxohmmocth pac-
npefleseHuh ttcTBeHHo-orpanngehhbix pecypcoB HecKOJiBKHX bh,hob h ceiax one-
pauHii. noKasuaaeTCfi, mo 3a#aqa ciopMyjiHpoBaHHaa b iyHKUHOHajibHOM npocTpaH-
ciBe BKBHBajieHTHa HSKOTopoii sa”a”e onxnMH3auHn b kohb”~hombphom BemeBOTBeH-
hou npocTpaHCTBem nojiygeHN HeodxoflHMue h flocTaTomiue ycJioBHJi cymecTBOBaHHB
onxHueuiBHoro pemeHHfl h noita3aHH Mexo,HH HaxoiyteHHa onxnwajibhhx pemeHHfi, fljw
KO10pHX MOH(HOCXH pecypCOB JIBJIfIBTCa KyCOmtO-nOCTOBHHiJliH (JiyHKUKKMH BpeMeHH.

OPTIMAL ALLOCATION OF DOUBLY CONSTRAINED MULTIRESOURCES
IN AN ACTIVITY NETWORK

Summary

The Daper deals with a project scheduling problem concerning the opti-
mal (time, cost) allocation of doubly constrained resources of many typee
in an activity network where the performance soeed of an activity at any
moment of time is a function of resource amount. It 1is shown that the
problem stBted in a function SDace is equivalent to a problem in a fini-
te-dimensional space. Necessary and sufficient conditions for existence
of optimal solution ere derived Bnd a method for seeking piecewise-con-
stant optimal schedules is proposed.



