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WSTĘP

Płaskie stropy bezgłowicows stanowią podstawowy element 
nośny budynków realizowanych metodą podnoszenia stropcv" względ­
n ie metodą podnoszenia kondygnacji. Ca czasu pierwszych pro­
jektów Francuza B. b a f f a i l l e »  a i  r e a l iz a c j i  amery­
kańskich P. Y с u t  z a i  T. S l i c k a  znaczna 
ilo ś ć  wzniesionych tymi metodami obiektów potw ierdziła  ich  
ekonomiczną efektywność. '■! naszych warunkach w ten sposób wzno­
szone obiekty mogą znaleźć zastosowanie przede wszystkim na 
tych terenach, na których utrudnione je s t wykorzystanie c ię ż ­
kiego sprzętu montażowego oraz — ze względu na ich  małą czu­
łość na nierównomierne przemieszczanie podpór -  tam, gdzie np. 
występują wpływy eksp loatacji g ó rn ic ze j. Z myślą o budownictwie 
mieszkaniowym na takich  właśnie terenach, a konkretnie na te ­
ren ie Rybnickiego Okręgu Węglowego podjęta zosta ła  re lacjono­
wana tu ta j praca.

W przeciw ieństw ie do w iększości dotychczasowych opracowań, 
które dotyczyły głównie obszaru wewnętrznego p ły ty  punktowo 
podpartej o nieskończonej i lo ś c i  pó l, za ję to  s ię  tu płytami 
o małej i lo ś c i  pó l, w szczególności płytami jedno i  dwupolow3r-  
mi z przewieszonymi poza l in ię  podpór wspornikami. Są to  typy 
p ły t , które w przypadku sprężenia stanowić mogą podstawę pro­
jektowania budynków o stropach płaskich bezgłow iсowych na te ­
renach eksp loatacji gó rn icze j. Ponadto wyniki tych badań od­
nieść można częściowo do pól skrajnych stropów wielopolowych.

W płytach punktowo podpartych jedno i  dwunclowych bardzo 
istotny- je s t , pomijany dotąd, wpływ w ie lkości wsporników. Dla 
określen ia tego wpływu, w prowadzonych badaniach modelowych 
uwzględniano każdorazowo co najmniej czte ry  różne w ie lkości 
wsporników. Badania t e ,  ograniczone do sprężystej pracy p ły ty , 
pozw oliły  między innymi na określen ie takich  w ie lkości jak;

3



-  powierzchnie wpływowe momentów zginających i  ugiąć od 
s i ł y  skupionej oraz od momentu skupionego wędrującego wzdłuż 
krawędzi,

-  momenty zginające, momenty skręcające i  u g ięc ia  od obcią­
żeń równomiernie rozłożonych na poszczególnych parniach p łyty  
oraz od niezależnego przemieszczania podpór,

-  kąty obrotu p ły ty  w punktach podparcia od obciążeń równo­
miernie rozłożonych, od momentów skupionych na podporach, a 
także od niezależnego przemieszczania podpór.

ITa podstawie uzyskanych wartości obliczone zosta ły  obwied­
n ie momentów zginających i  ugięć oraz momenty zamocowania pły­
ty  na podporach od różnych rodzajów*obciążeń. Określono w ten 
sposób pełny zestaw wartości potrzebnych d la  projektowania 
stropów płaskich bezgłowicowych jedno i  dwupolowych zarówno 
żelbetowych jak i  sprężonych, przy wszystkich praktycznie wy­
stępujących rodzajach obciążenia. Pozw oliło  tc  ponadto na 
określen ie wpływu typu i  w ie lkości wspornika na poszczególne 
w ie lkości statyczne. Uzyskanie momentów utw ierdzenia p ły ty  
w punktach podparcia oraz powierzchni wpływowych od momentu 
wędrującego wzdłuż krawędzi um ożliw iła skonstruowana w tym 
celu oryginalna aparatura. Osobny ro zd z ia ł poświęcono oszaco­
waniu dokładności poszczególnych wyników.

Z zagadnień praktycznego projektowania stropów płaskich 
bezgłowicowych opracowano:

-  metodę pozwalającą na optymalny podział p łyty na pasma 
o jednakowei gęstości zbrojen ia  wraz z je j  praktycznymi za­
stosowaniami,

-  przybliżone projektowanie stropów sprężonych przy wyko­
rzystaniu metody belkowej. Obejmuje ono zarówno projektowanie 
z uwagi na naprężenia dopuszczalne, jak i  projektowanie
z możliwością wykorzystania dodatkowego warunku wymagającego 
aby sprężenie zniwelowało ug ięc ia  od obciążeń stałych ,

-  metodę projektowania sprężonych stropów płaskich bezgło­
wicowych opartą o badania modelowe.

Osobną grupę zagadnień stanowi projektowanie budynków o 
płytowo—słupcwym ustroju  nośnym. Stosowana dotąd powszechnie



metoda ob liczan ia  przy pomooj’’ ram zastępczych je s t p rzyb liże ­
niem odbiegającym niekiedy znacznie od rzeczyw iste j pracy 
ustro ju . Metoda ob liczan ia  zaproponowana przez autora w n in ie j­
sze j pracy pozwala na bezpośrednie uwzględnienie przestrzennej 
pracy ustroju  bez konieczności uproszczeń. Bazuje ona także na. 
wynikach przeprowadzonych badań modelowych. Znaczna ilo ś ć  prze- 
liozonych przykładów pozw oliła  ok reślić  zarówno wpływ rozmia­
rów wspornika na pracę ustroju  płytowo—słupowego pod różnymi 
rodzajami obciążeń, jak i  w ielkość błędu popełnianego przy 
obliczan iu  tego typu konstrukcji metodą ram zastępczych.

N in ie jszy  skrót, będący w łaściw ie jedynie obszernym stresz­
czeniem pełnej rozprawy autora pod tym samym tytułem, stanowi 
część kompleksowego rozwiązania zagadnienia, opracowanego 
w Katedrze Budownictwa Żelbetowego P o litech n ik i Ś ląsk ie j w G li­
wicach częściowo na z lecen ie  Rybnickiego Zjednoczenia Przemy­
słu Weglowego. Stąd te ż  przedłożona praca n ie obejmuje za­
gadnień tech n o log ii materiałów do modelowania opracowanych 
przez J. D e n k i e w i c z a  [14] oraz zagadnień dotyczą­
cych samej s t r e fy  przypodporcwe j  opracowanych przez A. A j -  
d u k i e w i c z a  [ ? ] .

Z uwagi na rozmiar i  pracochłonność badań, przeprowadzenie 
ich  było możliwe d zięk i życzliw ośc i i  pomocy zarówno Kierownic­
twa Katedry Budownictwa Żelbetowego w osobach p ro f» dra S.Kauf- 
mana i  doo. dra W. Króla jak i  Kolegów: mgr in ż . A. Ajdukiewi- 
cza, mgr in ż . J. Denkiewicza, mgr in ż . E. Małka oraz zespołu 
laborantów Katedry, za co Im tą  drogą składam serdeczne podzię­
kowania.

1. BADANIA MODELOWE

1.1. Modele

Relacjonowane da le j badania modelowe ob ję ły  pracę bezźebro- 
wych p ły t punktowo podpartych w zakresie sprężystym. Badano 
p ły ty  ortogonalne jedno i  dwupolowe o kwadratowej s ia tce  podpór 
i  zmiennej w ie lkości wspornika (rys . 1 .1 ). Stosunek wysięgu
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wspornika do rozp ię tośc i podporowej a/l wynosił w każdej s e r i i  
p ły t :  1/3, 1/4, 1/6 i  1/12.

a/l = 1/3, 1/4,1/6 i 1/12 

Rys. 1.1. Schemat modeli p ły t ; a) kwadratowych; ’o) prostokątnych

Modele wykonane były z tworzywa na bazie gipsu modelowego. 
Wybór tego tworzywa zosta ł dokonany w oparciu o prace A.
M i  t  z e 1 a [44], a następnie umotywowany po badaniach tech­
nologicznych w pracach autora i  współpracowników [51] , [53] . 
Poszczególne typy p ły t w s e r i i  uzyskiwano w ten sposób, że 
z p ły ty  o największym wsporniku tworzono przez obcinanie 
kole jne p ły ty  o mniejszych wspornikach. Ogółem badania ob jęły  
czte ry  s e r ie  p ły t kwadratowych; A| Bj C i  P oraz dwie se r ie  
p łyt prostokątnych; D i  E, przy czym większość pomiarów pro­
wadzona była  na płytach s e r i i  B i  D. Współczynnik sprężystości 
(E) materiału modelu wahał s ię  d la poszczególnych p łyt w gra­
nicach od 62.10^ do 82.10^ kG/cm2, a współczynnik Poissona 
(v ) w granicach od 0,202 do 0,220. Rozpiętość podporowa ( l )  
wszystkich p łyt była s ta ła  i  wynosiła 600 mm przy grubości 
p ły t wahającej s ię  od 9,04 do 11^64 mm.

1.2. Określane w ielkości statyczne

1. Powierzchnie wpływowe momentów zginających i  skręcająoych 
od s i ł y  skupionej. Powierzchnie te  określano w węzłach naniesio­
nej na modele s ia tk i kwadratowej o boku oczka 1* = 1/6 1,
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przy czym La wspornikach stosowano dodatkowy podział połówko­
wy. Powstałe w ten sposób dodatkowe węzły wykorzystywano wy­
łączn ie wtedy, gdy znajdowały s ię  na krawędzi modelu. Obcią­
żenie skupione przekazywano na model za pomocą podkładki o 
średnicy d S 0,027 1 i  do pola obciążenia o ta k ie j średnicy 
odnosi s ię  w n in ie js z e j pracy p o jęc ie  obciążenia s i łą  skupio­

ną* Oznaczono przez:

i  niy _  momenty zginające równoległe do osi x i  y,

m ^o i  m ^co -  momenty zginające d z ia ła jące  w kierunku od­
chylonym od osi x o + 45° i  + 135° (kierunek dodatri je s t  tu 
zgodny z ruchem wskazówek zegara ),

m — momenty skręcające w układzie osi acy.
z  y

2. Powierzchnie wpływowe momentów zginających i  skręcają­
cych od momentu skupionego wędrującego wzdłuż krawędzi. Po­
w ierzchnie te  określano jedynie d la  krawędzi modelu w punk­
tach połowiących odległość między węzłami s ia tk i.  Ze względów 
praktycznych moment przykładany b y ł w od leg łośc i 0,02 1 od 
krawędzi, a szerokość przyłożen ia wynosiła 0,05 1. Po takiego 
te ż  sposobu przyłożen ia momentu odnosi s ię  tu po jęc ie  momentu 
skupionego na krawędzi modelu.

3. Momenty zginające i  skręcające od obciążeń ciągłych  rów­
nomiernie rozłożonych na poszczególnych partiach powierzchni 
p ły ty . Podzia ł p ły ty  na n ieza leżn ie  obciążane części wyznaczar- 
ł y  l in ie  proste, równoległe do krawędzi i  przechodzące przez 

osie podpór.
Ł. Momenty zginające i  skręcające od niezależnego pionowe­

go przemieszczania podpór.
5. Kąty obrotu p ły ty  w punktach podparcia od obciążeń c ią ­

głych rozłożonych na poszczególnych partiach p ły ty . Jako kąt 
obrotu p łyty  w punkcie podparcia określa s ię  w n in ie js z e j pra­
cy kąt obrotu stalow ej p ły tk i o średnicy d 3 0,025 1 przy­
k le jo n e j do modelu w osi podparcia.

6. Kąty obrotu p ły ty  w punktach podparcia od niezależnego 
pionowego przemieszczania podpór.

7 k.



7. Kąty obrotu p łyty  w punktach podparcia od momentów sku­
pionych przyłożonych na podporze, gdzie jako moment skupiony 
przyłożony na podporze traktu je s ię  parą s i ł  działających na 
ramieniu 0,05 1 przy szerokości przyłożen ia każdej s i ł y  rów­
nej 0,05 1.

8. Powierzchnie wpływowe ugiącia  od s i ł y  skupionej.
9. U gięcia  od obciążeń ciągłych  rozłożonych na poszczegól­

nych partiach p ły ty .
10. U gięcia  od niezależnego pionowego przemieszczania pod­

pór.

1.3. Aparatura i  urządzenia

Podstawę stanowiska badawczego stanowił masywny s tó ł  s ta lo ­
wy, na którym ustawiono właściwe podpory modelu. Podpory te  
um ożliw iały r e a liz a c ją  w pełn i przegubowo-przesuwnego schema­
tu podparcia p ły ty . Jednocześnie konstrukcja ich  zapewniała 
możliwość wymuszania zmiany poziomu podparcia z dokładnością 
0,01 mm. Obciążenia skupione realizowano specjalnymi obciążni­
kami w k sz ta łc ie  haka, a obciążenia równomierne przy pomocy 
pojemników ze śrutem. Dla wywołania jednego względnie dwóch 
momentów skupionych na krawędzi zaprojektowano urządzenie, 
k tórego schemat pokazano na rys. 1.2a. Ha kolejnym rysunku 1.2b 
przedstawiono sohemat urządzenia pozwalającego na przyłożen ie 
momentu skupionego na podporze, przy czym konstrukcja tego 
urządzenia zapewniała możliwość pomiaru kąta obrotu p ły ty  na 
podporze.

Pomiar odkształceń powierzchniowych prowadzony był przy 
pomocy kratowych czujników elektro-oporowych klejonych obu­
stronnie w okładzie samokompensacyjnym o podwójnej czu łośc i. 
Ogółem na największej p łyc ie  kwadratowej umieszczono 62 pary 
czujników, grupując je  na obszarze pomiarowym obejmującym 1/8 
powierzchni p ły ty , a na najw iększej p łyc ie  prostokątnej 94 pa­
ry  czujników, przy czym obszar pomiarowy wynosił tu 1/4 po­
wierzchni p ły ty .

Pomiary kątów obrotu p ły ty  w punktach podparcia dokonywane 
były przy pomocy lunety autokolimacyjnej typa LA 3 produkcji
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Eya. 1.2. Schemat urządzenia wywołującego moment skupiony 
a) na krawędzi modelu, b) na podporze



Zakładu Optyki P o litech n ik i W rocławskiej'^. Lusterka odbijające 
promień św ietlny mocowano na specjalnych stolioskach klejonych 
do modelu w miejscach podpór.

Z braku odpowiedniej aparatury optycznej względnie czujników 
bezstykcwych pozwalająoyoh na wystarczająco dokładny jednoczes­
ny pomiar pionowych przemieszczeń w k ilku  punktach pomiarowyoh, 
zdeoydcwano s ię  przy pomiarze ugięć na zastosowanie czujników 
meohanicznych. Oczywiście uzyskane w ten sposób wyniki obarczo­
ne są błędem wynikającym głównie ze zmiennego oddziaływania 
czujn ika na model.

1.4. Zagadnienia podobieństwa modelowego

P rzy ję to , że będące przedmiotem badania p ły ty  cechują s ię  
lin iow ą  sprężystością  m ateriału, pełną jego izo tro p ią  oraz 
jednorodnością na obszarze o a łe j p ły ty . P rzy ję to  ponadto, że 
przy wszystkich rodzajach obciążeń p ły ty  pracują w zakresie 
małych ugięć oraz, że współczynnik Poissona d la  modelu je s t 
równy współczynnikowi Poissona d la  obiektu. Zgodność tych za*, 
łożeń  z wartościami uzyskanymi z  bezpośrednich pomiarów potw ier­
dzono w trako ie  szczegółowej ana lizy  błędów.

Zagadnienie podobieństwa modelowego było już w ielokrotn ie 
opracowywane w pracach; A. Borcza [7 ] ; S. Brobota [15] ; R.Kaź- 
mierozaka i  P. Wildego [31] ; T. Kolendowicza [35] ; A. M itze la  
i  J. Suwalskiego [42] ; A. M itze la  i  B. Heilperna [45] f J. Szul­
ca [56] i  innych. Dlatego te ż , by uniknąć powtarzania tych 
zagadnień w zastosowaniu do p ły t , pominięto tu wyprowadzenia 
odpowiednich wzorów, podając je  n iż e j od razu w form ie ostar- 
te c zn e j.

Ponieważ w warunkach brzegowych p ły t punktowo-podpartyoh 
występuje współczynnik Poissona, więc uzyskane na modelach 
z tworzywa gipsowego wartości mogą znaleźć zastosowanie ty lko

t j  ---------
Z uwagi na to , że podana przez producenta wartość współczyn­
nika przeliczeniowego (1 dzia łka -  1 ,4 ") ró żn iła  s ię  znacznie 
d la  posiadanego egzemplarza od wartości rzeczyw is te j, prze­
prowadzono dokładne cechowanie, otrzymując r e la c ję :  i d z ia ł­
ka -  1,485".
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dla obiektów wykonanych z materiału o współczynniku Poissona 
zbliżonym do uzyskanego d la  materiału modelu (np. mogą to  być 
obiekty z betonu). Aby wyraźnej ten fak t zaznaczyć, w wyrażę-» 
niach gdzie występuje sztywność płytowa D »  Sh^/12 (1 -  )
zastąpiono ją  wyrażeniem B’ = Eh^, uwzględniając odpowiednio 
we współczynnikach obliczeniowych wartość 1/12 (1 -  'Vc ) .

Wartości uzyskane w wyniku pomiarów prowadzonych na mode­
lach przedstawiono w postaci bezwymiarowych w s p ó ł ­
c z y n n i k ó w  d la  wymiarów jednostkowych. Wzory d la  
ob liczan ia  tych współczynników, wyprowadzone w oparciu o pod­
stawowe zaaadjr podobieństwa modelowego, zestawiono w ta b lic y  
1 .1 ,  P rze jś c ie  od wymiarów jednostkowych do wymiarów obiektu 
wymaga przemnożenia bezwymiarowych współczynników przez odpo­
wiednie m n o ż n i k i .  W skład tych mnożników wchodzą: 
obciążenie lub przemieszczenie rzeczyw iste na obiekcie oraz 
w za leżności od potrzeby wymiary obiektu i  B* d la  obiektu. 
Odpowiednie wzory zestawiono w ta b lic y  1.2.

Ha podstawie bezpośrednich pomiarów określono jedynie 
część współczynników, a mianowicie f i , w i  V — pozostałe moż­
na było otrzymać dopiero na drodze odpowiednich p rze lic zeń . 
Różne cechy poszczególnych modeli, zmienne wartości s i ł  na 
poszczególnych obszarach i  zmienne parametry urządzeń (np. 
wsp. k d la  tensometrów) spowodowały, że d la  ob liczen ia  współ­
czynników bezwymiarowych stosować trzeba było w n in ie js z e j 
pracy ogółem 143 różne w artości, przez które na leża ło  prze- 
mnaiać w ie lkośc i odczytywane z urządzeń pomiarowych.

1.5 . Opracowanie wyników

Uwzględniając symetryczne usytuowanie niektórych czujników 
elektrooporowych i  pomijając k ilk a  mniej istotnych , oprać owa-”  
no ogółem d la  p ły t kwadratowych 155, a d la  p ły t prostokątnych 
235 powierzchni wpływowych momentów zginających i  skręcają­
cych od s i ł y  skupionej. Bla w ery fik a c ji wszystkie te  po­
w ierzchnie wykreślono w postaci przekrojów. Następnie d la  
każdej powierzchni obliczono kubaturę mechaniczną, osobno ga­
ł ę z i  dodatnich ([i max) » a osobno g a łę z i ujemnych (|ip min)
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o ras algebraiczną sumę tych wartości (A(x? = maz + ^  min) • 
P. dobnie obliczono i  wykreślono powierzchnie wpływowe momentów 
zginających i  skręcających od momentu skupionego wędrującego 
wzdłuż krawędzi, w i lo ś c i  116 powierzchni d la  p ły t kwadrato­
wych i  182 d la  p łyt prostokątnych. Momenty zginające i  skrę­
ca jące, od obciążeń rozłożonych na poszczególnych partiach 
p ły ty , obliczono d la  3 podstawowych schematów obciążenia w pły­
c ie  kwadratowej i  7 schematów w p łyc ie  prostokątnej» Ula 
zm niejszenia pracochłonności badań, a zarazem zwiększenia 
i lo ś c i  niezależnych odczytów, schematy obciążenia realizowano 
przez uzupełnianie, tzn . że np. do schematu I  dodawano k o le j­
no obciążenie schematem I I ,  I I I  i  IV  iizyskując przez odpowied­
n ie  różnicowanie i  sumowanie zarówno wyniki d la  schematów 
Iv IV  jak i  d la schematu V II (Schemat V II = Schemat I  + I I  +
+ I I I  + IV ).  Ten sposób postępowania stoscwano także w k ie ­
runku odwrotnym, t j .  przy zdejmowaniu obciążeń.

Określając momenty zginające i  skręcające od niezależnego 
przemieszczania podpór, przemieszczano kole jno wszystkie pod­
pory« Pozw oliło to  ok reślić  zarówno ekstremalne wartości od 
przemieszczenia jednej podpory, jak i  ekstremalne wartości 
przy dowolnym przemieszczeniu wszystkich podpór (z  zachowa­
niem warunku, że różn ica między skrajnymi położeniami punktów 
podparcia w p ion ie wynosi jednostkę). Te ostatn ie wartości są 
bardzo is to tne przy określaniu to le ra n c ji montażowych.

Wyniki pomiarów kątów obrotu p ły ty  na podporach od wszyst­
kich typów obciążeń (obciążenia równomierne, n iezależne prze­
mieszczanie podpór, momenty skupione przyłożone na podporze) 
sprowadzono do kątów obrotu na jednej podporze d la p ły ty  kwa­
dratowej i  na dwóch podporach d la  p ły ty  prostokątnej. Z k o le i 
w celu uproszczeń rachunkowych podstawowe schematy obciążenia 
zastąpiono, drogą operacji rachunkowych, schematami syntetycz­
nymi.

Są to  schematy:
SS -  symetryczny względem osi x i  osi y,
SA -  symetryczny względem osi x  i  antysymetryczny względem 

osi y,
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AS — antysymetryczny względem osi ac i  symetryczny wzglęuem 

osi y,
AA -  antysymetryczny względem osi x i  osi y.

Dla tak określonych schematów syntetycznyoh, drogą rozw ią­
zania 148 układów równań, uzyskano momenty utw ierdzenia p łyty

w punktach podparcia od:
— obciążeń c iągłych  rozłożonych na różnych obszarach p ły ty ,
— przemieszczania podpór o jednostkę,
— obrotu podpór o kąt jednostkowy«
Powierzchnie wpływowe ugięć od s i ł y  skupionej wyznaczono 

d la  p ły t kwadratowych w 4 punktach, a d la  p ły t prostokątnych 
w 8 punktach. Powierzchnie te  d la  k on tro li wykreślono w formie 
p rzekroi, a następnie obliczono ioh kubatury mechaniczne n ie­
za leżn ie  d la  g a łę z i dodatnich i  ujemnych. W tych samych punk­
tach określono u g ięc ia  od obciążeń rozłożonych na poszczegól­

nych partiach p ły ty .
Wszystkie wymienione wyżej wyniki badań zestawiono w posta«- 

c i  bezwymiarowych współczynników w 51 tab licach . 0 pracochłon­
ności opracowania tych ta b lic ,  z uwagi na brak odpowiednich 
urządzeń do automatycznego pomiaru, świadczyć może fa k t, że 
np. przy jednorazowym określeniu powierzchni wpływowych mo-^ 
mentów zginających dokonano ok. 1,2 . 10 pomiarów i  5 * 10 
elementarnych działań matematycznych, n ie lic zą c  korekty, wy­

k reś lan ia  itp .

1.6. Omówienie wyników

Z uwagi na brak m iejsca, pon iżej przedstawiony zostanie 
skrót jedynie niektórych fragmentów opracowania wyników.

Jak wspomniano, wykonanie kubatury mechanicznej powierzch­
n i wpływowych momentów od s i ł y  skupionej pozw oliło  ok reślić  
d la  obciążenia równomiernie rozłożonego ekstremalne wartości 
momentów (m i  m . ) 0Taz momenty od obciążenia c a łe j

A y  i i i  X  i j l  « 9
p ły ty  ( Am) .  Przykładowo na rys . 1.3 podano współczynniki
d la  przekroju przyśrodkowego w p łyc ie  kwadratowej ‘ , Zaznacza
1JPrzesunięcie przekroju (ry s . 1.3) spowodowarj tu było koniecz­

nością takiego usytuowania czujników, aby możliwe było za<-
mocowanie urządzenia do wywoływania momentu skupionego
w p łyc ie .
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s ię  tam wyraźny wpływ w ielkości wspornika na k szta łt obwiedni 
momentów zginających oraz niwelowanie różn io między współ­
czynnikami wraz ze wzrostem wspornika. Ponieważ znana jes t 
średnia teoretyczna wartość momentu w rozważanym przekroju, 
porównać ją  można z analogiczną wartością uzyskaną na drodze • 
całkowania wykresu my . I  tak, o i l e  obliczona teoretyczn ie
wartość współczynnika d la  średniego momentu maksymalnego 

»§r -  0,1244, to  drogą całkowania otrzymuje s ię :  0,124 
d la  a/l = 1/3-r1/6 i  0,125 d la  a/l = 1/12. Podobnie, gdy wy­
lic zon y  teoretyczn ie  współczynnik d la  średniego momentu od 
obciążenia równomiernego ca łe j p ły ty  A (i^r  wynosi k o le jn o : 
0,0689 d la  a/l = 1/3; 0,0932 d la  a/l = 1/4# 0,1105 d la  a/l *
«  1/6 i  0,1205 d la a/l = 1/12, to  wartości uzyskane w wyniku 
całkowania wykresu wynoszą: 0,071 d la  a/l = 1/3# 0,095 d la 
a/l = 1/4; 0,109 d la  a/l = 1/6 i  0,123 d la  a/l = 1/12. Jsk 
widzimy różn ice są n iew ie lk ie , co dowodzi pośrednio (jak  to  
potwierdzone zosta ło  szczegółową a n a lizą ), że momenty ekstre­
malne od obciążenia równomiernie rozłożonego otrzymać można 
z  wystarczającą dokładnością d la  p ły t jedno i  dwupoloęrych ze 
wspornikami, przez obciążanie obszarów wydzielonych lin iam i 
równoległymi do krawędzi i  przechodzącymi przez punkty pod­
parcia .

Na k o le jn y  rysunku 1.4 pokazano obwiednie momentów w prze­
kroju  środkowym podłużnym p ły ty  prostokątnej. Prowadząc całko­
wanie wykresów niy otrzymuje s ię  tu , jak łatwo przew idzieć, 
w artości zb liżone do odpowiednich d la  płyby kwadratowej. Na 
podstawie szczegółowej ana lizy  można stw ierdzić (b iorąc pod 
uwagę błąd pomiaru), że zastępczy schemat belkowy stanowić 
może podstawę d la  ob liczan ia  momentu średniego w p łyc ie , a le 
ty lk o  w przypadku, gdy ten zastępczy schemat belkowy stanowi 
belka izostatyczna. Pozwala to , w pewnym zakresie, rozciągnąć 
wyniki uzyskane d la  p łyt badanych na p ły ty  o kszta łtach  z b l i ­
żonych.

Przechodząc do przekroju przęsłowego poprzecznego w pły­
c ie  prostokątnej — rys . 1.5 — spotykamy sytuację odmien­
ną. Okazuje s ię  bowiem, że wartości średnie współczyn­
ników uzyskane na drodze całkowania wykresu
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Rys. 1.5. P ły ta  prostokątna -  momenty mm1r Am uzyskane
na podstawie powierzchni wpływ owyoh. Przekrój środkowy poprzecz-
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odbiegają znacznie od wartości, jak ie  można otrzymać stosując 
schemat zastępozy b e lk i dwuprzęsłowej ze wspornikami. Naj­
większe różn ice pojaw iają s ię  przy obciążeniu równomiernym 
na ca łe j powierzchni. T tak -  je ż e l i  wartości Au fr  obliczone 
na podstawie rozw iązania schematu dwuprzęsłowej b e lk i c ią g łe j 
wynoszą: 0,0486 d la  a/l = 1/3; 0S0547 d la  a/l = 1/4; 0,0590 
d la  a/l = 1/6 i  0,0616 d la  a/l 1/12, to  wartości otrzymane 
w wyniku całkowania wykresu wynoszą odpowiednio: 0,055; 0,060; 
0,068 i  0,074. W przekroju podporowym (biegnącym przez podpory 
środkowe) otrzymuje s ię  na podstawie zastępczego schematu 
belkowego odpowiednio w artości: -  0,0972; -  0,1094# -  0,1180 
i  — 0,1233, a całkując wykresy momentów w tym przekroju war­
t o ś c i :  -  0,076; -  0,081# -  0,080 i  -  0,079. Dla potwierdzenia 
wartości średnich (A(j.^r ) uzyskanych z pomiarów, przeprowadzo- 
no ob liczen ia  w oparciu o pomierzone wartości rea k c ji ,uzys­
kując dobrą zgodność wyników. Duże różn ice pomiędzy średnimi 
momentami pomierzonymi a średnimi momentami obliczonymi dla

zastępczego schematu belkowe­
go elim inują schemat be lk i 
o stałym momencie bezwładności 
jako podstawę dr> ob liczan ia  
średniego momentu w p łyc ie  o 
kształtach  zb liżrnych do bę­
dącej przedmiotem badań. 
Zastępczym ustrojem do o b li-  
ozania średnich momentów w ta ­
k ie j  p łyc ie  może natomiast 
być belka o zmiennym momencie 
bezwładności. Przykładowo d la 
obciążeń równomiernie roz ło żo - 
nyoh na ca łe j powierzchni pły­
ty ,  taka zastępcza belka mu­
s ia łaby  mieć przy s ta łe j  gru-

y r——"—  ---------
'W artości tych rea k c ji zaczerpnięto z praoy A. Ajdukiewicza 
[2 ] prowadzonej na analogicznych modelach.

Eys. 1.6. Schemat be lk i za­
stępczej d la ob liczan ia mo­

mentu średniego
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bości szerokość zmienną w spusób pokazany na rys . 1.6, przy 
czym stosunek szerokości t e j  b e lk i na podporze środkowej do 
szerokości na podporze skrajnej powinien wynosić ok. 0,3 d la 
a/l = 1/3 + 1/6 3 n ieco poniżej 0,2 d la  a/l = 1/12,Rzecz jas­
na, obciążenia t e j  b e lk i są s ta łe  na ca łe j j e j  d ługości.

Sporządzenie powierzchni wpływowych od momentu skupionego 
wędrującego wzdłuż krawędzi pozw oliło  między innymi także na 
określen ie rozkładii momentów zginających w p łyc ie  od pojedyn­
czego momentu skupionego przyłożonego na krawędzi. Dwa z pow­
stałych w ten sposób rozkładów momentów zginających pokazano 
na rys , 1,7 i  1,8, W obu przypadkach obciążenie przyłożono 
w od leg łośc i ok. 0,08 1 od osi sym etrii. Umieszczenie obciąże­
n ia  momentem w osi sym etrii było niemożliwe, ze względu na 
rozm ieszczenie urządzeń pomiarowych.

Przedstawione na rysunkach wykresy, z uwagi na ograniczoną 
ilo ś ć  punktów pomiarowych i  ich  rozm ieszczenie dostosowane 
głównie do innych celów, n ie  oddają w pełn i rozkładu momentów 
(powstały bowiem przez połączenie lin iam i prostymi wartości 
momentów określonych w poszczególnych punktach pomiaru).
W szczególności w przekrojach b lisk ich  m iejsca przyłożen ia  
momentu skupionego, maksymalne momenty pomierzone będą mniej­
sze od rzeczywistych — n ie znajdują s ię  bowiem na l i n i i  przy­
łożen ia  obciążenia. Tym n iem niej,mając na uwadze niedoskona­
łość przedstawionych wykresów, możemy na ich  podstawie ocenić 
wpływ w ielkośoi wspornika na charakter rozkładu momentów.

Tak, jak to  miało m iejsce przy obciążeniach pionowych,tak 
i  tu , im większy wspornik -  tym bardzie j równomierna praca 
p ły ty . P rzy ję to  ostrożn ie jako praktycznie współpracującą 
część przekroju ten jego odcinek, na którym rzędne momentów 
są niemniejsze n iż 10$ maksymalnej rzędnej w przekroju . Tak 
określona szerokość współpracująca wspornika przy obciążeniu 
momentem skupionym wynosi — jak wykazała to  dokładniejsza 
an a liza  — co najmniej 4,5 w ielokrotności wysięgu wspornika 
w obie strony od l i n i i  p rzyłożen ia  momentu. Ta s iln a  współ­
praca znacznej częśc i p ły ty  w przenoszeniu momentów skupio­
nych przyłożonych na krawędzi uwidacznia s ię  jeszcze wyra.a—
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n ie j w środkowym przekroju przęsłowym. Obejmuje tu ona (za 
wyjątkiem a/l =1/12) całą szerokość przekroju ,z widoczną 
tendencją do wyrównania wartości rzędnych w przypadku obciąże­
n ia  przyłożonego w sposób zbliżony do symetrycznego»

2. SZACOWANIE DOKŁADNOŚCI BADAir

2.1 . Zagadnienia ogólne

Omówimy tu w skrócie szacowanie dokładności wyników końco­
wych w oparciu o rozwiązania t e o r i i  błędów i  charakterystykę 
dokładności poszczególnych pomiarów składowych, pomijając wła^ 
ściwe dla danego typu ustroju  i  obciążenia określenie błędu 
przez porównanie ze znanymi wartościami "śc is łym i" rozwiązań 
teoretycznych.

Przyjmijmy, że określone na podstawie badań wartości po­
miarów n ie  są obarczone błędami grubymi, a ewentualne błędy 
systematycznb mogą być uwzględnione przez wniesienie odpo­
w iedniej poprawki. W tym u jęc iu  błąd całkowity jes t jedynie 
wynikiem błędów przypadkowych.

Rozpatrzmy na wstępie dane, jakimi dysponujemy odnośnie do» 
kładności poszczególnych rodzajów pomiarów, I  tak -  d la czę­
śc i pomiarów ok reślić  można pełną charakterystykę statystycz­
ną rozkładu błędów przypadkowych w próbie. Pozostała część 
pomiarów obciążona była określonymi błędami względnymi (np. 
podanymi przez producentów aparatury) bez jakichkolwiek danych 
szczegółowych. Błędy te ,  to  po prostu graniczna wartość błędu 
wskazań danego przyrządu czy urządzenia określona z s e r i i  k i l -  
^  [13] , [48 ], wyjątkowo kilkunastu pomiarów. Przy braku b łę­
dów systematycznych (co d la  urządzeń pomiarowych używanych do 
badań modelowych winna zapewnić ich  konstrukcja) błąd wskazań 
przyrządu powinien być równy niepewności wskazmia s . Zgod­
n ie  z właściwą norną (PtJ/N-02050 [47]) smax = 3 s (gd z ie : 
s — odchylenie średnie w próbce), cc odpowiada przy normalnym 
rozk ładzie  błędów poziomowi u fności 0,9973. Wydaje s ię  jednak, 
b iorąc pod uwagę rzeczyw isty sposób wyznaczania granicznego 
błędu wskazań stosowanych w n in ie js z e j pracy przyrządów, że
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rzeczyw isty poziom ufności je s t o w ie le  n iższy» Wymagania sta­
wiane przez różnych, autorów i  praktyka pomiarowa prowadzą do 
wniosku, że określen ie błędu tych urządzeń odpowiada co naj­
wyżej poziomowi u fności 0,95, a praktycznie około 0,90.

W dalszych rozważaniach przyjmuje s ię ,  ze względu na ko­
nieczność wspólnego rozpatrywania całego zagadnienia, poziom 
u fności 0,95 -  co odpowiada poziomowi is to tn ośc i oC = 0,05.

Niejednorodność in form acji dotyczących błędów czynniko­
wych wpłynąć musiała na sposób określen ia błędów wynikowych — 
n ie  można bowiem skorzystać z klasycznego prawa przenoszenia 
błędów. Pozostają więc dwa, wywołujące jednak szereg zastrze­
żeń, sposoby określen ia błędów całkowitych jako:

-  górnego kresu błędu,
-  pierw iastka z sumy kwadratów błędów czynnikowych»
Dla określenia górnego kresu błędu całkowitego konieczne 

j e 3t  p rzy jęc ie  pewnych założeń odnośnie błędów czynnikowych.
1° -  jako górny kres błędu pomiaru w przypadku braku parar- 

metrów rozkładu danej cechy, przyjmuje s ię  określony przez 
producenta błąd względny.

2° — w przypadku dysponowania pełnym rozkładem mierzonej 
cechy, określen ie kresu górnego opiera s ię  o p rzy jęc ie  po­
ziomu is to tn ośc i o! = 0,05. Takie określenie górnego kresu b łę­
du n ie  odpowiada w pełn i d e f in ic j i  kresu górnego,ale -  ze 
względów technicznych -  wydaje s ię  być uzasadnione. J e że li bo­
wiem w w ielu  przypadkach określony w sposób przybliżony błąd 
maksymalny przyjmuje s ię  jako jego kres górny, to  przy okreś­
len iu  górnego kresu błędu na podstawie pełnej charakterystyki 
w artości m ierzonej n ie  można wymagać zbyt szerokiego prze­
dzia łu  u fności.

Ogólnie d la dowolnego rozkładu empirycznego cechy x  okreś­
l i ć  można warunek

P
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mówiący, że wartość cechy x zawarta je s t  między wartościami 
a  ̂ i  &2 z prawdopodobieństwem 1 -o c . Stąd, zgodnie z uprzed­
nim przyjęciem , kres górny błędu bezwzględnego danej cechy 
wyraża s ię  zależnośoią

Ponieważ w rozkładach ukośnych wartości â  i  mogłyby przyj­
mować nieskończoną ilo ś ć  w artości, wprowadza s ią  dodatkowy war- 
runek, aby przedzia ł â  — ag rozp rzestrzen ia ł s ią  — w miarą 
możliwości -  symetrycznie wzglądem wartości x .

N ie zawsze in teresu je  nas kres górny błądu określonej empi­
ryczn ie  cechy z* Czasami chodzi o określenie górnego kresu 
błądu wartości średniej cechy x , c z y l i  x , przy założonym z gó­
r y  poziomie is to tn ośc i oC . W takim przypadku górny kres błądu 
bezwzglądnego w S itości średniej określimy Jako [49]

t  — parametr odczytany z ta b lic  rozkładu S t u d e n t a ,  
n -  l ic zb a  cech x wziątych d la ob liczen ia  x .

Wpływ powtarzania pomiaru przy braku szczegółowej charaktery­
s tyk i określać bądziemy w przyb liżen iu , wprowadzając dodatko­
wy mnożnik 1/Vn, gdzie n Jest lic zb ą  powtórzeń.

Dla określen ia kresu górnego błądu całkowitego najwygodniej­
sze Jest tu zastosowanie wyrażenia na błąd fu nkcji w ielu zaiei*- 

nych.
Określając funkcją w ielu  zmiennych x^, x? . . .  xja obarczo­

nych odpowiednio błędami (kres górny) AS 2 ^xm

(

(2 .2 )

A^ s t  • s/Yn y (2 .3 )

gd z ie :

przez

u -  f ( x 1f x2 . . .  S^) (2 .4 )
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przy czym funkcja ta  je s t różniczkowalna względem z,,, 
wyrażenie na kres górny błędu bezwzględnego Au t e j  funkcji 

zapisać można w postaci
a

A , (2 .5 )
* u - 2  89

i*=1 a x i

gd z ie : lo^/da^l0 obliczone są d la  wartości średniej x± . 
J e że li ponadto funkcja u je s t  funkoją potęgową zmiennych 

ZV  X2 . . .  Sjj, c z y l i  ogóln ie

u - s  i / ' 1 .   (2 .6 )

to  względną wartość górnego kresu błędu S’u przedstawić moż­
na w an a log ii do postępoprsnia J. Obalskiego [48] wzorem:

v - Z n v  <2,7)
i= i

w którym <5_ = A ,  / z , .  W ra z ie  potrzeby wartośol 0 za-
x i  i  1

s tąp ić  można przez <5^ =

Znajdujące s ię  pod znakiem sumy wyrażenia mogą mieć bardzo 
różn ej w ie lkośc i wpływ na wartość fl’u . W an a log ii do kryte­
rium błędów znikomych dotyczących błędu średniego [48 ], okre­
ślono jako pomijalne te  wpływy, których sumaryczny błąd speł­

n ia  warunek
k

0,056;, >  2  N  S  • ( 2, 8)
i - j

Obliczony w powyższy sposób górny kres błędu wyników koń­
cowych posiada ogóln ie bardzo wysoki poziom is to tn o śo i, po­
zwala więc jedynie na orien tację  jakich wartości błędy przy­
padkowe n ie  mogą praktycznie przekroozyć.
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Drugim sposobem oszacowania w ie lkości błędu -  w przypadku 
błędu bezwzględnego -  je s t ob liczen ie  go przy pomocy wzoru

m

(2 .9 )

przy czym na jbardzie j prawdopodobną wartością fu nkcji u je s t

g d z ie : indeksem non oznaczono wartość średnią danej w ie lkośc i. 
Wzór 2.9 może być stosowany o i l e

przy czym lic zb a  k powinna być d la  wszystkich ni "  wyrazów 
s ta ła  i  możliwie duża. Ogólnie przyjmuje s ię ,  że k »  3 i  w 
tym przypadku wzór 2.11 znajduje swoje teoretyczne uzasadnie­
n ie . Ważność tegc  wzoru zosta ła  w praktyce rozszerzona bądź 
przez p rzy jęc ie  a  p r io r i spełn ien ia warunku 2.11, jak to  czy­
n ią  pośrednio J» K m i t a  i  K.  B i e n i e k  [33] oraz 
M. Z a k r z e w s k i  [64], lub wprost -  przez ni e\xw zgłod­
n ien ie  tego warunku, jak np. w pracy A » I .  K o c z e t o v a  
i  Ju.N. M o r o z o v a  [34] . Ten sposób rozszerzen ia  waż­
ności wzoru 2.9 powoduje, że nieznany je s t  w e fekc ie  poziom 
is to tn ośc i wynikowej wartości Au. Wydaje s ię  jednak, że 
z braku dokładniejszego -  je s t to  w rozważanych warunkach naj­
właściwszy sposób oceny błędu pomiaru.

0 i l e  funkcja u je s t funkcją potęgową (spełn ia jącą  waru­
nek 2 .6 ), to  przekształcając wzór 2.9 otrzymać można wyrażenie 
na w ielkość błędu względnego <5 u

u0 = u ( x

(2.12)

przy czym wartość może być zastąpiona przez <3—
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Dla e lim in ac ji wpływu błędów znikomych p rzy ję to  dopusz­
czalną zmianę $ o 5#. Stąd te ż  sumaryczny błąd pominiętych 
wpływów cząstkowych winien spełniać warunek

k

We wzorach 2.9-2.13 przyjmuje s ię ,  tak Jak to  miało m iejsce

p r io r i  przj7 braku szczegółowych danych, albo przy znajomości 
rozkładu danej cechy -  jako wartość skrajna przy poziomie 
is to tn o śc i gC = 0,05.

2.2 . Omówienie wyników

Dla określen ia błędu całkowitego konieczna je s t  szczegó­
łowa analiza  błędów poszczególnych wpływów. W ielkości tych 
wpływów są w dużej m ierze zależne od sposobu wykonania modeli, 
metody i  metodyki pomiaru. I  tak np., mająoy zwykle duży wpływ 
na w ielkość błędu całkowitego,błąd grubości modelu w relar- 
c jonowanych badaniach wynosił jedynie = 0,75$ przy c£ *»
= 0,05. Szczegółowa analiza  rozkładu tego błędu pozw oliła  
o k re ś lić , że przy zastosowanej metodzie wykonania p ły t <$̂  »
= ok. 2 s/zr Przeprowadzono także ocenę błędu ciężaru  poj£.Łxii— 
ka ze śrutem. Wpływ tego błędu w przypadku jednoczesnego dzia­
ła n ia  w iększej l ic zb y  pojemników je s t  oczywiście mały, stw ier­
dzono jednak przy sposobności duży wpływ sposobu przygotowania 
pojemników na wartość błędu. Otóż — pojemniki, k tóre w trakc ie  
napełniania były  dwukrotnie ważone wykazały dwa razy mniejszy 
wskaŹBik zmienności (v  s s/ z ), n iż  pojemniki ważone jednora­
zowo. Także n iew ie lk i b łąd, bo wynoszący jedyn ie 1,04$, wyka­
za ł współczynnik sprężystości materiału modeli przy w pełn i 
liniowym charakterze wykresu (współczynnik k o re la c ji r> 0 ,9 9 7 ).  
Stosunkowo największym błędem z grupy błędów zależnych od wy­
konania modelu, je s t  błąd naklejen ia ozujnika, a le  ty lk o  w tym 
przypadku, gdy kierunki odkształceń głównych odbiegają znacz­

i  xi
(2.13)

J
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n ie j od kierunku r> oklejen ia tensometru. Małe błędy względne 
(od — 0,3# do + 0,5#) średnich momentów zginających w prze­
kroju  przyśrodkowym p ły ty  kwadratowej pozwalają wnosić, źe 
urządzenia do pomiaru momentów, a także s ta łe  materiałowe nie 
były  obciążone błędem systematycznym« Stwierdzono natomiast 
n iew ie lk ie  błędy, o charakterze mniej lub bardziej systema­
tycznym, spowodowane niedoskonałością wykonania podpór modelu*

Ogólnie na podBtawie przeprowadzonych porównań można uznać 
poprawność oszacowania błędów wg metod podanych w p. 2.1. Wy­
jątek  stanowi oszacowanie błędu jednorazowo mierzonych rzęd­
nych powierzchni wpływowej momentów zginających. Rzeczywisty 
błąd je s t  tu większy od oszacowanego tymi metodami, co wynika 
między innymi ze struktury wzoru dla ob liczen ia  momentu.

Ostatecznie oszacowano (z  szansą błędu większego ok. 1 na 
20) błąd całkowity momentu zginającego w punkcie; od obciąże­
n ia  rozłożonego-na ok. 6#f a od obciążenia skupionego — na 
ok. 8#. Błąd momentu sumarycznego w przekroju — który to  mo­
ment wpływa bezpośrednio na ilo ś ć  zbrojen ia  — je s t o w ie le  
mniejszy, bo wynosi ok. 4#. Błąd pomierzonych kątów obrotu, 
a pośrednio momentów zamocowania na podporach, wynosi d la  róż­
nych schematów obciążenia od ok. 4,5# do ok« 5,5#.

3. NIEKTÓRE ZAGADNIENIA PROJEKTOWANIA STROPÓW PŁASKICH
BEZGŁCWIC OWYCH

Stropy płaskie bezgłowiccwe, n ieza leżn ie  od techn ik i wyko­
nania, stanowią graniczny przypadek stropu grzybkowego, gdzie 
g łow ica redukuje s ię  do przekroju słupa. Podstawę d la  ob licze­
n ia  tego rodzaju stropów stanowić mogą:

-  rozwiązania w postaci szeregów pojedynczych, względnie 
podwójnych:K. Grein [21] ; B.G. Galerkin [wg 55] f v.Lewe 
[37] ;  i  A. Nźtdai [46] ,

-  rozwiązanie H. Hertza d la p ły ty  p ływ a jącej: J.P. Brotchie
[10], względnie rozwiązanie p ły ty  na sprężystym podłożu 

typu Winklera: W. Muller [45] ,
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— metoda różn ic skończonych? A.D. Gluchovskij [20] f I .  Hru— 
han, K. Hruban [24] f A.S. Kalmanok [26] f T .Y. L in , A.C. 
Scordelis , E. Ita yą 1  ̂ [38],

— różne mutacje wzoru J.E. Uicholsa na moment globalny
w połączeniu z uzyskanymi w różny sposób współczynnika­
mi rozdzia łu : norma amerykańska [1] i  normy przez nią 
inspirowane; G. Bowen, B.W. Shaffer [8]# J.F. Brotchie 

[11],
— metoda belkowa względnie metoda ,ram zastępczych: norma 

amerykańska [1 ] ;  A.D. Gluchovskij [20] f J.B. Yesselman 

[63] ,
— badania modelowe: — J. Bednar [4] f S.A. Guralnick, B.W. 

La Praugh [22] ; T. Javor, D. Tavda [25] ,
— połączenie rozwiązań teoretycznych z wynikami badań mo­

delowych: F. Berger [5 ] ;  H. Duddeck [1.6] , względnie 
aproksymacja wyników teoretycznych: — A. Lindh [4(3 •

Wyszczególnione wyżej metody i  badania stropów płaskich 
bezgłowieowych dotyczy ły  stropów wielopolowych, przy czym 
część z nich ogranicza s ię  jedynie do pola wewnętrznego# In­
teresu jące nas p ły ty  stropowe jedno i  dwupolowe ze wspornika­
mi n ie  były dotąd opracowywane. Pomijamy tu prace podające 
częściowe wyniki omawianych badań [29] , [30] , [52] . K ilkakrot­
nego opracowania doczekały s ię  jedynie p ły ty  jednopolowe 
wsparte w narożach: A«S# Kalmanok [26] f K. S t ig la t ,  H. Wip— 
pel [54 ]; S. Timoshenko, S. Woinowsky-Krieger [57] } J.K. 
Tyszowiecki [60] *

I s tn ie je  jednak zagadnienie podstawowe z praktycznego punk­
tu w idzenia, n ieza leżne od sposobu określen ia momentów zgina­
jących w poszczególnych punktach p ły ty  — a dotyczące wszyst­
kich typów p ły t płaskich. Jest nim określen ie pasm p ły ty , 
w których d la  poszczególnych przekrojów gęstość zbrojen ia  
przyjmowana je s t  jako sta ła* Zajmiemy s ię  te ra z  tym właśnie 
zagadnieniem.

1 ob liczen iach tych zastosowano poprawkę ekstrapolacyjną 
Eichardsona, co pozw oliło  uzyskać dokładniejsze wyniki.
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3.1» Kryterium podziału p ły ty  na pasma

Tradycyjnie wyróżnia s ię  dwa typy pasm: przysłupowe i  mię- 
dzysłupowe oraz dwa typy przekrojów: podporowy i  prząsłowy. 
Jednakże o i l e  d la  przekroju przęsłowego pola wewnętrznego 
stropu płaskiego wszyscy badacze są zgodni, że najlepszym 
je s t p rzy jęc ie  jednakowej szerokości obu pasm, to  odnośnie 
przekroju podporowego tak iego pola — zdania są podzielone. 
Różne propozycje w tym w zględzie podano na rys . 3 . ' .  Tak s i l ­
ne zróżnicowanie propozycji dotyczących tego  samego zagadnie­
n ia  (pole wewnętrzne p ły ty  kwadratowej) wypływa z jednej 
strony z obciążenia, wyników badania czy ob liczen ia  szczegól­
nymi warunkami, z d ru gie j strony -  z subiektywnego podejścia 
do zagadnienia. W przypadku jednak, gdy rozważamy pola skraj­
ne stropu płaskiego bezgłowioowego, gdzie obrazy fu nkcji mo­
mentów różn ić s ię  mogą znacznie między sobą (np. z uwagi na 
zmienną wielkość wspornika), konieczne je s t określen ie podzia­
łu na pasma w sposób możliwie obiektywny. Pon iżej przedstawio­

no propozycję autora w t e j  k w estii.
Zagadnienie można sformułować następująco. Dana je s t funk­

c ja  c ią g ła  gładka w p rzedzia le  domkniętym [a, b] . Funkcję tą

Rys. 3 .2 . Aproksymacją funkcji c ią g łe j przez funkcję schodkową



należy zastąpić funkcją schodkową o skończonej i lo ś c i  pod- 
przedziałów (rys . 3 .2 ), przy czym w ramach każdego podprze— 
dzia łu  powierzchnia podcałkowa obu fu nkcji powinna być Jedna­
kowa. Aby określić  optymalną długość podprzedziałów żądamy, 
aby funkcja

p (x 1f x2, x3 . . .  I n ) M j  (y  -  yo) 2 dx + I  (y  -  y>|) 2 dX +

X,

i
+ I  (y  -  y2) dx + . . .  +

xn °j  ( y - y ^ ) 2 dx+ j  ( y - y n) 2 dx

Łn-1 n

(3 .1 )

osiągnęła wartość minimalną ze względu na wszystkie ruchome 
granice podprzedziałów»Rozwiązanie przedstawiamy w postaci 
układu równań 3.2.

l * z , -  r o)2 -  ty *. -  > V 2

<yi ,  -  y1>2 -  -  y2) 2

(yx  ̂ -  y2) = (yx  ̂ -  y3)

(rV ,  •  y^ )2 = ( \ . 1  '  yn-1>2 

(yi „  -  yn-1>2 -  (yx -  yn) 2n n

(3.2)

gd z ie : y , y . . .  oznaczają rzędne funkcji aproksvmowanej
1 2

odpowiednio w punktach x^, x2 . . .
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Oczywiście, zgodnie z założeniem, konieczne je s t  jednoczesne
złożonego z  n + 1 równań.spełn ien ie drugiego układu,

-*i
'7  d l =

X

ha

/*1

/
Xz_

7
xn-l

f

H
y dx

*3
y dz

yo(z 1

y 1 (x 2 -  * « )

"  y2 (x3 “ x2)

*n
y dz

y dz

yn-1( l n “

yn (b -  xn)

(3 .3 )

W oparciu o te  dwa układy równań (3.2 i  3 .3) można d la  
konkretnej fu nkcji momentów w przekroju otrzymać optymalny 
(z  punktu widzenia przy jętego  kryterium) podział na pasma. 
Przy w iększej i lo ś c i  podprzedziałów rozwiązanie tych układów 
zaczyna być k łopotliw e . Dlatego te ż  o w ie le  wygodniejszym, 
a przy opracowywaniu wyników empirycznych jedynym, je s t spo­

sób analityczno wy- 
kreślny.

W celu zastosowania 
tego sposobu funkcję 
aproksymowaną nanosimy 
na papier milimetrowy 
(ry s . 3 .3 ), a następnie 
w sposób dowolny wy­
kreślamy od granicy 
przedziału  l in ię  pozio­
mą (1 -  rys . 3 .3 ).

Granicą podprzedzia- 
łu je s t punkt (z ^ ),  d la 
którego powierzchnie

*4 i 1*2 równoważą s ię
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Rys. 3 .4 . Aproksymacja funkcją sehodirjwą wyników badań G. Bowena i  R.W. Shaffera [8]



|p| = p 2|. PO określeniu granicy podprzedziału w punkcie 
wartość bezwzględną różn icy |y -  yQj -  c odkładamy, w za­

leżności od k szta łtu  fu n k c ji, powyżej lub pon iżej fu nkcji y 
w punkcie . Stąd wyprowadzamy następną prostą poziomą i  ope­
rac ja  s ię  powtarza. Jest to  metoda kolejnych p rzyb liżeń ,c iąg  
postępowania musi s ię  bowiem zamknąć na d ru gie j granicy prze­
dzia łu  i  w ramach określonej i lo ś c i  podprzedziałów. Dla uzys­
kania rozwiązania konieczne je s t  zwykle wykonanie 344 przy­

b liżeń .
Proponowaną metody określania szerokości pasm zastosowano 

tu przykładowo do wyników przeprowadzonego przez G. B o w e- 
n a i  E.W. S h a f f e r a  [8] badania pola wewnętrznego 
p ły ty  p łask ie j punktowo podpartej od obciążenia sta łego  — 
co pokazano na rys. J . h .  Pokazano tam także, d la  porównania, 
k s z ta łt  funkcji aproksymujących przy p rzy jęc iu  s ta łe j szero­
kości pasm w przekroju przęsłowym i  określonej na rys . 3.1a i  d 
szerokości pasm w przekroju podporowym ( l in ie  kreskowane).
Z porównania tego widać jasno korzyści wynikające z aproksy- 
mowania wykresu momentów proponowanym sposobem. Oczywiście 
sposób ten n ie ogranicza s ię  jedynie do stropów płaskich bez- 
głcrwiccwych, a le może znaleść także zastosowanie w innych 
typach konstrukcji (np. w płytach krzyżowo-zbrojonych).

3.2c Średnica podpory a podział p ły ty  na paama

W stropach płaskich bezgłowieowych średnica podpory n ie 
przekracza 1/10 ro zp ię to śc i, a zwykle je s t  znacznie mniejsza. 
Pozwala to  na szczególne potraktowanie zbrojen ia  takich stro­

pów.
Jak wiadomo -  średnica pola podpory wpływa w sposób decy­

dujący na momenty w najbliższym  je j  otoczeniu, a w sposób 
n iew ie lk i na momenty w pozostałych partiach p ły ty  stropowej. 
Przy małej średnicy podpory, co ma m iejsce w s trop ie  płaskim 
bezgłowieowym, wydaje s ię  celowym wyodrębnienie s tr e fy  przy— 
podporowej, w k tó re j uwzględniałoby s ię  wpływ sposobu podpar­
c ia  (średnica podpory, p ierścień  wzmacniający i t p . )  oraz przy—
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ję c ie ,  że na pozostałą część p ły ty  sposób podparcia praktycz­
n ie  n ie wpływa. Jak t.ykazały badania A. A j d u k i e w i -  
c z a  [2 ] rozmiar s tr e fy  przypodporowej ok reślić  można jako 
0,2 ro zp ię tośc i p ły ty  d la  średnicy podpory zmiennej w grani­

cach od 0 do 0,1 roz­
p ię tośc i p ły ty . Przyj­
mując tak i rozmiar 
s tr e fy  przypodporowej, 
wydaje s ię  na jbardziej 
racjonalnym odnośnie 
pozostałe j części p łyty  
podzie len ie je j  zarówno 
w przekroju przęsłowym 
jak i  podporowym na 
dwa n iezależne pasma 
w sposób przedstawiony 
na rys. 3.5, przy wyko­
rzystaniu metody wyło­
żonej w p. 3.1. Należy 
p rzyjąć, że zbrojen ie 
s tr e fy  przypodporowej 
stanowić będzie zbroje­

n ie  pasma przysłupowego wzmocnione loka ln ie  na obszarze s tre ­
f y  przypodporowej„

Przedstawiony wyżej sposób postępowania je s t ,  z praktycz­
nego punktu widzenia, korzystn ie jszy  n iż  bezpośrednie zasto­
sowanie propozycji zawartych w p. 3.1 mimo, że uzyskuje s ię  
wtedy lepsze dopasowanie gęstośc i zbro jen ia  do wykresu momen­
tów d la  każdego rozważanego oddzieln ie przypadku. Tutaj bo­
wiem, elim inując wpływ średnicy podpory na określanie szero­
kości pasma, u s ta lić  można d la  danego typu p łyt s ta łe  szero­
kości tych pasm i  s ta łe  wartości współczynników (j- ,̂ a to  
znacznie upraszcza projeirtowanie.

Dla zobrazowania różn ic pomiędzy ostatn ią propozycją po­
dzia łu  na pasma z wyłączeniem s tre fy  przypodporowej a odpo­
wiednim podziałem bez wyłączenia t e j  s tr e fy , pokazano na ry -

! ó  ! i 

1
i
i

1 i

| ' 1

i 1 i 
i ! " T i  i 

6  i 
1 M - J  1

1 ^  1 
1

i
i
1

1 L  1i i— 1— i 1
i ! I 
1 p i n  i

! ! $  ! 1 i ' © | i

! L r  !
i * j * ;
i , i

Rys. 3.5. Podział p ły ty  na pasma 
z uwzględnieniem s tr e fy  przypodpo- 

rowej
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Rys. 3.6. Podział na pasma p ły ty  prostokątnej w przekroju pod­
porowym d la  d/l »  1/20 (d -  śrenioa podpory)
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f y  przypodporowej
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sunku 3.6 oba typy podziału w przekroju podporowym środkowym 
p ły ty  prostokątnej dwupolowej ze 7/spornikami. Wyłożną w p. 3.1 
metodą przeprowadzono podział na pasma także w pozostałych 
istotnych przekrojach p ły t kwadrat owych i  prostokątnych ze 

wspornikami.

3 .3 . Dopuszczalne względne przem ieszczenia podpór

Jednym z atutów konstrukcji złożonych z płaskich stropów 
bezgłowieowych je s t ich  mała wrażliwość na nierównomierne 
przemieszczenia podpór zarówno w fa z ie  montażu (przy podno­
szeniu p ły t ) , jak i  w czasie eksp loatacji (wpływy eksploata- 
c j i  gó rn icze j, nierównomierne osiadanie podpór). Zajmiemy s ię  
teraz ilościowym wyrażeniem dopuszczalnych przemieszczeń, 
rozpatru jąc osobno fa zę  montażową a osobno fa zę  eksploatacyjną.

Faza montażowa. W zależności od konkretnej metody r e a liz a ­
c y jn e j, w chw ili podnoszenia p ły ty  obciążenia je j  stanowią od 
50# do 70# obciążeń całkowitych (b iorąc pod uwagę budownictwo 
mieszkaniowe,gdzie udzia ł obciążeń użytkowych jes t najmniej­
s z y ).  Tak w ięc, w stadium montażowym is tn ie je  rezerwa wynoszą­
ca od 30# do 50# momentów zginających od obciążeń całkowitych. 
Rezerwa ta  u legn ie zwiększeniu, je ż e l i  uwzględni s ię ,  dopusz­
czany przez wszystkie normy, zmniejszony współczynnik pewności 
przy obciążeniach chwilowych. Uwzględniając powyższe można 
p rzy jąć, źe maksymalny moment od względnego przemieszczenia 
podpór (ĥ )  powinien w fa z ie  montażowej, być w każdym punk­
c ie  niewiększy, n iż  połowa maksymalnego mementu od obciążeń 
pionowych (m^). Stąd, uwzględniając zawarte w ta b lic y  1.2 
wzory, dopuszczalne względne przemieszczenie podpór określić  

można jako :

Awdop = oC . q 14/E h3 , (3 .4 )

w którym
{X



Pomijając szczegółową analizą , opartą o wyniki badań mode­
lowych, współczynniki cC w fa z ie  montażowej, przy zwykle wy­
stępu jącej intensywności obciążenia, wynoszą? 

a -  d la  p ły ty  jednopolcwej ok. 1/6,
b -  d la p ły ty  dwupolowej w środkowym przekroju podporowym 

pasma międzysłupowego ok. 1/20, 
c -  d la  p ły ty  dwupolcwej z wyłączeniem obszaru określonego

pod b) ok. 1/10, 
d -  d la  po]a wewnętrznego p ły ty  w ielopolowej oszacować 

można, że cC = ok. 1/10.

Paza eksploatacyjna. Różnice między fa zą  montażową a eks­
p loatacyjną sprowadzają s ię  w zasadzie do określen ia dopusz­
czalnego stosunku mw/mq. Można tu wyróżnić dwa sposoby po­
stępowania: albo wywołane w czasie eksp loatac ji dodatkowe 
momenty zginające od nierównomiernego przemieszczenia podpór 
uwzględnia s ię  przy obliczaniu zbrojen ia  -  i  wtedy ogranicze­
n ia  tych przemieszczeń wypływają jedynie ze względów konstruk- 
cyjno-eksploatacyjnych,albo te  dodatkowe momenty powinny być 
w racjonalnym wymiarze pokryte przez rezerwy tkwiące w kon­

s tru k c ji.
W tym drugim przypadku należy wziąć pod uwagę zarówno 

możliwość pewnego obniżenia, współczynnika pewności, jak i  małe 
prawdopodobieństwo pełnego wykorzystania obciążeń użytkowych 
w ich  najniekorzystniejszym  układzie. Uwzględniając pionowe 
nierównomierne przemieszczenia podpór spowodowane wpływami 
eksp loa tac ji górn icze j, dopuszcza s ię  powszechnie obniżenie 
współczynnika pewności do wartości 1,14*1,2. Stąd te ż ,  przy 
określaniu dopuszczalnych przemieszczeń podpór wywołanych 
t 3Tni wpływami, wydaje s ię  możliwym p rzy ję c ie  dopuszczalnego 
stosunku mw/m =-- 0,34-0,35. Otrzymuje s ię  wtedy dopuszczalne 
różn ice przemieszczeń podpór spowodowane wpływem eksp loatacji 
górn icze j równe mniej w ięce j 2/3 dopuszczalnych różn ic r fa z ie  
montażu. W konsekwencji ok reślić  można dopuszczalny promień 
w ygięcia  terenu pod wpływem eksp loatacji górn icze j ^qr *
W wyniku p rze liczeń  okazało s ię ,  że d la  praktycznych przy—
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padków, dopuszczalny promień wygięcia terenu je s t mniejszy, 
n iż  jego wartość graniczna dla IY  k a tego r ii górn iczej przy­
datności terenu do zabudowy. Tak więc można stw ierd zić , że 
w porównaniu z innymi typami konstrukcji, płaskie stropy bez- 
głowicowe są szczegó ln ie mało czułe na przemieszczenia pionowe 
spowodowane wpływami eksp loatacji górn iczej i  n ie wymagają 
w tym w zględzie żadnych, dodatkowych zabezpieczeń.

Dopuszczalne przemieszczenia przy nierównomiernym osiada- 
n5.u podpór w fa z ie  eksp loatacji przyjąć można jako równe ok. 
1/3 dopuszczalnych przemieszczeń w fa z ie  montażu.

3.4. Tletoda belkowa projektowania sprężonych stropów płas­
kich

Dla ob liczan ia  sprężenia stropów płaskich bezgłowicowych 
stosu je s ię  tzw. metodę belkową. Polega ona na tym, że strop 
rozpatru je s ię  n ieza leżn ie  d la  każdego kierunku jako belkę 
sprężoną. W konsekwencji na całej, szerokości p łyty  kable pro­
wadzone są wg jednej trasy , a różn ią pracą pasm przysłupowych 
i  międzysłupowych uwzględnia s ię  przez większą koncentrację 
kab li w paśmie przysłupowym. ITie pozwala to  oczywiście na 
odpowiednie "dopasowanie” sprężenia do kszta łtu  obwiedni mo­
mentów, co znalazło wyraz w wynikach badań [38] , Tym niemniej 
metoda ta  posiada swoje bezsprzeczne atuty, a to -  prostotę 
w projektowaniu i  szereg udanych r e a l iz a c j i .  Stąd te ż  wydawa­
ło  s ię  celowym podanie d a le j metod pozwalających na przyspie­
szenie procesu rachunkowego i  nieco lepsze"dopasowanie" sprę­
żen ia do kszta łtu  obwiedni momentów.

Pominiemy w niniejszym skrócie zagadnienie doboru s i ł y  
z uwagi na naprężenia dopuszczalne w p łyc ie  traktowanej jako 
belka sprężona, gdyż je s t to  w zasadzie jedynie rozw in ięcie 
na przypadek szczególny w cześn iejszej pracy autora dotyczącej 
belek ciągłych  [50] . Zajmiemy s ię  natomiast zagadnieniem dobo­
ru s i ł y  z uwzględnieniem warunku dodatkowego, jakim je s t l ik — 
7/idacja ugięć od obciążeń stałych . Jak wiadomo bowiem, w ustro­
jach płytowych w iększej rozp ię tośc i o grubości p łyty  decj^duje 
zwykle wielkość dopuszcżalnego ug ięc ia , w tym często u g ięcia
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t r w a ł e g o .  S t ą d  t e ż  w y s u n i ę t a  z o s t a ł a  p r z e z  T.Y. L i n a  [39] 
p r o p o z y c j a  ( n i e  p o p a r t a  m e t o d ą  o b l i c z e n i o w ą ) ,  a b y  p r z e z  o d p o ­

w i e d n i  d o b ó r  t r a s y  k a b l i ,  s i ł y  s p r ę ż a j ą c e j  i  g r u b o ś c i  p ł y t y ,  

z l i k w i d o w a ć  u g i ę c i a  o d  o b c i ą ż e ń  s t a ł y c h .

P r z y s t ę p u j ą c  d o  o b l i c z e n i a  s i ł y  s p r ę ż a j ą c e j  p r z y j m i e m y  

p r o w a d z e n i e  k a b l i  w z d ł u ż  t r a s y  w s p ó ł b i e ż n e j  i  s t a ł ą  w o b r ę b i e  

k a ż d e g o  p r z ę s ł a  w i e l k o ś ć  s i ł y .  W a r u n e k  b r a k u  u g i ę ć  o d  o b c i ą ­

ż e ń  s t a ł y c h  b ę d z i e  z a c h o w a n y ,  o  i l e  w  k a ż d y m  p r z e k r o j u  s p e ł ­

n i o n e  b ę d z i e  r ó w n a n i e

[ H g j .  +  M A g x j =  | S .  e ^  j , (3 .5 )

gd z ie : Hg^ i  I*iAgx -  momenty od ciężaru własnego i  obciążeń
stałych  w przekroju x f  S -  s i ła  sprężająca; e^ -  mimośród 
kabla (przed transform acją) w przekroju x (wykluczamy nie­
prawidłowe usytuowanie kab la ).

S p e ł n i e n i e  r ó w n a n i a  3.5 j e s t  n a  c a ł e j  d ł u g o ś c i  b e l k i  n i e ­

m o ż l i w e  z  u w a g i  n a  k o n i e c z n o ś ć  z a c h o w a n i a  o d p o w i e d n i c h  p r o ­

m i e n i  z g i ę c i a  k a b l i  n a d  p o d p o r ą .  P r z y j ę t o  w i ę c  d o  d a l s z y c h  

r o z w a ż a ń  j a k o  w y s t a r c z a j ą c e  s p e ł n i e n i e  t e g o  r ó w n a n i a  w  t r z e c h  

p r z e k r o j a c h  r o z w a ż a n e g o  p r z ę s ł a :  n a  p o d p o r a c h  ” i "  i  nk "  o r a z  

w  p r z e k r o j u  p r z ę s ł o w y m  z .  R ó w n a n i e  3.5 p r z y  u w z g l ę d n i e n i u
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wpływu transform acji lin iow e j "w" (rys . 3.7) i  przy wykorzy­
staniu minimalnych otuleń osi kah li (a i  a*) przekształca s ię  
d la  przekroju przęsłowego "x n w równanie

Mgx + MAgx = S (l  "  ax “  wx } (3 .6 )

a dla, przekrojów podporowych " i "  i  "k" odpowiednio w równania

-  Hgt  -  MAg i .  S (§  -  a, -  WjL) (3 .7 )

-  Mgk -  I.lAgk = S (| -  â . + wk ) . (3 .8 )

Zgodnie z rys. 3.7 wpływ transform acji lin iow e j wyrazi s ię  
jsko: w = p̂  -  d la  przekroju i ;  w = § pi  + §’pjc -  d l^  przekro­
ju x oraz w = -  d la  przekroju k. Podstawiając powyższe
zależności do wzorów 3.6--3.B oraz rugując z nich p.. i  
otrzymuje s ię  wzór na najmniejszą s i ł ę  zapewniającą w prze­
krojach " i " ,  "x " i  "k" spełn ien ie warunku 3.5

Mgc + MAgo

s ’  I - J T I# -7 -T T ^ ~ T T  ’ t3-9)JT -  + S ( j  -  a j) + 5 -  aŁ)

w którym: Mgo i  MAgo^ -  momenty od ciężaru własnego i  obcią­
żeń stałych jak d la  be lk i wolnopodpartej w przekroju x.
W przypadkach mniej ogólnych wzór ten ulega odpowiednim upro­
szczeniom.

N ieza leżn ie  od spełn ien ia warunku 3.5, w żadnym z rozważaf- 
nych przekroi nie można dopuścić do przekroczenia naprężeń 
dopuszczalnych. Prowadzi to  w e fekcie  do konieczności spełn ie­
n ia  w każdym rozważanym przekroju nierówności

Mp| + k g  b h < S  (3.10)

- M p | k ’2 b h s £ S  (3.11)
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ponadto d la  s t r e fy  przęsłowej

[(1 _  <1? ) Mg + M A g ] |  + n?k’0 b h <  S (3 .1 2 )

a d la  s t r e fy  podporowej

obciążeń zmiennych; k’Q, k^ -  naprężenia dopuszczalne roz­
ciąga jące względnie ściskające mniejsze w stan ie początkowym 
i  użytkowym; i? — współczynnik s tra t Teologicznych.

Uależy tu zaznaczyć, że minimalne s i ł y  uzyskane w oparciu
0 warunek lik w id a c ji ugięć od obciążeń sta łych  są zazwyozaj 
większe od s i ł  wyznaczonych jedynie z warunku nieprzekroczen ia 
naprężeń dopuszczalnych. W szczególnym przypadku mogą być one 
dwukrotnie w iększe. Spełnienie więc postulatu braku ugięć be l­
k i zastępczej od obciążeń stałych nie zawsze będzie technicz­
n ie i  ekonomicznie uzasadnione.

Dla lepszego "dopasowania" sprężenia do k szta łtu  wykresów 
momentów wydaje s ię  właściwym, aby n ieza leżn ie  od w iększej 
intensywności sprężenia pasm przysłupowych, wprowadzić zmienną 
wartość mimośrodu poszczególnych zespołów k a b li.  N ajbardziej 
praktycznym sposobem sprężenia je s t  określen ie d la  każdego k ie ­
runku dwóch różnych typów tras  kab li d la  pasma przysłupowego
1 międzysłupowego, przy czym w przekroju przęsłowym oba typy 
tras  miałyby jednakowy mimośród. 0 i l e  przy takim sposobie 
r e a l iz a c j i  sprężenia wystąpiłyby jeszcze zbyt duże różn ice 
między momentem średnim w paśmie przysłupowym a wartościaai 
maksymalnymi nad podporą, to  możliwe je s t zastosowanie do­
zb ro jen ia  zbrojeniem miękkim.

3.5, Projektowanie sprężonych stropów płaskich w oparciu

Metoda belkowa projektowania sprężonych stropów płaskich 
je s t  -  n ieza leżn ie  od swych bezspornych za le t  -  metodą przy­
b liżon ą , nisuwzględniającą przestrzennej pracy p ły ty .J e że li

o badania modelowe
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jednak ogólne zagadnienia p ły t dwukierunkowo sprężonych trak­
towanych jako przestrzenne, w szczególności p ły t jednopolowych 
podpartych na obwodzie lub na dwóch przeciw ległych krawędziach 
doczekały s ię  licznych  opracowań w pracach: G. P r  a n z a 
[ i ? ] »  J. G ł o m b a  [19] ; S. K a u f m a n a  i  J. G ł  o m- 

b a [27] , [28] ; oraz J.K. T y s z o w i e c k i e g o  [58]
[60], [62], to  jedynie praca J.K. l y s z o w i c k i e g o
[61] odnosi s ię  do p ły t punktowo podpartych i  to  ty lk o  jedno- 
polowych podpartych na narożach.

Zagadnienie sprężenia p ły t punktowo podpartych możliwe je s t 
do rozwiązania (w dość ograniczonym zakresie) także przy po­
mocy program  M.R.B [36] . Przestrzenną pracę dowolnych p ły t 
sprężonych punktowo podpartych (a  także o innych warunkach 
podparcia) można bez trudności uwzględnić opierając pro jekto­
wanie o badania modelowe. Temu właśnie zagadnieniu poświęcimy 
poniższe rozważania.

U podstaw proponowanej metody le ż y  p rzy jęc ie  n ieza leżne j 
pracy zg i^ciow ej i  tarczowej sprężonej p ły ty , które to  przy­
ję c ie  w przypadku n iew ie lk ich  w stosunku do grubości p ły ty  
ug ięć, potwierdzone zosta ło  dociekaniami teoretycznymi J.K. 
T y s z o w i e c k i e g o  [59] i  badaniami Y. G u у o n a 
[23] . Przyjmuje s ię  ponadto, że m ateriał p ły ty  je s t w zakre­
s ie  stosowanych naprężeń jednorodny i  lin iow o sprężysty.

Uwzględnia s ię  w każdym rozpatrywanym punkcie p ły ty  cztery  
stans' obciążenia (początkowy "0 "; bezużytkowy n1" użytkowy! 
maksymalny "2 " i  minimalny 2*) oraz cztery  w ie lkości momentów 
zginających: Mg -  od ciężaru własnego konstrukcji; MAg -  od 
obciążeń sta łych  a le  naniesionych na konstrukcję po dokonaniu 
sprężen ia ; Mp — maksymalny (dodatni) od obciążeń zmiennych;
Mp — minimalny (ujemny) od obciążeń zmiennych. Poszczególnym 
stanom obciążenia przyporządkowane są odpowiednie w ie lkości 
s i ł  sprężających (SQ = S/т?; S,, = Sg = Sg’ = S) oraz naprężeń 
dopuszczalnych (k0, k’0, k^, k!j, kg, k g ).  Z uwagi na płaską 
tra sę  kab li oraz konieczność uproszczeń, przyjmuje s ię  w każ­
dym rozpatrywanym osobno punkcie, że kąt nachylenia osi kab li 
do poziomu spełn ia  warunek cos cC = 1. N ie wprowadza s ię  żad-
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n y c h  o g r a n i c z e ń  o d n o ś n i e  p r z e b i e g u  t r a s y  k a b l i ,  z a  w y j ą t k i e m  

o g r a n i c z e ń  k o n s t r u k c y j n y c h .

O b l i c z e n i e  w i e l k o ś c i  s i ł  s p r ę ż a j ą c y c h  p o l e g a , w  d u ż y m  s k r ó ­

c i e ,  n a  z a ł o ż e n i u  s y s t e m u  s p r ę ż e n i a  i  o k r e ś l e n i u  p r z e d z i a ł u  

d o p u s z c z a l n e j  s i ł y  s p r ę ż a j ą c e j  z  w a r u n k u  n i e p r z e k r o c z e n i a  n a ­

p r ę ż e ń  d o p u s z c z a l n y c h  w  ż a d n y m  z  r o z w a ż a n y c h  p u n k t ó w  p ł y t y .

N a  s y s t e m  s p r ę ż e n i a  s k ł a d a j ą  s i ę  t u  z a r ó w n o  k s z t a ł t  p o s z c z e ­

g ó l n y c h  t r a s  k a b l i  o r a z  o b s z a r y  n a  k t ó r y c h  p o s z c z e g ó l n e  t r a s y  

o b o w i ą z u j ą ,  j a k  i  w z g l ę d n e  z a g ę s z c z e n i e  k a b l i .  M e t o d a  t a  j e s t  

o c z y w i ś c i e  m e t o d ą  p r z y b l i ż e ń ,  g d y ż  d l a  o k r e ś l e n i a  o p t y m a l n e g o  

r o z w i ą z a n i a  k o n i e c z n e  j e s t  r o z w a ż e n i e  w a r i a n t ó w  t r a s  i  z m i e n ­

n y c h  o b s z a r ó w  i c h  d z i a ł a n i a ,  p r z y  c z y m  g ł ó w n y m  p a r a m e t r e m  

" d o p a s o w a n i a "  s p r ę ż e n i a  d o  w a m r i k ó w  p r a c y  p ł y t y  j e s t  w ł a ś n i e  

z m i e n n y  o b s z a r  d z i a ł a n i a  p o s z c z e g ó l n y c h  t r a s .  W o b l i c z e n i a c h  

o p e r o w a ć  b ę d z i e m y  n i e  t y l e  b e z p o ś r e d n i ą  t r a s ą  k a b l a ,  c o  o d ­

d z i a ł y w a n i a m i ,  p o p r o w a d z o n e g o  w z d ł u ż  t e j  t r a s y ,  k a b l a  s p r ę ż a ­

j ą c e g o .

Z g o d n i e  z  z a ł o ż e n i e m ,  r o z w a ż y m y  o s o b n o  s t a n  t a r c z o w y ,  a  o s o b ­

n o  s t a n  g i ę t n y  p r a c y  p ł y t y .  W s t a n i e  t a r c z o w y m  p r z y j m u j e m y ,  

ż e  s i ł y  s p r ę ż a j ą c e  d z i a ł a j ą  w  p ł a s z c z y ź n i e  ś r o d k o w e j  p ł y t y ,  

p r z y  c z y m  s ą  z m i e n n e  w z d ł u ż  k r a w ę d z i  w  s p o s ó b  d o w o l n y .  T e  

z m i e n n e  s i ł y  o d n o s i ć  b ę d z i e m y  d o  t z w .  s i ł y  o d ­

n i e s i e n i a  S  b ę d ą c e j  s i ł ą  s p r ę ż a j ą c ą  w  d o w o l n i e  

o b r a n y m  p u n k c i e  n a  k r a w ę d z i  -  s t ą d

g d z i e ;  S j  -  w s p ó ł c z y n n i k  o d n i e s i e n i a .  P r z y j ę t y  w z d ł u ż  k r a w ę d z i  

u k ł a d  o s i o w y c h  s i ł  s p r ę ż a j ą c y c h  p o w o d u j e  w  k a ż d y m  r o z w a ż a n y m  

w  p ł y c i e  p u n k c i e  ( i  k i e r u n k u )  p o w s t a n i e  o d p o w i e d n i e j  s i ł y  

o s i o w e j .  S t o s u n e k  t e j  s i ł y  ( w  r o z w a ż a n y m  p u n k c i e  i  k i e r u n k u )  

d o  s i ł y  o d n i e s i e n i a  n a z y w a ć  b ę d z i e m y  w s p ó ł c z y n ­

n i k i e m  w p ł y w u  s i ł y  n s >

W z g i ę c i c w e j  p r a c y  p ł y t y  u w z g l ę d n i ć  m u s i m y  p o z o s t a ł e  w p ł y ­

w y  s p r ę ż e n i a  w  p o s t a c i ;  o b c i ą ż e ń  r o z ł o ż o n y c h ;  s i ł  s k u . p i o n . y c h  

i  m o m e n t u  k r a w ę d z i o w e g o .  W p ł y w y  t e  w y w o ł u j ą  w  k a ż d y m  p u n k c i e
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( i  kierunku) określone momenty zg inające. Stosunek takiego 
mementu zginającego (w rozważanym punkcie i  kierunku) do s i ł y  
odn iesien ia  nazywać będziemy m i m o ś r o d e m  o b l i ­
c z e n i o w y m  m.s

H ieprzekroczenie naprężeń dopuszczalnych wymaga, aby w każ­
dym rozważanym punkcie spełnione były następujące warunki: 
d la  s tr e fy  przęsłowej

i?(W k’Q -  Mg)

W k  ̂ -  %  -  M Ag

W k^ -  Mg -  M A g -  Mp

W kg + Mg + M Ag + Mp

a d la  s tr e fy  podporowej

V (W k’Q + Mg)

lk l|  + Mg + M A g 

W kg + Mg + M A g + Mp

W kg -  Mg -  M Ag -  Mp’

g d z ie : W s b h2/6.

W płytach rozważanego typu naprężenia ściskające większe są 
praktycznie zawsze mniejsze od dopuszczalnych, stąd te ż  n ie 
mają one znaczenia przy doborze s i ł y  S.

Dla każdego punktu p ły ty  można na podstawie związków 
3,14t>17 ok reś lić  dopuszczalny przedzia ł s i ł  S, przy czym współ­
czynniki m_ i  n„ muszą być tak dobrane, aby is tn ia ł  wspólny

o  S  '
d la  wszystkich punktów przedzia ł t e j  s i ły .  Współczynniki m_s
i  ng będące, poza poszukiwaną s i łą  S, jedynymi parametrami 
zmiennymi, za leżą  od systemu sprężenia. Właściwy system sprę­
żenia n a jła tw ie j u s ta lić  w oparciu o rozw iązania belkowe, a le

•<S(ms + n s g ) (3 .U )

«  S (-mg+ng § ) (3.15)

<  S(-mg + ng jł) (3.16)

<  S(mg + ng £) (3.17)
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z uwzględnieniem zmiennej w ie lkości mimośrodu poszczególnych 
tras  kab li w przekrojach podporowych. Dalsza korekta systemu 
sprążenia może 3 i ę  odbywać przez odpowiednią zmianą obszarów 
d z ia łan ia  poszczególnych typów tras  k a b li. Przy przyjętym 
systemie sprężenia, a tym samym znanym rozk ładzie współczyn­
ników odniesienia s±t współczynniki wpływu s i ł y  ng otrzy­
mać można albo Jak np. d la  ta rcz  kwadratowych -  na podstawie 
l i n i i  wpływowych opracowanych przez F . A n d e r m a n n  a [3] 
albo Jak d la ta rcz  prostokątnych -  przez odpowiednią modyfi­
kac ję  rozwiązania ta rczy  kwadratowe J, względnie przez bezpo­
średnie rozw iązanie ta rczy  obciążonej określonym układem s i ł  
(współczynników odn ies ien ia ). Przy skomplikowanych kszta łtach  
p ły ty  określen ie współczynników ng wykonać należy na pod­
stawie odpowiednich badań,np. elastooptycznych.

Na współczynnik mg składają s ię  wpływy oddziaływania ka­
b l i  w postac i: obciążeń rozłożonych; s i ł  skupionych oraz mo­
mentów na krawędzi p ły ty . Praktyozne ob liczen ie  tych współ­
czynników wykonać można stosunkowo łatwo, na podstawie odpo­
wiednich badań modelowych. Możliwe są tu dwie metody postępo­
wania -  pomiar bezpośredni i  wykorzystanie powierzchni wpły­

wowych.
Przy pomiarze bezpośrednim obciążenie stanowiące pionowe 

oddziaływania kabla (z  uwzględnieniem różnej względnej inten­
sywności sprężenia w poszczególnych pasmaoh) rozbijamy na dwa 
lub w ięcej układów, musimy bowiem obciążyć model co najmniej 
raz obciążeniami oddziaływującymi na p ły tę  od góry i  co naj­
mniej raz obciążeniami oddziaływującymi od dołu. Oczywiście 
wszystkie obciążenia przykładamy z jednej strony, przy czym 
operację powtarza s ię  d la każdego kierunku oddzie ln ie . Przy­
kład sposobu postępowania ilu s tru je  rysunek 3.8, przy czym 
pokazane tam schematy można realizować w ca ło śc i, albo roz­
b ija ć  Je na podschematy k ieru jąc s ię  zasadą, aby w możliwie 
JaknaJwiększeJ i lo ś c i  punktów wykorzystać cały  zakres naprę­
żeń dopuszczalnych materiału modelu.
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R ea liza c ja  momentów ciągłych przyłożonych wzdłuż krawędzi 
Jest trudna ze względów technicznych i  d latego w tym przypad­
ku właściwszym Jest wykorzystanie powierzchni wpływowych.

Oddziaływanie kabli = O bciążenie I » O bciążeń» I!

Rys. 3.8. Rozłożenie oddziaływania kahli na s c h e m a t y  obciążeń

Przy wykorzystaniu powierzchni wpływowych, współczynniki
m otrzymuje s ię  drogą odpowiedniego przemnożenia rzędnych s
powierzchni wpływowych przez oddziaływanie k a b li. Należy za­
znaczyć, że o i l e  pierwszy sposób wyznaczania współczynników 
m_ Jest właściwszym w przypadkach gdy p rzy ję te  obciążenia 
s ta łe  i  użytkowe n ie mogą u lec zmianie, to  drugi pozwala na 
korektę wykonanych obliczeń w przypadku zmiany obciążeń, bez 
konieczności ponownych badań modelowych. Ogólnie biorąc -  
pierwszy sposób Jest mniej pracochłonny.

4. USTROJE PŁYTOWO-SZUPOWE

Jsko u stró j płytowo-słupowy trak tu je  s ię  w n in ie js z e j pra­
cy u s tró j złożony z poziomych p łyt i  pionowych słupów. Tego 
rodzaju u stro je  występują między innymi w budynkach r e a liz o ­
wanych metodą podnoszenia stropów bądź metodą podnoszenia 
całych kondygnacJi. Oblicza s ię  je  zwykle sprowadzając pracę 
ustroju  przestrzennego do schematu krzyżujących s ię  zastęp-
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czych ram płaskich, jak to  czynią przykładowo: L.Ju. Gal»pe- 
r in  i  współpracownicy [18] oraz A.D. Gluchovskij [20 ], przy 
czym poszczególne metody ob liczen ia  różn ią s ię  w zasadzie 
określeniem sztywności r y g l i  i  sposobem ich  obciążania. Od 
schematu ramy zastępczej odbiega jedynie metoda J.F. B r  o t -  
c h i  e [10] uwzględniająca przestrzenny stan pracy p ły ty  i  
pozwalająca na określen ie rozkładu momentu przywęzłowego 
w p ły c ie , le c z  ograniczona z za łożen ia  do pól wewnętrznych 
p ły ty  nieskończonej i  opracowana jedynie d la wydzielonego 

stropu pośredniego.
Z p r a k t y c z n e g o  p u n k t u  w i d z e n i a  r o z w i ą z a n i e  u s t r o j u  p ł y t o -  

w o - s ł u p o w e g o  s p r o w a d z a  s i ę  d o  o k r e ś l e n i a  m o m e n t ó w  p r s y w ę z ł o -  

w y c h  w  p ł y t a c h  i  s ł u p a c h .  W a r t o ś c i  u z y s k a n e  m e t o d ą  r a m  z a ^  

s t ę p c z y c h  m o g ą  o d b i e g a ć  z n a c z n i e  o d  w a r t o ś c i  r z e c z y w i s t y c h ,  

s z c z e g ó l n i e  w  w ę z ł a c h  s k r a j n y c h  x \ s t r o j ó w  p ł y t  o w o - s  ł u p  o w y c h ,  

g d z i e  z a z n a c z a  s ię  w  s p o s ó b  w y r a ź n y  w p ł y w  w i e l k o ś c i  w s p o r n i ­

k a .  Z a g a d n i e n i e  t o  z a o s t r z a  s i ę  j e s z c z e  b a r d z i e j  w  u s t r o j a c h ,  

k t ó r y c h  w s z y s t k i e  w ę z ł y  są w ę z ł a m i  s k r a j n y m i ,  a  t a k i m i  w ł a ś - ^  

n i e  z a j m u j e m y  s i ę  w  n i n i e j s z e j  p r a c y .  Z a s z ł a  w i ę c  k o n i e c z n o ś ć  

o p r a c o w a n i a  m e t o d y  p o z w a l a j ą c e j  u w z g l ę d n i ć  p r z e s t r z e n n ą  p r a r -  

c ę  w i e l o k o n d y g n a c y j n e g o  u s t r o j u  p ł y t o w o - s ł u p o w e g o .  T a k ą  w ł a ś ­

n i e  m e t o d ę  p r z e d s t a w i o n o  p o n i ż e j .  B a j e  s i ę  o n a  b e z  t r u d n o ś c i  

r o z s z e r z y ć  n a  i n n e  u s t r o j e ,  t a k i e  j a k  s t r o p y  g r z y b k o w e , u s t r o j e  

r u s z t o w o - s ł u p o w e  i t p .  p o d  w a r u n k i e m  w c z e ś n i e j s z e g o  o k r e ś l e n i a  

o d p o w i e d n i c h  w y j ś c i o w y c h  k ą t ó w  o b r o t u .

4 . 1 .  M e t o d a  o b l i c z a n i a

P r o p o n o w a n a  m e t o d a  o b l i c z a n i a  u s t r o j ó w  p ł y t o w o - s ł u p o w y c h  

j e s t  a d a p t a c j ą  m e t o d y  C r o s s a  d l a  t y c h  u s t r o j ó w ,  o p e r u j e  w i ę c  

a p a r a t e m  t e c h n i c z n y m  i  p o j ę c i o w y m  t e j  m e t o d y .  J a k  w i a d o m o  s e n s  

f i z y c z n y  m e t o d y  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  p o l e g a  n a  k o l e j n y m  z w a l ­

n i a n i u  f i k c y j n i e  u t w i e r d z o n y c h  w ę z ł ó w  u s t r o j u  a ż  d o  c h w i l i ,  

g d y  m o m e n t y  s p o w o d o w a n e  t y m  u t w i e r d z e n i e m  s t a n ą  s i ę  p o m i j a ł n e .  

Z w a l n i e n i e  u t w i e r d z e n i a  f i k c y j n e g o  d a n e g o  w ę z ł a , a  z a t e m  p o z w o ­

l e n i e  n a  j e g o  o b r ó t ,  w y w o ł u j e  w  u s t r o j u  p r ę t o w y m  p o w s t a n i e  m o -
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mentów we wszystkich, przekrojach przylegających do tego węzła 
oraz we wszystkich przekrojach sąsiednich od strony zwalnia­
nego węzła.

W ustroju  płytowo-śłupowym zwolnienie fikcy jnego utw ier­
dzenia węzła spowoduje powstanie momentów n ie ty lk o  przy zwol­
nionym węźle oraz przy węzłach sąsiednich od strony węzła 
zwalnianego, a le także przy wszystkich pozostałych węzłach 
p ły ty , do k tó re j przynależy ten węzeł. Wobec tego na każdy 
węzeł p ły ty  przekazują s ię  momenty ze wszystkich je j  węzłów. 
Uwzględniając ten fa k t, dalsze rozwiązanie zagadnienia pro­
wadzi s ię  wg znanych sposobów rozwiązań iteracyjnych  metody 
Grossa. Oczywiście proponowany sposób rozwiązania ustroju  
płytowc^słupowego wymaga wcześniejszego określen ia: momentów 
utw ierdzenia, sztywności giętnych i  przekazów, które to  war­
to ś c i w przypadku rozważanych typów p łyt uzyskano w oparciu 
o wyniki badań modelowych.

1. Założenia. P rzy ję to  następujące założen ia  id ea lizu jące  
pracę poszczególnych elementów ustro ju :

-  P ły ty  spełn ia ją  warunki p ły t cieńkich o małych ugięciach .
-  P ły ty  stanowią w swojej p łaszczyźnie c ia ła  idea ln ie  

sztywne.
-  Połączenie słupa z p łytą  stanowi węzeł id ea ln ie  sztywny 

(bez większych trudności uwzględnić można także węzły przegu­
bowo podparte).

-  Długość słupa je s t równa osiowemu odstępowi p ły t stropo­
wych.

-  Momenty utw ierdzenia, kąty obrotu itp .  traktu je s ię  jako 
występujące w węźle, t j .  w osi podpory na połowie grubcści 
p ły ty .

2. Określenia. Każdą wielkość określa s ię  i  oznacza n ie 
ty lk o  miejscem je j  d zia łan ia  (węzeł), a le także kierunkiem dzia ­
łan ia  w przyjętym ortogonalnym układzie odniesienia.
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-  Sztywność g iętna  K1  ̂ je s t  to  moment utw ierdzenia elemen­
tu ustroju  wywołany w określonym węźle i  kierunku przez obrót 
tego  węzła w rozważanym kierunku o kąt $ = + 1 (ry s . 4 .1 ).  
Obrót węzła w rozważanym kierunku n ie powoduje obrotu tego 
węzła w kierunku prostopadłym do rozważanego i  ma m iejsce 
przy obukierunkowym utwierdzeniu pozostałych węzłów elementu.

Rys. 4 .1 . Oznaczenia w p łyc ie  ustroju  płytowo-słupowego

przekaz Kj£i je s t  to  moment utw ierdzenia wywołany w we- 
ź lfi i  kierunku Bkn przez obrót elementu w węźle i  kierunki»
« i "  o kąt i* «  + 1 (?o r . rys . 4 .1 ).  W ten sposób w p łyc ie  
o n punktach podparcia uzyskuje s ię  2n -  1 przekazów. Jest 
to  zasadnicza różn ica  między przekazem w ustroju  prętowym, 
gdzie w jednym elemencie ustroju  mamy jeden przekaz, a prze­
kazem w p ły c ie  punktowo podpartej. Ta różn ica rzu tu je oczy­
w iśc ie  i  na sposób i t e r a c j i  w metodzie Grossa.

-  Rozdzieln ik  "kn je s t  to  stosunek sztywności g ię tn e j e le ­
mentu ustroju w danyra węźle i  kierunku do sumy sztywności 
giętnych d la  rozważanego kierunku wszystkich elementów ustro­

ju zbiegających s ię  w tym w ęźle.

^ T e ,  "lak i  dalsze oznaczenia p rzy ję to  za pracą
S. B ł  a s z k o w i  a k a i  Z. K ą c z i c o w s k i e — 
g o  [6 ].
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-  Przekaźnik "k’ " je s t to  stosunek przekazu do sumy sztyw­
ności giętnych elementów ustroju  w węźle i  kierunku, w którym 
d okonano obrotu o <fl< = + 1.

3« O bliczen ia. Przed przystąpieniem do ob liczan ia  ustroju  
płytowo-słupowego konieczne Jest określen ie wartości w yjścio­
wych, d la  wszystkich elementów tego ustro ju . Są tos

”  momenty utw ierdzenia we wszystkich węzłach od przewidy­
wanych schematów obciążenia,

-  momenty utw ierdzenia we wszystkich węzłach od kolejnego 
obrotu poszczególnych podpór o kąt $ = + 1.

Wartości te  można uzyskać albo bezpośrednio, albo -  co ła t­
w ie js ze  przy empirycznej metodzie ich  określania -  pośrednio, 
mierząc w schemacie elementu przegubowo przesuwnie podpartego:

-  kąty obrotu w poszczególnych punktach podparcia od prze­
widywanych schematów obciążenia,

-  kąty obrotu we wszystkich punktach podparcia od kole jne­
go obciążenia podpór momentem.

Potrzebne wartości uzyskuje s ię  tu drogą rozwiązania odpo­
wiedniego układu równań. Ten właśnie sposób zastosowano w od­
n ies ien iu  do rozważanych typów p ły t .

Posiadając wyszczególnione wyżej momenty utw ierdzenia, ob­
l ic z y ć  można ro zd z ie ln ik i i  przekaźniki, a następnie przystą­
p ić  do i t e r a c j i .  Przebieg i t e r a c j i  d la  ustroju  płytowo-słupo­
wego różn i s ię  od typowej i t e r a c j i  d la  ustroju  prętowego jedy­
n ie  większą l ic zb ą  przekaźników i  tym, że Jednocześnie rozpa­
tru je  s ię  dwa ortogonalne kierunki w każdym węźle. Możliwe 
je s t  tu wykorzystanie wszelkich znanych uproszczeń stosowanych 
przy rozwiązywaniu metodą Crossa ustrojów prętowych.

Przykładowo na rysunku 4.2 pokazano ta b lic ę  ite racy jn ą  d la  
ustroju  czterokondygnacyjnego o płytach dwupolowych. Podano 
tan także sprawdzenie i t e r a c j i  przy pomocy odpowiednio przy­
stosowanej metody Z. K ą c z k o w s k i e g o  [32] . Podany 
przykład wskazuje na pełną operatywność proponowanej metody 
i  stosunkowo n iew ielką j e j  pracochłonność, j e ś l i  s ię  zważy, że 
zosta ł rozwiązany u s tró j przestrzenny o 10 węzłach (po uwzględ-
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Poziom
Kierunek

Momenty

ł

01-11

0

7
07-17

6

38-« E 1-01
- 5

11-21 I 7-07

1
7

17-27 C
■

8-06

6

" - 'i
16-28 E 21-11

1

21-27 * 28
21-31 z 27-17

2
7

27-21
26

27-37 E 26-16
’ - S

26-35

707 264 139 284 675 264 107 264 768 264 200 264 907 284 139 284 675 264 107 214 766 284 200 28*

Przekaz 142 ♦ 106 
-14.9

142 142 ♦ 10.6 
-46-8

142 142 -75
-23.4 142 142 ♦ 10.6 

-14.9
142 142 -46.9

142 142 -23*
142

40 ?0 40 100 42 16 42 100 37 26 37 :oo 40 20 40 100 42 16 42 100 37 26 37

Przekaźnik 20 ♦ 1.5 20 21 ♦ 16 
-6.9

21 165 -1.0
-3.1

18.5 20 ♦ 1.5 
-2.1

20 21 ♦ 1.6 
-6.9

21 185
-3.1

18.5

-53 ♦32 + 4B -90 -207 -207 -382
44 ♦ 3 -I6 -12 -32 -396 -  14

- 56_ 1 ♦ 4 ♦ 126 ♦ 5 ♦ 73 -91 - 4 Z3 *

♦ 17 ♦ 1 ♦ 12 - 1 ♦ 7 ♦ 1 *> -14 - 4 -2 - 8

-  2 ♦ 3 ♦ 3 ♦ 14 ♦ 1 ♦ 14 ♦ a -  1 -  3 - 1

♦ 1 ♦ l ♦ 2 ♦ 2 ♦ i ♦ 1

♦ 7 -20 -26 ♦ 37 ♦ 5 ♦ 7 ♦ 15 -S7 -40 -16 -41 -142

U
-52 - 37 -53 ♦ 62 ♦ 33 ♦ 16 ♦ 33 ♦ 263 

0 ♦ 98 -175 ♦ 77 0 ♦ 152 -277 ♦ 125
♦ 7

♦ 7 -20 -26 ♦ 37

♦ 15

♦ 15

-46

-53
♦ i 

- 2
♦ 1

♦ .5
♦ 16

-97 -40

s
♦ 32
- 16

♦ i

P r

- 41 
♦ 60

w

-142

d z 

-52

n
+48
- 37
-  1 
♦ 7

•

-53 
♦ 69

♦ 82 ♦ 33
♦ 7

-90
♦ 16
♦ 5 
- 5

♦ 33
♦ 1

.263 ♦ 119 

-  20

-207
♦ 45
4 1
- 15

♦119
-42

♦462 + 17 8

-2 6

-382
♦ 126

- 2 
-20

♦ 178
-  5*

♦ 7 -20 -?6 ♦ 15 -47 ♦ 31 -40 ♦ 21 ♦ 19 -52 ♦ 17 |«36 ♦ 40 -74 ♦ 34

Pozirm 3 4
8

Kierunek

Momenty E 3V-2i
* 2

51—41 Z 17-27
" i i

37-47 E 38-28 38-*J37
38-4o E 41-31

" ■ s
E ,7-37 E 48-36

284 139 284 675 264 107 264 768 284 200 284 423 284 139 391 284 107 484 284

Przekaz 14 2 ♦ 10.6 
149

142 142 ♦ 106 
-46.8

142 142 -7.5
- 2 ;a

142 142

l
i

i 142 -468
142

-2 3.4

100 '.0 70 40 100 12 16 42 100 37 26 37 100 67 33 100 73 i t 100 59 41

Przekaźnik 20 ♦ 1.5 
-21

20 21 ♦ 1.6 
-6 9

21 165 -1.0
-3.1

165 33.5 ♦2.5
-4.0

365
-120

29.5
-4.8

-5 3  

- 2 
♦ 3 ♦ 30

♦ 152 ♦ 44 *32 ♦ 76
+251 ♦ 73

*43
♦ 10 ♦ 120

-90

-9C 
♦ 6
- 6

-207
-407

-382
-25

♦ 12

♦ 8

♦ 18

-5 0 ♦ 2♦ 34 ♦ 14 ♦ 3 ♦ 17
- 56

-  46
■ 6

- 3 - 2 - 1 ♦ 38 . 5 - 2 ♦ 1 ♦ 2 ♦ 1 ♦ i -  11

♦ 2 ♦ 1 ♦ 1 * 1 ♦ 1
T lś T ♦ 197 ♦ 73

- 1 
♦ 471

-  1 

♦ 278 ♦ 183

0 • IS -52 ♦ 33 0 - 24 ♦ 9 ♦ 15 0 - 19- 13 ♦ 32 0 ♦ 61 - 6i 0 ♦ 155 -155 0 ► 2*5 -275

s r

-53 ♦32 + 48
♦ 3 ♦ i ♦ 3 -21,0 - 84 - 32 -  64 ■290 -100 - 75 -107

♦ 16 - 3 
♦ 3

♦ 29 ♦ 60 ♦ 9 ♦ 98 ♦ 89 ♦ 14 ♦ 139

1 ♦ 19 -32 ♦ 32 -24 ♦ 9 ♦ 14 - 19 -  ;3 ♦ 32

t-207« -382]

l = 8.Im 
H «  3.0 m 

a/U 1/6 
tyś 0.22m 
bs* 0.40 m 
p a 10T/m2

Rys. 4 .2 . Przykład ta b lic y  ite ra c y jn e j
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nieniu redukcji i lo ś c i  węzłów wynikłej z warunków sym etrii 
ustroju  i  obciążenia, u stró j posiada bcwiem 30 węzłów prze­
strzennych) .

4 .2. Obliczenia porównawcze

Przedstawiona wyżej metoda zastosowana zosta ła  do ob lic ze - 
n ia szeregu wybranych ustrojów płytowo słupowych. Były to  
u s tro je  czterokondygnacyjne, stanowiące n iejako cały  budynek 
oraz u s tro je  jednokondygnacyjne w postaci wydzielonego stropu 
pośredniego. K szta łt p ły t stropowych ograniczono do rozp ię­
tych na s ia tce  kwadratowej p ły t jedno i  dwupolowych ze wspor­
nikami o kole jno zmiennym wysięgu: a/l = 1/3; 1/4; 1/6 i
1/12. Charakterystykę rozwiązanych ustrojów płytcwo-słupowych 
wraz ze stosowanymi obciążeniami przedstawiono na rys. 4 .3.

Dla porównania wyników uzyskanych przy uwzględnieniu prze­
strzennej pracy ustroju  z wynikami rozwiązań przybliżonych, 
dokonano ob liczen ia  tych wybranych ustrojów, stosując metodę 
ram zastępczych. W obliczeniach tych potraktowano p ły tę  jako 
pręt o odpowiedniej sztywności, przy czym płaszczyzny podzia«- 
łu przestrzennego ustroju  płytowo-słupowego na odpowiednie 
u stro je  p łaskie -  zwano da le j prętowymi -  przeb iegały wzdłuż 
l i n i i  połowiących odległość między słupami. Zastosowano ob­
ciążen ia  analogiczne do obciążeń ustrojów płytowo—słupowych. 
Dla obciążeń pionowych uwzględniono dwa schematy ich  przeka­
zywania:

schemat a: -  gdzie na u stró j prętowy przekazuje s ię  ob­
c iążen ie  z powierzchni p ły ty  wydzielonej lin iam i połowiącymi 
odległość między punktami podparcia, przy czym na każdy k ie­
runek przekazuje s ię  całość obciążenia;

schemat b : -  gdzie na u s tró j prętowy przekazuje s ię  obcią­
żanie z powierzchni p ły ty  wydzielonej lin iam i przechodzącymi 
przez punkty podparcia, a tworzącymi z krawędziami kąt 45°. 
Całkowite obciążenie je s t  tu rozdzielone na dwa k ierunki.

Ha podstawie przeprowadzonych ogółem 64 i t e r a c j i  momentów 
d la  nstrejów przestrzennych i  104 i t e r a c j i  momentów dla ustro­
jów płaskich można stw ierd z ić , źe pracochłonność rozwiązania
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ustrojów przestrzennych nie była w ie le  większa od pracochłon­
ności rozwiązania ustrojów płaskich. Porównanie wyników tych 
ob liczeń  pozw oliło  na w yciągn ięcie szeregu wniosków zarówno 
odnośnie pracy ustrojów płytowo-słupowych, i  możliwości 
zastępowania w obliczeniach ustrojów przestrzennych przez 
u s tro je  p łask ie . Pon iżej podane w dużym skrócie n iektóre 
z tych wniosków.

I'omenty zginające w słupach ustrojów przestrzennych od ob­
c iążen ia  równomiernego wszystkich kondygnacji są zależne od 
a/l i  rosną w miarę zmniejszania wsporników. Jednakże stosun­
k i wzajemne między momentami (w poszczególnych przekrojach 
słupa przy danym a/ l) są praktycznie n iezależne od a/l w omai- 
wianym p rzed z ia le . Stwierdzono także, że is to tn e  d la  wymiaro­
wania wartości momentów przywęzłowych w płytach pośrednich 
n ie  różn ią  s ię  między poszczególnymi kondygnacjami (d la  dane­
go a / l) w ięcej n iż o 5$. Pozwala to  na jednakową konstrukcję 
wszystkich p ły t pośrednich ustroju .

Rozdział momentów w ustroju  o p łyc ie  dwupolowej pomiędzy 
słupy środkowe i  skrajne n ie odpowiada podziałowi ustroju  na 
pasy lin iam i połowiącymi od leg łośc i między słupami. Przy ob­
ciążeniach jednostajnie rozłożonych na wszystkich kondygnar- 
cjach słupy skrajne przenoszą momenty mniejsze o k ilk a  do 
kilkunastu procent, niżby to  wynikało z tego podziału. Przy ob­
ciążeniach rozłożonych w sposób szczególny (np. szachownico­
wy) ro zd z ia ł momentów między poszczególne słupy waha s ię  
w szerszych granicach.

Momenty przywęzłowe w p łyc ie  wydzielonego ustroju stropu 
pośredniego są zawsze w iększe,n iż odpowiednie momenty w s tro ­
p ie  pośrednim ustroju  wielokondygnacyjnego. !!adwyźka ta  d la 
obciążeń jednostajn ie rozłożonych na wszystkich kondygnacjach 
wynosi w zależności od a/l — a przy obciążeniach szcze­
gólnych dających maksymalne momenty ujemne -  1*6#. Momenty 
przywęzłowe w słupach wydzielonego ustroju  stropu pośredniego 
różn ią  s ię  znacznie od odpowiednich momentów w ustroju  w ielo­
kondygnacyjnym i  n ie mogą być,bez znacznej korekty, traktowa­
ne jako ich  p rzyb liżen ie .
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R o z w i ą z a n i a  u s t r o j u  p r z e s t r z e n n e g o  p ł y t o w o - s ł u p o w e g o  n i e  

m o ż n a  w  s p o s ó b  z a d a w a l a j ą c y  z a s t ą p i ć  z w y k ł j m  r o z w i ą z a n i e m  a n a ~  

l o g i c z n e g o  u s t r o j u  t r a k t o w a n e g o  j a k o  p r ę t o w y .  N o g ó l n y m  p r z y ­

p a d k u  p o w s t a ł y  w  t e n  s p o s ó b  b ł ą d  noże b y ć  z n a c z n y ,  p r z y  c z y t a  

p r o b l e m  t e n  z  n a j w i ę k s z ą  o s t r o ś c i ą  w y s t ę p u j e  p r z y  o b c i ą ż e n i a c h ,  

r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  s z c z e g ó l n y ,  n p .  s z a c h o w n i c o w y «

S t w i e r d z o n o  j e d n a k  w p e w n y c h  p r z y p a d k a c h ,  ż e  o d p o w i e d n i e  

( k o r e s p o n d u j ą c e )  w y k r e s y  m o m e n t ó w  w  s ł u p a c h  u s t r o j u  p r z e s t r z e n ­

n e g o  i  p ł a s k i e g o  m o ż n a  p r z y j ą ć  w p r z y b l i ż e n i u  j a k o  p o w i n o w a t f  

D o t y c z y  t o .  p r z y  o b c i ą ż e n i a c h  j e d n o s t a j n i e  r o z ł o ż o n y c h  n a  

w s z y s t k i c h  k o n d y g n a c j a c h ,  w y k r e s ó w  m o m e n t ó w  d l a  d a n e g o  kierun­
k u  n i e z a l e ż n i e  o d  a / l ,  a  p r z y  o b c i ą ż e n i a c h  r o z ł o z o n y c h  w  s p o ­

s ó b  s z c z e g ó l n y  -  o d p o w i e d n i c h  p a r  w y k r e s ó w  ( w  z a l e ż n o ś c i  z a ^  

r ó w n o  o d  k i e r u n k u  j a k  i  a / l ) .  S t ą d  t e ż  w  s z e r e g u  p r z y p a d k a c h  

• i s t n i e j e  m o ż l i w o ś ć  o k r e ś l a n i a  m o m e n t ó w  w u s t r o j u  p ł y t o w o  s ł u ­

p o w y m  p r z e z  o d p o w i e d n i ą  k o r e k t ę  w y n i k ó w  u z y s k a n y c h  n a  p o d s t a ­

w i e  r o z w i ą z a n i a  u s t r o j u  p r ę t o w e g o .  Z d w ó c h  s t o s o w a n y c h  w  u s t r o ­

j a c h  p r ę t o w y c h  s c h e m a t ó w  p r z e k a z y w a n i a  o b c i ą ż e n i a ,  t r a d y c y j ­

n i e  s t o s o w a n y  " s c h e m a t  a "  d a j e  z w y k l e  w s t o s u n k u  d o  u s t r o j u  

p r z e s t r z e n n e g o  w y n i k i  b e z p i e c z n e ,  n a j c z ę ś c i e j  z e  z n a c z n ą  n a d ­

w y ż k ą  ( s i ę g a j ą c ą  n i e k i e d y  d o  5 0 # ) .  W i d a ć  s t ą d ,  ż e  r o z w i ą z a n i e  

d o k ł a d n e ,  n i e w i e l e  b a r d z i e j  p r a c o c h ł o n n e ,  p o z w a l a  n i e  t y l k o  

n a  p r a w i d ł o w e  o k r e ś l e n i e  m o m e n t ó w  w u n t r o j u ,  a l e  t a k ż e  p r o w a ­

d z i  d o  o s z c z ę d n i e j s z e j  k o n s t r u k c j i .  " S c h e m a t  b "  p r z e k a z y w a n i a  

o b c i ą ż e ń  n a  u s t r ó j  p r ę t o w y  d a j e  w w i ę k s z o ś c i  p r z y p a d k ó w  w a r ­

t o ś c i  m n i e j s z e ,  n i ż  t o  w y n i k a  z  r o z w i ą z a n i a  d o k ł a d n e g o  i  s t o ­

s o w a n i e  g o  b e z  o d p o w i e d n i e j  k o r e k t y  j e s t  n i e w s k a z a n e .  O g ó l n i e  

b i o r ą c ,  g d y  n i e  m a  m o ż l i w o ś c i  r o z w i ą z a n i a  u s t r o j u  p ł y t o w o -  

- s ł u p c w e g o  w s p o s ó b  d o k ł a d n y ,  m o ż n a  r o z w i ą z a ć  g o  j a k o  u s t r ó j  

p r ę t o w y ,  s t o s u j ą c  d l a  z m n i e j s z e n i a  p o w s t a ł e g o  w t e n  s p o s ó b  

b ł ę d u  w s k a z ó w k i  i  w s p ó ł c z y n n i k i  k o r y g u j ą c e  z a w a r t e  w  s z c z e ­

g ó ł o w e j  c z ę ś c i  p r a c y .
W z g l ę d n i e  n a j d o k ł a d n i e j s z e  r o z w i ą z a n i e  p r z y b l i ż o n e  m o ż n a  

u z y s k a ć  w p r o w a d z a j ą c  d o  r o z w i ą z a n i a  p r ę t o w e g o  m o m e n t y  u t w i e r ­

d z e n i a  j a k  d l a  p ł y t y .
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Przy poziomym obciążeniu ustroju  płytowo-słupowego o pły­
tach kwadratowych momenty utwierdzenia w fundamencie są o 
94-16% większe od wartości obliczonych dla ustroju  prętowego.
W pozostałych rozważanych przekrojach różn ice między rozwią­
zaniem płytowo-słupowym a prętowym mają już mniejsze znacze­
n ie .

Momenty w słupie skrajnym ustroju  płytowo-słupowego o pły­
tach dwupolowych przy obniżeniu podpór środkowych stanowią 
od 92# (d la  a/l = 1/3) do 60# (d la  a/l = 1/12) wartości mo­
mentów obliczonych d la  schematu prętowego. Is tn ie je  więc 
przy dokładnych obliczeniach możliwość uwzględniania znaczne­
go zmniejszenia momentów w słupach budynków o ustroju płytowo- 
-słupowym wznoszonych na terenach eksp loatacji górn icze j.
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CU THB PROBLEM OP PLAT SLABS

S u m m a r y

P la t slabs constitu te the basic load carrying element in 
bu ild ings constructed by the l i f t - s la b  method or by the method 
o f l i f t i n g  whole s to r ie s . Conctrary to  the m ajority  of reports 
published to  date, which dea lt mainly w ith  the inner region  of 
a m u lt i- f ie ld  slab , th is  paper concerns slabs w ith small num­
ber of f ie ld s ,  p a rticu la r ly  one—f ie ld  or tw o -fie ld  slabs can— 
t ile v e re d  over the lin e  of supports.

In  the model in vestiga tion s  carried  out four d iffe r e n t  can­
t i le v e r s  were talcen in to  consideration in  order to  estab lish  
th e ir  in fluence on the behaviour of the s lab . These in ves tiga - 
tion s  made i t  possib le to  determine — among others — fo llow in g  
q u a n tit ie s :

-  the in fluence surfaces of bending moments and d e flec tion s  
from a point load and from a concentrated moment tra v e ll in g  

along the edge,
-  bending and tw is tin g  moments from d if fe r e n t  loading sy­

stems including independent displacements of supports,
-  rotations cf the slab at the points o f support from uni­

form ly d istribu ted  loads, from bending moments concentrated 
over supports, and from independent displacements c f supportst

On the basis of obtained resu lts  there have been calcular- 
ted the envelope lin es  of bending moments and d e flec tion s  as 
w e ll as moments of encastrement at the supports from d iffe ren t 
loading schemes considering d iffe re n t s ize  of the can tilever.
A separate chapter (the second) deals w ith the estimation of 
the accuracy o f resu lts .

Out cf the problems of p ra ctica l design of f l a t  slabs there 
have been worked out:
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-  a method fo r  optimal d iv is io n  o f the slab in to  s tr ip s  of 
equal s te e l percentage,

-  an approximate method of design o f prestressed f l a t  slabs 
adopting the beam method; i t  comprises the design fo r  a llo ­
wable stresses as w e ll as a "balance design" method conside­
r in g  the condition of no d e fle c t io n  under the dead load,

-  a desing method o f prestressed f l a t  slabs based on model 
te s ts .

In  chapter 4 a method has been given fo r  ca lcu lating  bu il­
dings of no beam construction taking in to  account the spa tia l 
behaviour of such structures without any s im p lifica tion s .
I t  i s  an it e r a t iv e  method based p a r t ia l ly  on model te s t  resu lts . 
The structure shown in  P ig . 4.3 has been calculated according 
to  th is  method.

The paper presented constitutes merely an extensive summa*- 
ry  o f the complete author’ s report under the same t i t l e .
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ПРОБЛЕШ БЕЗБАЛ ОЧНЫХ БЕСКАПИТЕЛЬНЫХ ПЕРЕКШТИЙ

С о д е  р ж а н и е

Безбалочные бескапительяые перекрытия это существенный кон­
структивный элеменъ зданий воздвиганых методом подъемных пере­
крытий или подъемных этажей. Б отличии от большинства сущест­
вующих до сих пор работ, касающихся внутреннего пространства 
многопанельной плиты, здесь автор занимается плитами о немно­
гочисленном количестве панелей, а в особенности одно и двухпа­
нельными плитами с перевешенными консолями.

В модельных исследованиях для определения влияния консолей 
на роботу плиты, автор всегда учитывал четыре различные разме­
ры консолей. Эти исследования дали возможность определить меж­
ду прочими такие величины как:

- поверхности инфлюэнтных линий изгибающих моментов и изги­
бов от единичной силы, а также от единичного момента перемеща- 
ющагося вдоль края плиты.

-  изгибающие и крутящие моменты от различной системы нагру­
зок, при этом от независимого смещения опор.

-  углы поворота плиты в точках опор от равномерно распреде­
ленных нагрузок, от единичных моментов на опорах, а также от 
независимого перемещанкя опор»

На основании полученных результатов актор рассчитал обемлю- 
щие эпюры изгибающих моментов и изгибов, а также моменты укреп­
ления плиты на опорах при различных схемах нагрузок с учетом 
четырех различных размеров консолей. Особый роздел (2 -й ) вме­
щает оценку точности полученных результатов.

По вопросам практического проектирования безбалочных бесжа- 
пительных перекрытий обработано:

- метод, который дает возможность разделить плиту н а  полосы, 
в которых находиться однаковый процент армирования.
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-  приближенное проектирование предварительно напряженных 
безбалочных бескапительных перекрытий при использованию балоч­
ного метода. Этой метод вмещает проектирование не только на ос­
нове допускаемых напряжений, а также на основе исполнения усло­
вия, при котором предварительное напряжение исключает изгибы
от постоянной нагрузки.

-  метод проектирования предварительно напряженных безбалоч­
ных бескапительных перекрытий на основании испытания моделей.

В розделе 4-том представлен метод рассчета построек плито- 
во-колонной конструкции. Этот метод перераспределения моментов 
частично опирается на испытании моделей. Учитывает он простран­
ственную работу конструкции без необходимости введении упроще­
ний. Этим методом исполнено рассчет конструкции показаных на 
рис. 4 .3«

Представленая работа является сокращением большой работы ав­
тора под тем же заглавием.



Z E S Z Y T Y  N A U K O W E  P O L IT E C H N IK I Ś L Ą S K IE J  

ukazują się w  następujących seriach:

A . A U T O M A T Y K A
B. B U D O W N IC T W O

Ch. C H E M IA
E. E L E K T R Y K A

En. E N E R G E T Y K A
G. G O R N IC T W O  '
IS. IN Ż Y N IE R IA  S A N IT A R N A

M F. M A T E M A T Y K A -F IZ Y K A
M. M E C H A N IK A

NS. N A U K I  S P O Ł E C Z N E

Dotychczas ukazały się następujące zeszyty 

serii B :

B udow n ictw o
Budow n ictw o
Budow n ictw o
B udow n ictw o
Budow n ictw o
Budow n ictw o
B udow n ictw o
Budow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
Budow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
B udow n ictw o
Budow n ictw o

z. 1, 1956 r.,
z. 2, 1957 r-,
z. 3, 1S60 r.,
z. 4, 1961 r.,
z. 5, 1962 r.,
z. 6, 1962 r.,
z. 7, 1961 r.,
z. 8, 1962 r.,
z. s , 1962 r.,
z. 9, 1963 r.,
z. 10, 1964 r.,
z. 11, 1964 r.,
z. 12, 1964 r-,
z. 13, 1964 r-,
z. 14, 1964 r.,
z. 15, 1965 r.,
z. 16, 1965 r.,
z. 17, 1965 r..
z. 18, 1966 r..
z. 19, 1966 r-,
z. 20, 1967 r.,
z. 21, 1968 r.,

s. 84, zł 13,50
s. 75, zł 14,25
s. 104, zł 28,50
s. 107, z! 18,75
s. 156, zł 12,90
s. 111, zł 8,90
s. 118, zł 9,20
s. 86, zł 6,25
s. 128, zł 8,85
s. 80, zł 4,40
s. 81, zł 6,—
s. 78, zł 5,85
s. 90, zł 6,90
s. 143, zł 6,25
s. 262, zł 16,25
s. 111, zł 10,—
s. 136, zł 8,75
s. 91, zł 5,40
s. 110, zł 7,—
s. 95, zł 5,—
s. 224, zł 12,—
s. 125, zł 7,—




