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Przedmowa do wydania trzeciego.

Przed paru laty wyczerpane zostało już drugie wydanie, 
wobec tego okazała się nagląca potrzeba nowego wydania, 
które opracowałem i wydrukowałem podczas wojny światowej.

Wykonanie klisz i d ru k , przedstawiały znaczne tru 
dności, a i papier mógł być użytym tylko taki, jak i był do 
rozporządzenia.

Wydanie trzecie zostało poprawione i nieco rozszerzone, 
aby j e utrzymać na wysokości obecnej nauki. Opuściłem j ednak 
teoryę zeskładów żelbetowych, którą wydałem osobno przed 
rokiem.

Przy tej sposobności podziękować muszę swym asysten
tom p. Ludwikowi Pazirskiemu, p. Adamowi Kurylle i p. W ła
dysławowi Wisłouchowi za wykonanie rysunków, przeliczanie 
przykładów i pomoc w obliczaniu tablic i korekcie.

Polskich inżynierów^ proszę, aby przyjęli to wydanie z ży
czliwością i wyrozumiałością ze względu na czas woj enny.

We Lwowie, w lipcu 1916 r.

Dr. M aksym ilian  Thullie.

Druk ukończono w sierpniu 1917 r,





W S T Ę P .

S t a t y k a  b u d o w l i  l u b  z a s t o s o w a n a ,  zw ana także 
m e c h a n i k ą  b u d o w n i o z ą  (n. Baumechanik, Statik der Bau- 
constructionen, fi-, mécanique appliquée, an. stałics applied, 
r. CTpoHTenr.nan MexauiiKa), jes tto  nauka o w arunkach równo
w agi i o wytrzym ałości zespołów budowlanych, zastosowana do 
obliczenia ich wymiarów i kształtów . Oczywiście nie możemy 
tu  mówić o teoryi wszystkich zespołów budowlanych, lecz omó
wim y tylko teoryą najw ażniejszych zespołów, gdyż obliczenie 
mniej ważnych zespołów i szczegółów najlepiej daje się połą
czyć z opisem ich u stro ju , który je s t przedmiotem odrębnych 
nauk, ja k  n. p. budownictwa wodnego, budowy mostów i t. d. 
Pominiemy tu  także obliczenie mostów, ponieważ odmienny 
sposób obciążenia robi obliczenie ich tak  zawiłem, że je s t  ono 
przedmiotem osobnej nau k i, tak  zwanej t e o r y i  m o s t ó w  
(n. Théorie der Brüclcen), również teoryą zeskładów żelbetowych, 
k tórą opracowałem osobno *).

Przedmiot nasz podzielimy według tego, czy materyał użyty 
do zespołu jest mniej lub więcej sprężysty. A więc będziemy 
mówili najprzód o wytrzymałości materyałów sprężystych drze
wa i żelaza, potem bardzo mało sprężystego kamienia, a na- 
koniec o wytrzymałości materyału niesprężystego ziemi.

Jak  wiadomo, dwa są główne sposoby rozwiązywania za
gadnień mechaniki, sposób analityczny i wykreślny. Będziemy 
używali jednego i drugiego sposobu naprzemian według tego, 
który w danym razie prędzej prowadzi do celu ; często zaś po
damy obliczenie według obydwu sposobów, których wyniki służą 
wtedy do wzajemnego sprawdzenia.

Naukę o równowadze sił, wyłożoną sposobem wykreślnym, 
nazywamy s t a t y k ą  w y k r e ś l n ą  (n. graphische Statik, fr. 
statique graphique, an. graphie statics). W  dalszym ciągu przy

*) Tlmllie. Teoryą żelbetu, Lwów 1915.
Statyka. 1
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puszczać będziemy znajomość głównych zasad mechaniki rozu
mowej. Dla związku i przypomnienia ich czytelnikom wyłożymy 
je  jednak w poszczególnych rozdziałach, ale jak  najkrócej i ty l
ko o tyle, o ile one służą za podstawę dalszych praw i twier
dzeń, wchodzących w zakres statyki zastosowanej. Główniejsze 
zasady zaś statyki wykreślnej wyłożymy w pierwszym rozdziale.

Stąd wynika następujący podział przedmiotu:
A. Wiadomości wstępne ze statyki wykreślnej.
B. Wytrzymałość zespołów drewnianych i żelaznych.
C. Teorya sklepień.
D. Budowle ziemne.
E. Mury oporowe.

Jako dodatek:
Literatura. .

-------------



-  3 —

A. Wiadomości wstępne ze  statyki wykreślnej.

I. Składanie sil.
§. 1. Siły, przecinające się w jednym punkcie.

Do oznaczenia s i ł y  (n. Kraft, fr. force, an. farce, cz. siła, 
r. cnjia) potrzebne są trzy znamiona : j ej w i e l k o ś ć  (n. Grosse, 
fr. grandeur, intensité, an. magnitude, cz. velilcost, r. Bennnnna), 
k i e r u n e k  (n. Riclitung, fr. direction, ligne d'action, an. d i
rection, line of action, cz. smcr, r. nanpaBJienie) i p u n k t  z a 
c z e p i e n i a  lub p r z y ł o ż e n i a  (n. Angriffspunkt, fr. point 
d’application, an. point of action, o f application). Vonieważ punkt 
zaczepienia w kierunku siły możemy dowolnie przełożyć, wy
starczy do oznaczenia siły zamiast punktu zaczepienia p o ł o 
ż e n i e  s i ł y  (n. Lage, fr. position, an. position , r. nono3euie), 
t. j. jeden punkt, przez który kierunek siły przechodzi. "Wszyst
kie te znamiona dadzą się łatwo przedstawić wykreślnie za- 
pomocą linii p roste j, której długość zawiera tyle jednostek 
długości, ile jednostek siły zawiera siła i której kierunek i po

łożenie przedstawia kierunek i poło
żenie siły. Po tej samej linii prostej 
może siła działać w dwu przeciwnych 
kierunkach : aby więc określić dokła- 

rys- 1- dnie, w* którym kierunku działa dana
siła, czyli jaki jest jej to k  (fr. sens), 
dodajemy strzałkę w odpowiednim 
kierunku (rys. 1.). Nazywamy siłę al
bo jedną litei'ą Pl , P2. . lub też dwie
ma literami n. p. AB, przyczem po
rządek liter oznacza tok siły.

Jeżeli dwie siły P, i P2 (rys. 
2.) przecinają się w punkcie O, to 
możemy je zastąpić jedną siłą 1?, 
którą nazywamy w y p a d k o w ą  (n. 

Resultirende, fr. résultante, an. résultant, cz. vÿslednice, r. pa-
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in[o6HHCTByioiii,aa cnna), a siły Pi i P2 s k ł a  do w e m i (n. Com- 
ponente, fr. composante, r. cocTaBnaa cnna).

Wiemy, że jeżeli dwie siły działają, na punkt materyalny, 
to  drogi, które punkt pod działaniem tych sił w j ednostce czasu 
przebiegnie, są proporcyonalne do icli wielkości, a zatem do 
O A i OB. Jeżeli siły P, i P2 równocześnie działają na punkt O, 
to ten punkt przy końcu jednostki czasu znajdzie się w punkcie C, 
gdyż droga spowodowana siłą P, je st O A, a siłą P2 jest AC, 
względnie OB. Długość OC przedstawia więc siłę, którą punkt 
O poruszony, znajdzie się w jednostce czasu także w punkcie C, 
a  zatem siłę, zastępującą działanie sił Pi i P 2, czyli wypadkową. 
Z  tego wynika następne prawidło składania dwu sił przecina
jących się: wykreślamy siłę P, =  O A, z punktu A wykreśla
my AC XX OB =  P, i łączymy punkt O z punktem C; prosta 
OC jest wypadkową. Do punktu C dojdziemy jednak także, 
wykreśliwszy P 2 =  OB, a z punktu B BC  £j: O A =  P ,. A za
tem porządek, w którym składamy siły, jest obojętny.

Mając złożyć kilka sił, przecinających się w jednym punk
cie (rys. 3,), postępujemy w ten sposób, żo składamy naj przód

trzymujemy wypadkową wszystkich sił R. Wykreślanie pro
stych W.,, Wz itd. możemy opuścić, a zatem chcąc znaleśó wy
padkową sił P ,, P2.. . .  P„ , kreślimy wielobok, którego boki są 
równoległe do wszystkich sił po porządku. Prosta, łącząca po
czątek wieloboku O z końcem jego n (tu 6“), daje wielkość 
i  kierunek wypadkowej R.

dwie siły Px i P2, 
z których wypad
kową W 2 składamy 

następnie z siłą 
P 3 =  2 3; wypad
kową otrzymaną

3 W3 składamy z siłą

rys. 3.

P 4 =  3 4 , te siły 
daj ą znowu wypad
kową JP4, którą 

składamy z siłą P5 
i td. . . .  P„ składa
my wreszcie z wy
padkową W„., i o-
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"Wielobok ten nazywamy w i e l o b o k i e m  s i ł  (n. Kraft- 
polygon, fr. polygon de forces, an. force polygon, cz. cara slozek, 
r. MHoroyrojiBHHicB ciura), a może on być płaskim lub prze
strzennym, według tego, czy wszystkie siły składowe działaja 
w jednej płaszczyźnie, czy nie. Z rys. 3. wynika, że rzut wy
padkowej na jakąbądź prostą jest równy algebraicznej sumie 
rzutów składowych. Porządek, w jakim siły składamy, je st tu  
obojętny; dla dwu sił udowodniliśmy to powyżej, dla więcej 
sił zaś, zmieniając porządek dwu po sobie następujących sił, 
możemy uzyskać dowolny porządek.

Dla r ó w n o w a g i  (n. Gleichgewicht, fr. équilibre, an. equi
librium, r. paimoBHcie), tj., aby punkt, na który siły działają, 
pozostał w spoczynku, wypadkowa R  -wszystkich sił musi być 
równą zeru czyli ostatni punkt wieloboku musi przypaść na 
początkowy punkt wieloboku O, a zatem wielobok musi być 
z a m k n i ę t y m .  Dla wielokoku w płaszczyźnie musi więc być 
d la  r ó w n o w a g i  s u m a  r z u t ó w  s k ł a d o w y c h  n a  d w i e  
p r z e c i n a j ą c e  s i ę  p r o s t e  r ó w n a  ze r u .

R o z k ł a d a n i e  (fr. décomposition) siły na składowe jest 
bardzo łatwe. Chcąc rozłożyć siłę P  (rys. 4.) na składowe, czy
nimy ją  wypadkową dowolnych sił 01 i 1 A, lub też 02, 23,

34, 45, 5A. "Widzimy, że można 
znaleść nieskończoną ilość skła
dowych, dających jako wypad
kową siłę P. Aby więc zadanie 
było oznaczone, muszą być dane 
pewne warunki. Jeżeli n. p. roz
kładamy siłę P  na dwie skła
dowe, mogą być dane wielkość 
i kierunek jednej siły składowej, 

g j lub też wielkości albo kierunki
obu składowych. Rozwiązywanie 

podobnych zadań sprowadzamy zatem do wykreślnego rozwią
zywania trójkąta z trzech danych elementów.

Kierunek wypadkowej wyznacza nam przytem kierunki 
sił składowych, jeżeli pamiętać będziemy, że tok sił składo
wych w wieloboku sił jest przeciwny tokowi wypadkowej, czyli, 
że wypadkowa jest równą i wprost przeciwną sile, którą do- 
daćby trzeba, aby wielobok był zamknięty.
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§. 2. Siły, działające w płaszczyźnie na układ punktów stale 
połączonych. Wielobok sznurowy.

Niechaj siły P, i P 2 działają na dwa punkty stale połą
czone A t i A 2 (rys. 5.). Przedłużmy kierunki obu sił aż do prze
cięcia się w punkcie A, to możemy te siły złożyć, jak  wyżej.

rys. 5.

Jeżeli A 1 ==■ Pi a A 2 =  P 2, to wykreślmy 13 .tf J  2, a otrzy
mamy A 8 =  R, a zatem położenie, kierunek i wielkość wy
padkowej. Tego sposobu składania sił nie możemy jednak użyć 
w wypadku, gdy siły składowe są równoległe, bo punkt A leży 
w takim razie w nieskończoności i jakkolwiek z wieloboku sił 
otrzymalibyśmy wielkość i kierunek wypadkowej, to jej poło
żenie byłoby nam nieznanem. Będziemy się zatem starali zna- 
leść inny ogólny sposób składania sił, któryby i w tym wy
padku dał się zastosować. Rozłóżmy siłę P, na dwie dowolne 
składowe A XB  i Ai C, których wielkość otrzymamy z wielo
boku sił 0'O  i Ol'. Również rozłóżmy siłę P 2 na dwie składowe, 
z których jedna niech będzie równa i wprost przeciwna sile 
.4 ,(7 =  1 '0 . Z wieloboku sił otrzymamy kierunek i wielkość 
drugiej składowej O 2', wykreślamy więc CD ±t O 2'. Zamiast 
sił P, i P ,2 mamy więc teraz cztery siły, z których dwie j ednak 
ylj C i CA, się znoszą tak, że zostają tylko dwie B A i i DC. 
Przez ich punkt przecięcia się E  przechodzi więc wypadkowa 
R  0 '2 '. Kierunki sił A^B  i A {C obraliśmy dowolnie, siły te 
przecinają się w O. Jeżeli teraz przyjmiemy inne kierunki sił 
składowych, przecinające się w innym punkcie O', to ponieważ



punkty  O' i 1' w wieloboku sił są stałe, punk t przecięcia się 
kierunków sił składowych O' określa dokładnie ich kierunki. 
Możemy więc zam iast tych dowolnych kierunków obrać dowol
nie punkt O przecięcia się tych  dwu sił w wieloboku sił. P unkt 
ten nazyw am y b i e g u n e m  (n. Pol, fr. póle, an. pole, r. nojnocn), 
wielobok B A , GD w i e 1 o b o k  i „e m s z n u r o w y m  (n. Seilpoly- 
gon, fr. poły gon funieulaire, an. funicular, cord or link poły gon, 
r. BepeBOUHBiii MrioroyrojibHiiKB), bo gdy w miejsce linij m ate
m atycznych tego wieloboku pomyślimy sobie sznury, zaś w B  
i D zaczepimy siły równe O O' i O 2', to system ten  będzie 
w równowadze, a proste 0  0 ' 0 1 '  i 0  2 ' będą przedstaw iały 
ciągnienia (względnie ciśnienia) sznurów. Linie, łączące biegun 
z wierzchołkami wieloboku s i ł , nazywam y p r o m i e n i a m i  
(n. Słrcml, fr. rayon polaire, an. ray, r. pagiycu.).

§. 3. Siły równoległe.
Mając złożyć dwie siły r ó w n o l e g ł e  (n. parallel, fr. p o  

rallele, cz. rovnobezne, r. napajuienbutin), (rys. 6.) Pi i P2, wy
kreślamy wielobok 
sił 0 12 , który tu  
staje się jednąlin ią 
prostą, równoległą 

do kierunku sił. 
WypadkoAva U ró
wna się w tym  wy
padku algebraicz
nej s u m i e  składo
wych, więc R  =  02. 
Aby otrzymać poło
żenie wypadkowej 

R, obieramy dowolnie biegun O, kreślimy promienie, a do nich 
równolegle boki wieloboku sznurowego. Przecięcie się jego bo
ków skrajnych wyznacza wedle poprzedniego paragrafu poło
żenie wypadkowej, równoległej do składowych.

Jeżeli mamy złożyć dwie siły P, i P„ (rys. 7.) równole
głe , ale działające w przeciwnych kierunkach*), postępujemy 
w ten sam sposób. Wypadkowa jest tu  różnicą sił składowych 
i ma kierunek siły większej. Punkt przecięcia się boków skraj
nych C "wyznacza położenie wypadkowej.

*) W  rys. 7. tok siły  P, pow inien być przeciwnym .

— 7 —

rys. 6.



Z rysunku widzimy, że trójkąty 012 i E A E  są podobne, 
a stąd A E  : A B  — P2: 00, zatem

AE. 0 0 = P 2 . A B : ........................................ 1)
dalej są także trójkąty A B E  i 001 podobne, więc

B E  : A B = B j : 00, a stąd 
B E . O0=Pi .A B  . . .

Podzieliwszy rów. 2) przez rów. 1), otrzymamy 
B E  Px

2)

A E  ~ P 2
.............................. 3)

A zatem jeżeli 
na kierunkach sił 
P1 i P 2 odetniemy 
A P = P : i P O = P ,, 
to prosta FG  musi 
przechodzić także 
przez 0.

A więc dla dwu 
sił równoległych, 

ale działających 
w przeciwnych kie
runkach , możemy 

wyznaczyć położenie wypadkowej, jeżeli wielkość siły P, ode
tniemy na kierunku siły P2 i na odwrót i końce tych długości 
połączymy. Linie, łączące końce tych długości, A B  i FG  prze
tną się na kierunku wypadkowej.

Jeśli jednak dwie siły równoległe, działające w przeciwnych 
kierunkach, są sobie równe, wtedy wypadkowa R — O, a punkt 
zaczepienia jej C usuwa się w nieskończoność, bo wtedy bok 
pierwszy i ostatni są równoległe, a więc wypadkowa takich sił 
je st nieskończenie małą i działa w oddaleniu nieskończenie 
wielkiem. Dwie siły takie nazywamy_.p a r ą s i ł  (n. Krdftepaar, 
fr. couple, cz. dvojica sil). Ponieważ wypadkowa pary sił jest 
równa zeru, więc działając na system punktów, stale połączo
nych, nie wywołuje ruchu postępowego, lecz ruch tylko obro
towy w kierunku, wskazanym strzałką (rys. 8.).

§. 4. Moment statyczny.
Para sił nie mierzy się wielkością wypadkowej, bo ta  równa 

się zeru, lecz działaniem jej obrotowem, które wyznaczamy
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m o m e n t e m  s t a t y c z n y m ,  (n. statisches Moment, Drehungs
moment, fr. moment, an. moment, cz. staticlcy moment, r. cra- 
Tiiaeciarii MOMenm). Moment danej siły ze względu na prostą, 
około której ruck ma nastąpić, czyli ze względu na oś m o m e n t u  
(n. Drehungsaxe, fr. axe du moment, r. ocb), jestto iloczyn siły

przez r a m i ę  m o m e n t u  (n. Hebelarm, 
fr. bras de levier, an. lever arm) czyli od
ległość siły od osi momentu. Jeżeli przez 
ramię momentu i siłę położymy pła
szczyznę, to przecina ona oś w ś r o d k u  
m o m e n t u  (n. Momentpunlct, fr centre 
du moment, an. centre of moment). de

f t ^  g_ żeli więc siły działają, w płaszczyźnie,
to spuściwszy prostopadłą na kierunek 

danej siły z środka momentu, otrzymamy jej ramię momentu. 
Moment, którego kierunek obrotu jest zgodny z obrotem wska
zówki na zegarze, będziemy nazywać d o d a t n i m  (n. positiv, 
fr. positif, an. positive, r. n o n o h f i  t  e jib h li ii ), zaś moment, dzia
łający w przeciwnym kierunku, u j e m n y m  (n. negativ, fr. né
gatif, an. negative, r. otpu 'iareaimhü). Moment pary sił ze wzglę
du na dowolny środek momentu O (rys. 8.) nazwijmy M,, 
tedy P ,= P 2,

. M ,= - P , .O A  + P,.OB*=— P  ̂ (s+ y )+ P p j= :-P ,s .
Ponieważ y  znika z rachunku, więc moment pary sił zostaje 
ten sam dla jakiegokolwiek środka momentu i równy jest jednej 
sile, pomnożonej przez odstęp obu sił, czyli prostopadłą, spu
szczoną z jakiegokolwiek punktu jednej siły na drugą.

Jeźelibyśmy obie siły pary sił złożyli, otrzymalibyśmy 
według §. 3. wypadkową nieskończenie małą, działającą w od
daleniu nieskończenie wielkiem; moment jej będzie więcO.oo,

Dwie pary sił, złożone z sił nierównych, ale mające 
równy moment statyczny, są równe tak, że możemy jedną za
stąpić drugą.

§. 5. Składanie ilukolwiek sił.

Mając złożyć kilka sił P , , P2, P 3, P 4 (rys. 9.), składamy 
najprzód dwie siły P, i P2, a mianowicie kreślimy wielobok sił 
012, obieramy dowolnie punkt O, kreślimy promienie 00, 01, 
02 i równolegle do nich wielobok sznurowy A BOD. Przez M,
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punkt przecięcia się boków A B  i GD, przechodzi P 12 wypad
kowa tych dwóch sił Pl i P,, wielkość jej jest 02. Z tą wy
padkową i?,o złóżmy teraz siłę P?:. Uskutecznimy to , jeżeli 
w wieloboku sił wykreślimy 23 = P\,, poprowadzimy z tego sa
mego bieguna O promień 03 i wykreślimy wielobok sznurowy. 
Pierwszym bokiem, równoległym do 00, niech będzie prosta AM,

drugim J/D 02, trzecim będzie D E\\03. R , , wypadkowa sił 
P )2 i P3, czyli P ,, P2 i P3, będzie więc równa 08 i przecho
dzić przez punkt N  przecięcia się boków skrajnych AB  i DE. 
Z  siłą P, 3 złożymy dalej siłę P4 i otrzymamy w ten sam spo
sób Avypadkową wszystkich sił P = 0 4 . Przechodzić ona będzie 
przez punkt F  przecięcia się boków skrajnych AB  i EG.

Łatwo pojmiemy, że jeżeli przy składaniu sił chodzi nam 
tylko o ostateczną wypadkową R , to możemy tok konstrukcyi 
uprościć, opuszczając wyznaczenie sił P 12, P , ;i itd. A więc wy
starczy, jeżeli dla danych sił P , , P2, P 3 i P4 wykreślimy wie
lobok sił, obierzemy dowolnie biegun O, poprowadzimy pro
mienie i wykreślimy równolegle do tych promieni wielobok 
sznurowy ABCDEG. Wypadkowa P = 0 4  przechodzi przez punkt 
F  przecięcia się boków skrajnych wieloboku sznurowego, ja- 
kieśmy to powyżej udowodnili.
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Wielobok sił i wielobok sznurowy są figurami odwr o-  
t n e m i  (n. reciprolc), gdyż, jak  widzimy z rys. 9., każdemu bo
kowi wieloboku sił czyli każdej sile odpowiada wierzchołek 
kąta w wieloboku sznurowym i odwrotnie. Przy tern samem 
położeniu bieguna odchylają się dwa po sobie następujące boki 
wieloboku sznurowego n. p. A B  i BC  tern więcej, im większa jest 
odnośna siła P , , a więc kąt AB C  j est tern większy, im większa 
jest siła P ,. Gdyby Pt = 0 ,  toby i kąt ABC=Q, t. j. linie A B  

"~~~V~BC~tworzyłyby jedną prostą. K ąt wieloboku sznui-owego po
zwala także wnioskować o kierunku siły, dwa boki jego bowiem 
nachylone są zawsze w kierunku śtrzałki. Każdy bok wieloboku 
sznurowego jest równoległy do promienia wieloboku sił, łączą
cego biegun z punktem przecięcia się dwóch sił, między któ- 
remi bok ten leży. Tak n. p. BC  jest równoległem do Ol, a 1 
jest punktem przecięcia się sił P t i P 2 w wieloboku sił, mię
dzy któremi BC  leży.

Gdy dodamy do sił P, , P2, P , i P4 siłę — P, równą P, 
mającą to samo położenie, lecz działającą w kierunku przeci
wnym, wtedy nastąpi równowaga, to jest dany układ punktów 
pozostanie w spoczynku. Widzimy więc, że dla równowagi 
musi się zamknąć nietylko wielobok sił, ale i wielobok sznu
rowy, gdyż pierwszy i ostatni jego bok muszą się przecinać 
na kierunku ostatniej siły.

Gdy wielobok sił się zam yka, a wielobok sznurowy niet 
wtedy złożywszy wszystkie siły składowe przócz jednej P„, 
otrzymamy wypadkową Pj i P „  które muszą być sobie równe 
i wprost przeciwne, bo z powodu, że wielobok sił się zamyka, 
P = P ,+ P „ = 0 ,  czyli R i = — P„, z powodu zaś, że wielobok 
sznurowy się nie zamyka, położenie P, będzie inne, niż Pn; 
a zatem po złożeniu wszystkich sił otrzymamy dwie siły ró- 
Avnoległe, równe a wyprost przeciwne, czyli parę s ił , której 
działanie mierzymy momentem. Układ punktów nie będzie 
wtedy miał wpraAvdzie ruchu postępowego (bo P  =  0), lecz bę
dzie miał ruch obrotowy. Analitycznie możemy Avyrazić po
wyższe tAvierdzehie a v  ten sposób:

Jeżeli rozłożymy w szystkie siły na składoAve, d z ia ła ją c e ; ' 
a v  dwu przecinających się kierunkach, to dla r ó w n o w a g i  
m u s i  b y ć  s u m a  s k ł a d o w y c h  w s z y s t k i c h  s i ł  w o b y 
d w u  k i e r u n k a c h  r ó w n a  z e r u  (Avielobok sił zamknię- \
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ty) i  s u m a  m o m e n t ó w  r ó w n a  z e r u  (wielobok sznurowy 
zamknięty).

"Wszystko cośmy powyżej mówili o składaniu sił w ogóle, 
da się zastosować do sił równoległych (rys. 10.). Chcąc złożyć

siły równoległe Pt , 
, -P3 i P i , kre

ślimy wielobok sił, 
który tu  przedsta
wia j edna linia 
prosta, kreślimy da
lej wielobok sznu
rowy, którego boki 
skrajne przedłużo
ne przecinaj ą się 
w punkie G, wy

znaczającym położenie wypadkowej R. Jej wielkość (i?=04) 
i kierunek otrzymujemy z wieloboku sił. Składania sił ró
wnoległych zapomocą wieloboku sznurowego używamy przy 
wyznaczeniu środka ciężkości powierzchni złożonych z prosto
kątów lub trójkątów.

§. 6. Dalsze własności wieloboku sznurowego.

Z poprzedniego widzimy, że przecięcie się dwu skrajnych 
boków wieloboku sznurowego wyznacza położenie wypadkowej, 
co odnosi się nietylko do dwóch, ale i do więcej sił. Ponieważ 
wypadkowa musi przechodzić także przez punkt przecięcia się 
sił P, i P2, więc położenie jej je st yi Aj (rys. 11.), przyczem Ą E X 
musi być równoległe do 02. Ale proste 02 i A E X są szóstymi 
bokami dwu czworoboków zupełnych (czworoboków wraz z obiema 
przekątniami) 0 ,0 1 2  i A A XEXB X, których pięć boków jest na
wzajem równoległych. Zewnętrzne boki czworoboków nawzajem 
równoległe następuj ą po sobie w obu czworobokach w przeci
wnym kierunku. Stwierdza się tu  przeto twierdzenie geome
tryczne, że j e ż e l i  w o b u  c z w o r o b o k a c h  z u p e ł n y c h  
m a m y  p i ę ć  boków,  k o l e j n o  w j o r z e c i w n y m  k i e r u n k u  
l i c z ą c ,  n a w z a j e m  r ó w n o l e g ł y c h ,  t o  i s z ó s t e  b o k i  
m u s z ą  b y ć  r ó w n o l e g ł e .  Jeżeli biegun zmienimy i  zamiast 
punktu O, obierzemy punkt 02, to otrzymamy inny wielobok 
sznurowy C%A 2B2D2. Przez zmianę bieguna nie zmieniamy wy

Rys. 10.
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padkowej, bo według §. 2. możemy biegun obrać dowolnie. 
Z tego w ynika, że przecięcie się boków skrajnych E2 musi 
znowu leżeć na prostej A E i . A więc g d y  b i e g u n  p r z e s u w a  
s i ę  w j a k i m k o l w i e k  k i e r u n k u  po p ł a s z c z y ź n i e ,  
p u n k t  p r z e c i ę c i a  s i ę  b o k ó w  s k r a j n y c h  w i e l o b o k u  
s z n u r o w e g o  p o r u s z a  s i ę  po l i n i i  p r o s t e j ,  w y z n a 
c z a j ą c e j  k i e r u n e k  w y p a d k o w e j .  Z rys. 11. możemy 
jednak udowodnić jeszcze jedno prawidło. Widzimy mianowi

cie, że bok 0 l 0 2 jest szóstym bokiem trzech czworoboków 
zupełnych 0 i 0 2 01, Oi 0 212 i O, 0 , 02, którego odpowiednimi 
bokami w czworobokach zupełnych FiF2A iA 2, F2 F3 B 2 
i F iF2E iE2 są F^F2, F2F2 i Fi F3, a których reszta pięć bo
ków jest nawzajem równoległa. Z tego wynika, że i szóste 
boki są równoległe, a więc boki Fi F2 , F2F2 i F tF3 są równo
ległe do 0 l 0 2, a punkty przecięcia się Fi} F2 i F3 muszą 
leżeć na prostej równoległej do Oi 02. Możemy zatem napisać 
następujące twierdzenie:

J e ż e l i  b i e g u n  p o s u w a  s i ę  na  p ł a s z c z y ź n i e  
w l i n i i  p r o s t e j ,  t o  w s z y s t k i e  b o k i  w i e l o b o k u  s z n u 
r o w e g o  o b r a c a j ą  s i ę  o k o ł o  p u n k t ó w  p r o s t e j ,  r ó 
w n o l e g ł e j  do d r o g i  b i e g u n a .
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To sarno twierdzenie da się udowodnić i dla więcej sił 
składowych.

Przypuśćmy teraz, że mamy złożyć siły P ,, P 2, P3 i P 4 
(rys. 12.) i że przyjmiemy biegun w 0, w początku pierwszej 
siły P, i wykreślimy wielobok sznurowy ABCDE , to widzimy, 
że promienie wieloboku sił przedstawiają wtedy wielkość i kie

runek wypadko
wych, np. 03 przed
stawia wypadkową 
s iłP ,, P , i P3,a  bo
ki wieloboku sznu
rowego , równole
głe do tych pro
mieni, wyznaczają 
położenie tych wy
padkowych. A za
tem, jeżeli biegun 
przyj mieni}' w po

czątku pierwszej siły wieloboku sił, to boki wieloboku sznu
rowego wyznaczają położenie wypadkowych wszystkich sił od 
pierwszej aż do bok ten poprzedzającej, promienie zaś przed
stawiają wielkości tych sił. Wielobok sznurowy staje się wtedy 
wi e l o  b o k i e m  w y p a d k o w y c h  (n. Mittelkraftlinie, cz. cara 
vyslednic).

§. 7. Wykreślne wyznaczenie momentu statycznego.
Mając wyznaczyć sumę momentów statycznych kilku sił 

P , , P, , P3 i P4 ze względu na punkt dany A (rys. 13.), skła
damy te siły w wypadkową R  i wyznaczamy moment wypad
kowej , który rówma się algebraicznej sumie momentów sił 
składowych, gdyż wypadkowa, zastępując w działaniu wszystkie 
siły składowe, sprawić musi taki sam moment, jak  wszystkie 
składowe. Jeżeli prostopadłą, spuszczoną z środka momentu A 
na wypadkową R, nazwiemy r, to suma momentówr sił P , , P 2, 
P 3 i P 4, równa momentowi wypadków'ej :

M = I t r ......................................................4)
Poprowadźmy przez punkt A równoległą M N  do wypad

kowej i nazwijmy odcinek M N  tej prostej między bokami 
skrajnymi y, to otrzymamy dwa trójkąty podobne, a miano-
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■wicie EM N  oo 040, bo wszystkie ich boki są nawzajem ró
wnoległe. Stąd wynika, że podstawy obu trójkątów mają się 
do siebie, jak  wysokości, więc

y : r = R :b ,  a stąd R r—by.
Wstawiwszy wreszcie z rów. 4) M —Rr , otrzymamy:

3 I= b y . . . . . . i .  . 6)
Odległość bieguna od wypadkowej, czyli długość b pro

stopadłej, spuszczonej z bieguna na wypadkową R, nazywamy
o d l e g ł o ś c i ą  b ie 
g u n o w ą  (n. Pol- 
distanz, fr. distance 
polaire, an. pole di
stance, cz. vzdale- 
nost polarna). Mo
żemy więc rów. 5) 
wyrazić w następu- 
jących słowach: 

M o m e n t  s t a 
t y c z n y  s i ł  Pi , 
P 2, P „ . . .  j e s t  r ó 
w n y  i l o c z y n o 

wi  o d c i n k a  y m i ę d z y  b o k a m i  s k r a j n y m i  w i e l o -  
b o k u  s z n u r o w e g o  r ó w n o l e g ł e j  do  w y p a d k o w e j ,  
p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  ś r o d e k  m o m e n t u ,  p r z e z  od
l e g ł o ś ć  b i e g u n o w ą .

Odległość biegunową możemy uważać też j ako siłę, a mia
nowicie jako składową, prostopadłą do wypadkowej sił, wyra
żonych skrajnymi promieniami 00 i 04. Ponieważ według rów.
5) otrzymujemy moment, mnożąc odcinek y  odległością biegu
nową b, więc dobrze będzie, jeżeli biegun 0  przyjmiemy tak, 
aby odległość biegunowa dała się wyrazić według podziałki 
sił jakąś liczbą całą n. p. 1, 2, 4, 5, 10, 50; to nam ułatwi 
odczytanie momentu na podziałce.

Moment jest, jak  wiemy, iloczynem siły przez długość. 
Mierzymy więc moment jednostką, powstałą z pomnożenia siły 
przez jednostkę długości. Jeżeli zatem n. p. mierzymy siły ki
logramami, a długości metrami, to jednostkę, którą mierzymy 
moment, nazywamy kilogrammetrem (kgm). Jeżeli odcinek y
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mierzymy jednostką, długości, to musimy -wtedy odległość bie
gunową uważać za siłę i mierzyć jednostką sił i na odwrót.

Chcąc uniknąć mnożenia, możemy wykreślić podziałkę, na 
której odczytany odcinek y  da nam wprost moment w kgm. 
Aby wyznaczyć tę podziałkę, dość będzie pamiętać o tern, że 
chcąc odczytać daną długością liczbę b razy większą, musimy 
jednostkę podziałki wziąć b razy mniejszą. A więc odczytujemy 
najprzód b na podziałce sił i robimy jednostkę długości b razy 
mniejszą, a uzyskamy podziałkę dla momentów.

Ponieważ moment jest równy iloczynowi odcinka y  przez 
odległość biegunową, więc im większą przyjmiemy odległość 
biegunową, tern mniejszy odcinek otrzymamy dla momentu 
i odwrotnie. Chcąc otrzymać wyraźny rysunek, musimy przyjąć 
zatem odpowiednio małą odległość biegunową.

II. Belka prosta.
§. 8. Wykreślne wyznaczenie sił zewnętrznych dla obciążenia 

ciężarami skupionymi.
Dotychczas zajmowaliśmy się składaniem sił wr płaszczyźnie 

w ogólności; teraz będziemy mówić o działaniu ich na belkę.
D ź w i g a r e m  

(n. Träger, fr. 
poutre, an. gir
der ; truss, cz. 
tram, r. Garnca), 
nazywamy część 
budowli, służącą 
do przeniesienia 
sił na podpory. 
L in ię , łączącą 
środki ciężkości 

pojedynczych 
przekrojów, na
zywamy os i ą  
d ź w i g a r u (n. 
Axe, fr. axe, an.

axis, cz. osa r. oc b). Na dźwigar A B  (rys. 14.), podparty w dwu 
punktach, działają pionowe siły P, , P 2 i P3. Gdyby dźwigar
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nie był podpartym, nastąpiłby rucli w kierunku 'wypadkowej; 
jeżeli zaś dźwigar je st podpartym, to powstają w punktach 
podparcia czyli p o d p o r  a c h (n. Auflager, fr. appui, an. support, 
r. onopa) A i B  siły, utrzymujące cały układ w równowadze. Siły 
te O, i 0 2 nazywamy o d d z i a ł y w a n i a m i  p o d p ó r  (n. Pfeiler- 
druclc, Auflagerdruck, fr. réaction des appuis, an. supporting 
force, reacting force, reaction, cz. realcce podporové, r. ornopn).

Naszem zadaniem jest teraz wyznaczenie oddziaływań, 
które, jak  już wspomnieliśmy, muszą utrzymywać dźwigar 
w równowadze. Kierunek oddziaływań zależy od kształtu i ro
dzaju ł o ż y s k  (n. Lager, fr. support, coussinet, an. support, 
bearing, r. noflyniua, noAuiununnr.), części budowli, na któiych 
bezpośrednio dźwigar spoczywa. Jeżeli oddziaływania są pio
nowe, dźwigar nazywamy wtedy b e l k ą  p r o s t ą ,  (n. gerader 
Träger, Balkenträger, Balken, fr. poutre droite, an. straight 
girder, beam, cz. tram prosty, r. upanaa Samca) i o takich tylko 
dźwigarach będziemy w tym rozdziale mówić. Chcąc wyzna
czyć wielkość oddziaływań Oi i 02, wykreślamy wielobok sił, 
robiąc 01, =  Pj, 1 2 = P 2, 28= P 3. Wiemy, że dla równowagi wie
lobok musi się zamknąć, więc O,-f- 0 2 =  30. Znamy zatem sumę 
obu oddziaływań ; aby zaś wyznaczyć wielkość każdego oddzia
ływania z osobna, wykreślamy wielobok sznurowy acdeb, kreśląc 
«c|| 00, c d \0 1  itd. Dla równowagi czworobok sznurowy musi 
być zamknięty. Ostatni bok wieloboku sznurowego, który mu
simy wykreślić, aby wielobok zamknąć, otrzymamy, łącząc 
punkty a  i i» przecięcia się skrajnych boków z kierunkami od
działywań, a więc tu  z pionowemi przez i  i 5 .

Prostą ab nazywamy z tego powodu l i n i ą  z a m y k a 
j ą c ą  albo z a m y k a j ą c ą  (n. Schlusslinie, fr. ligne limitante, 
droite de fermeture, an. closing line, cz. zakladna strana, r. 3a- 
mmkuioihuh). Poprowadzimy odnośny promień Om jj ab, otrzy
mamy punkt m , który podzieli długość 03 na dwie części, 
3m — 0 2 i rnO— O, , odpowiadające wierzchołkom a i b wieloboku 
sznurowego. Teraz bowiem siły P t , P 2, P3, O, i O, są w równo
wadze, bo wielobok sił i wielobok sznurowy się zamykają.

Ażeby wyznaczyć moment wszystkich sił, po lewej stronie 
punktu C leżących, ze względu na punkt C postępujemy, jakto 
wskazano w poprzednim paragrafie. Na rys. 14. mamy wykre
ślony odnośny wielobok sznurowy. Ponieważ wypadkowa jest

Statyka. 2
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pionow ą, więc spuszczamy z punktu  C pionow ą, a odcinek 
y — fg  między bokami skrajnym i ab i de, pomnożony przez od
ległość biegunową h, da moment M =hy. Zam iast mnożyć od
cinek przez odległość biegunową h, możemy zmienić dla mo
mentów podziałkę długości w stosunku 1 : h, a więc j eźeli sto
sunek-podziałki długości je s t t. j. jeżeli cm w rysunku
przedstaw ia a metrów w naturze, a odległość biegunowa h, jako 
siła uw ażana , równa się h tonnom , to stosunek podzia łk i, na 
której y  odczytuj emy wprost j ako moment, będzie ¿j— , t. j . 1 
centym etr na rysunku będzie przedstaw iał all tonmetrów. W i
dzimy więc, że przy  użyciu tej podziałki wszystkie odcinki 
pionowe w wieloboku sznurowym acdgeb przedstaw iają wprost 
momenty w odnośnych punktach belki. Pow ierzchnię, utw o
rzoną tym i odcinkam i, acdgeb nazywam y p o w i e r z c h n i ą  
m o m e n t ó w  (n. Momentenfläche, fr. surface representative des 
moments, r. nJioiąaAt momghtobb), gdyż ona okazuje wielkość 
momentów wzdłuż całej belki przy dauern obciążeniu. Ponie
waż siły, po lewej stronie przekroju C działające (wraz z od
działywaniem), stara ją  się belkę tern bardziej zgiąć, im większy 
ich moment ze względu na punkt C, przeto nazywam y w tym  
wypadku moment statyczny tych  sił także m o m e n t e m  z g i 
n a j ą c y m  (n. Biegungsmoment, fr. moment fléchissant, an. ben
ding moment, cz. moment ohybu, r. momohtb U3rn6a).

Jeżeli dla punktu  C utworzym y wypadkową wszystkich 
sił, po lewej stronie przekroju działających, (wraz z oddziały
waniem) i rozłożymy ją  na dwie składowe, jedną prostopadłą 
do osi w punkcie C, a d rugą, działającą w kierunku osi, to 
sk ładow ą, prostopadłą do osi w punkcie C, nazyw am y s i ł ą  
p o p r z e c z n ą  (n. Querkraft, Scherlcraft, fr. effort tranchant, 
an. shearing force, cz. sila pricna, posouvajica, r. nonepeunaa 
crura), bo ona stara się ściąć belkę w kierunku poprzecznym 
t. j. prostopadłym  do osi. D l a  b e l k i  p r o s t e j  p o z i o m e j  
i o b c i ą ż e n i a  p i o n o w e g o  s i ł ą  p o p r z e c z n ą  j e s t  s u m a  
w s z y s t k i c h  s i ł ,  p o  l e w e j  s t r o n i e  p r z e k r o j u  d z i a 
ł a j ą c y c h .  Siłę poprzeczną nazywam y d o d a t n i ą  (n. positiv, 

j fr. positif, an. positive),  jeżeli działa w kierunku z dołu do 
góiy na lewą część dźwigaru, w  przeciwnym  zaś razie u j e m n ą  
(n. negativ, fr. négatif, an. negative). Oznaczając Q siłę po
przeczną w punkcie O, otrzym am y Q =  O, —Pl —P 2 , a więc
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Q=mO—01—12=ra2. Punkty te m  i 2 możemy też otrzymać, 
poprowadziwszy z bieguna O Om i 02, równoległe do prze
ciętych boków wieloboku sznurowego al) i de. A zatem d la  
o t r z y m a n i a  s i ł y  p o p r z e c z n e j  w d a n y m  p u n k c i e  O, 
k r e ś l i m y  p r o m i e n i e  r ó w n o l e g ł e  do b o k ó w  w i e l o 
b o k u  s z n u r o w e g o ,  p r z e c i ę t y c h  p i o n o w ą  p r z e z  C, 
a o d c i n e k  m2 n a  w i e l o b o k u  s i ł  p r z e d s t a w i a  s i ł ę  
p o p r z e c z n ą .  Poprowadziwszy linie poziome z punktów m  i 2, 
otrzymamy p r —m2=Q.

Jeżeli to samo uczynimy dla innych punktów, t. j .  po- 
poprowadzimy z punktu m  i z punktów O, 1, 2 i 3 poziome, 
otrzymamy linią schodkową, z której widzimy, że siła poprze
czna zmienia się tylko w punkcie, gdzie działa jaka siła, 
a między dwiema siłami jest stałą.

Z rysunku widzimy, że siła poprzeczna zmienia swój znak, 
a więc tutaj staj e się uj emną, pod ciężarem, w obrębie którego 
leży punkt m. A zatem chcąc wyznaczyć ciężar, pod którym 
siła poprzeczna zmienia swój znak, należy wykreślić promień 
Om 1'ównoległy do zamykającej. Ciężar, który w wieloboku sił 
przetnie ten promień, jest ciężarem szukanym. Położenie siły 
poprzecznej znajdziemy, przedłużając pi-zecięty bok wieloboku 
sznurowego i zamykającą wr punkcie n.

Przykład. R ysunek 14. przedstaw ia belkę p rostą  A B  o rozpiętości 
21,5 m, na k tó rą  działa ją siły  P ,=  9 i, P2= 9 i,  P3 = 7 ,5 1 w punk tach  E , F  
i  G. P rzyjęliśm y przytem  następne podziałk i: dla długości 1 :500 czyli 

dla sił =  Odległość biegunow a A= 20  mm, w ięc jak o  s iła  
uw ażana, oznacza 2 0 1; podziałkę dla momentów, w yrażonych odcinkam i y, 
znajdziem y teraz, zm niejszając podziałkę długości w  stosunku 1 :20 , więc
'ó'-5 x h i' tw = Ió~7m' Pur>ktu C otrzym am y z rysunku jako  m om ent

f g = 8 mm  czyli w edług podziałki m o-

/?
m entów  80 im. Siłę poprzeczną w  C  
przedstaw ia rzędna pr, w ięc Q = —3 1.

Jeżeli wszystkie siły, dzia
łające po lewej stronie danego 
przekroju O (rys. 15.), złożymy 
w wypadkową Q, to wypadko
wa wszystkich sił po prawej 
stronie przekroju musi być —Q, 

bo wedle §. 5. suma wszystkich sił pionowych musi być równą 
zeru. Siła poprzeczna w punkcie C., je st zatem równa wypad-

A
■a

Rys. '15.
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kowej wszystkich sił, po lewej stronie przekroju działających, lub 
też wypadkowej wszystkich sił, po prawej stronie działających, 
z odmiennym znakiem. Czasem, jeśli np. po prawej stronie mamy 
tylko jedną siłę, korzystamy z tego ostatniego twierdzenia.

Ponieważ siły 0 lt Pu  P 2, P 3 i 0 2, a zatem i siły Q i — Q są 
w równowadze, więc obie siły Q muszą mieć to samo położenie.

a

'A.

P P
V

P

§. 9. Analityczne wyznaczenie sił poprzecznych i momentów.
Jeżeli siły P,, P2, P3 i P 4 działają na belkę A B  (rys. 16.), 

a  ich odległości od podpory B  nazwiemy u1 , a2, a3 i cz4, to
otrzymamy oddziaływanie O,, 
wyznaczając sumę momen
tów około punktu B , która 
dla równowagi ma być ró
wną zeru. Gdyby bowiem 
suma momentów wszystkich 
sił, działaj ących na belkę, nie

-5—

■Of 4
i u

Rys. 16.

-P4a4=0,

była równa zeru, to wypadkowy moment sprawiłby obrót belki,' 
co się sprzeciwia założeniu. A zatem :

O, l - P i a i — P i a 2— P 3a 3-

a stąd O, = P j-~  +  P 2~  +  P 3^~ +  P 4-— . . . .  6)

a że suma sił pionowych według §. B. ma być równą zeru, więc 
0 2= P 1+ P 2 +  P 3+ P 4- 0 1 . . . . . .  7)

Siłę poprzeczną Q w punkcie E  otrzymamy, tworząc sumę 
sił, po lewej stronie punktu E  działających, więc:

q = o ; -p 1- p 2 . . , . . . 8)
Nareszcie moment zginający uzyskamy, tworząc sumę 

momentów ze względu na punkt E  sił, działających po lewej 
jego stronie. Zatem:

M=0 j X—Pj bj —P 21)2 ..............................9)
Przykład. Niecliąj siły  11, 10, 9 i 9 i działa ją n a  belkę o rozpiętości 

10 m  w  punktach , oznaczonych n a  rys. 17. (podziałka 1:200).

O, it /¡?i Sc 
\
\c

t

------o.. >̂  __ __-—i—
-—

Rys. 17.
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W edług rów nan ia  G) m am y:

0 , =  - 1 ( 1 1 . 8 + 1 0 .5 + 9 .  4 + 9 .2 )  =  19,2 t.

Oj= (11  + 1 0 + 9 + 9 )  - 1 9 , 2  =  39 — 19,2 =  19,8 t.
Siła poprzeczna według rów nan ia 8) w punkcie C po lewej stron ie  

p u nk tu  zaczepienia siły 9 je s t:
<2=19,2 — 11 - 1 0  = - 1 , 8  t ; 

po prawei stronie punk tu  zaczepienia siły 9 m am y:
<2 =  19,2— 1 1 - 1 0 - 9  =  - 1 0 , 8  t.

A zatem  siła poprzeczna zm ienia się w punkcie O o 9 i. — Nareszcie 
o trzym am y m om ent w punkcie C  wrndług rów nan ia  9):

31=19,2X6 - 1 1 x 4 —10x1=115,2—54=01,2 tm.
Jeżeli na belkę A B  (rys. 18.) działają siły Px , P2 , P3, 

Pm, Pm+1 , Pn, to momenty w punktach zaczepienia sił dadzą się 
jeszcze wyznaczyć w inny sposób, wskazany p r z e z  Pelletreau*).

O, J? g  y? R  &
i

« .....■ & ; - >

’C D

--------- ~ -------- « i  • !----------------- . . . ___ 3

< — ....... . ¿ C s —  ....... ..... >*< ............- r ......................  < Z j--------
, :  -  r t

----------- ^

0t\

Rys. 18.

Wedle rów. 6) Pa, a moment w punkcie C

AIm Am—; / {a os,,,).
Podobnie otrzymamy dla punktu jj

O, %m+i A m P (a
A stąd

JAi+t AIm=̂  Oj(<rm-f i ®m) (a,n aVijr]')AjnP  
albo AM=Mn+1—Mn= em (O, — P) 

a że Oj—X P = Q m, więc
dM =emQ,„...........................................10)

A zatem r ó ż n i c a  m o m e n t ó w  w d w u  po s o b i e  n a 
s t ę p u j ą c y c h  p u n k t a c h  z a c z e p i e n i a  s i ł  r ó w n a  s i ę  
o d s t ę p o w i  t y c h  s i ł ,  p o m n o ż o n e m u  p r z e z  s i ł ę  p o 
p r z e c z n ą .

*) Ann. des ponts et chaus. 1887.
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Przykład. Chcąc wyznaczyć m om ent w  punkcie D  (rys. 17.), o trzy
m am y A 3 f= 2 x —10,8= — 21,6 tm , a  że w C m om ent 11=61,2 tm , w ięc 
w D 11, =61,2—21,6= 39,6 im. M oment w D  możemy jeszcze inaczej w y
znaczyć, m ianowicie 1/, =  O ,. 2 = 19 ,8x2= 39 ,6  tm.

§. 10. Dowolne obciążenie ciągłe.

Na belkę AB, podpartą w dwu punktach, (rys. 19.) działa 
c iężar proporcyonalny do powierzchni kreskowej. Ciężar tak i 
n ie  działający w jednym  punkcie, lecz rozłożony na części belki 
lu b  też na całej belce, nazywam y o b c i ą ż e n i e m  c i ą g ł e m

(n. stetige Belastung, fr. 
charge répartie, continue, 
an. distributed load, cz. 
obtizeni spojite, r. pacnpe- 
A'k'iëBHi.iii rpy3T>). Powierz
chnię A A 'B 'B  nazywam y 
p o w i e r z c h n i ą  o b c i ą 
ż e n i a ^ .  Belastung sflâche, 
fr. surface représentative de 
chargé). Bzędna jakakol
wiek n. p. CC', pomnożo
na. przez dx, przedstaw ia 
w tedy ciężar na długości 
dz a lb o , gdy w myśli 
przyjm iem y ciężar na  je 
dnostce długości sta ły  i tak i 
sam , ja k  w punkcie C, 
przedstaw ia rzędna CC' 
ciężar na- jednostkę dłu

gości czyli c i ę ż a r  j e d n  o s t k o  w y  (n. Belastung für die Läh- 
geneinheit, cz. pomëme obtizeni).

G dybyśm y podzielili powierzchnię obciążenia na niezliczoną 
ilość pasków, to  moglibyśmy uważać je  jako  c i ę ż a r y  s k u 
p i o n e  (n. Einzellast, koncentrirte Last, fr. poids concentré, r. 
KOHueiiTpnpoBannHił rpyan), działające w  środkach ciężkości pa
sków. Postępując dalej w  znany sposób, otrzym alibyśm y wie- 
lobok sznurow y o bokach nieskończenie małych, a zatem  wi
dzim y, że wielobok sznurow y zamienia się tu  nä k r z y w ą  
s z n u r o w ą  (n. Seilcurve, fr. courbe funiculaire, cz. krivJca vÿ-

B ys. 19.
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slednić). Ponieważ jednak nie możemy działać nieskończoną, 
ilością sił, więc podzielmy powierzchnię obciążenia na mniejszą 
ilość pasków, tu  n. p. na trzy paski, pionowemi CC' i BD'i 
oznaczmy powierzchnie tych pasków i proporcyonalne do nich 
ciężary P, , P2 i P , , które zaczepiają w środku ciężkości pa
sków. Mamy więc tu  trzy siły, dla których wykreślamy wie- 
lobok sił i wielobok sznurowy w znany sposób. Przedłużenia 
stycznych krzywej sznurowej w dwu punktach przecinają się, 
jak  wiemy, a v  prostej, wyznaczającej kierunek wypadkowej, 
a więc s t y c z n e  p u n k t ó w  l i n i i  s z n u r o w e j ,  o d p o w i a 
d a j ą c y c h  p u n k t o m  p o d z i a ł u  A, (7, D, P,  p r z e c i n a j ą  
s i ę  w p i o n o w y c h ,  p o p r o A v a d z o n y c h  p r z e z  ś r o d k i  
c i ę ż k o ś c i  o d n o ś n y c h  p a s k ó w .  Widzimy więc, źe boki 
wieloboku sznurowego są stycznymi do linii sznuroAvej i że 
p u n k t y  s t y c z n o ś c i  z n a j d u j ą  s i ę  w p i o n o w y c h ,  
p r z e c h o d z ą c y c h  p r z e z  l i n i e  p o d z i a ł u .  Otrzymawszy 
w ten sposób dostateczną ilość stycznych i punktów styczności, 
możemy Avykreślió linię sznurową A " O " D " B " . ■

Podobnie otrzymamy i siły poprzeczne. W  punkcie A siła 
poprzeczna równa się oddziaływaniu O ,— a0a, av punkcie C 
Q—Oj—P, = m 0 —Ol =  m l =  c0c. W  podobny sposób otrzymamy 
punkty d i b, a Avszystkie łączymy linią krzyAvą. Im więcej 
tych punktów wyznaczymy, tern dokładniej możemy wykreślić 
linię sił poprzecznych.

PÓAvnanie lin ii sznuroAvej da się w n astęp u jący  sposób 
A\ryznaczyć.

Rys. 20.

W  punkcie C (rys. 20.) nazwijmy rzędną linii sznurowej y, 
to styczna do linii sznurowej a v  tym punkcie nachylona jest 
do poziomu pod kątem ę , a

„ j  d y  _  Q
Stp~  d x ~  H '
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Dalej mamy < l ( J )  4 h )  "h  '

bo i i  je st stałem, a (¿Q = —gefo, więc

H d ^ d x ) ^ ~ qdX) CZyH

!! m U)
Jest to równanie różniczkowe~Iinii sznurowej.

Dla obciążenia ciągłego dowolnego da się także analitycznie
dowieść ważne twier- 
dzenie, podane przez 
S c l i w e d l e r a .  Dla 
dowolnego obciążenia 
ciągłego belki A B 
(rys. 21.) wyznaczmy 
w powyższy sposób, 
lub też analitycznie, 
oddziaływania. Jeżeli 

q = f  (x) oznacza ciężar jednostkowy, to oddziaływanie Ox otrzy
mamy według 6), uważając element qdx jako siłę skupioną,

O, = - y ^  q(l—x ) d x .............................. 12)

"Wyznaczmy teraz dla punktu O w odległości aą od lewej pod
pory siłę poprzeczną i moment Avedług 8) i 9), a otrzymamy

Rys. 21.

Q =O v q dx, 13)

zaś

iii"— Oj«, —^ q (xt —x)dx,

a stąd dla zmiennej xi pochodna:
,x.

131 A C * i A—  O . - i  . » t a - r t  ■
(DI
dx

14)

Widzimy zatem, że d la  d o w o l n e g o  o b c i ą ż e n i a  
c i ą g ł e g o  s i ł a  p o p r z e c z n a  w k a ż d y m  p u n k c i e  b e l k i  

| j e s t  p o c h o d n ą  m o m e n t u .  Z tego wynika bezpośrednio, że
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naj większość (maximum) momentów jest w tym punkcie, gdzie 
Q = 0  (rys. 19.).

Z rów. 13) wynika dalej 
dQ 
dx

a zatem
■= —

<IQ (PM
« — ¡ i i — S T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15)

Stad widzimy, że o b c i ą ż e n i e  j e d n o s t k o w e  j e s t  
p i e r w s z ą  p o c h o d n ą  s i ł y  p o p r z e c z n e j  a drugą pocho
dną momentu.

§. I I .  Obciążenie jednostajne zupełne.
Gdy ciężar jednostkowy jest stały, wtedy mamy o b c i ą 

ż e n i e  j e d n o s t a j n e  (n. gleichmdssige Belastung, fr. charge 
uniformément répartie, an. uniform load, cz. ohtiieni rovno- 
mërne, r. paBHOM Spiia« Harpti3Ka).

Gdy ciężar jednostkowy jest między granicami x' i xl 
stały =  qi , to dla tej długości mamy z rów. 18)

-? !* !  + G  i Cfe, — ?if— +  <?i . . .  16)
jeżeli Ć7 i (7, oznaczają ilości stałe.

Z rów. 16) widzimy, że jeżeli b e l k a  jest na pewnej dłu
gości o b c i ą ż o n ą  j e d n o s t a j n i e ,  to na tej długości l i n i a  
s i ł  p o p r z e c z n y c h  j e s t  p r o s t ą  a m o m e n t ó w  p a r a 
b o l ą .

Jeżeli w rów. 11) q je st stałem, to

l A = —qx+Cu  a ax

II?y = —q ~ + C ix+ C , ,

zatem krzywa sznurowa jest na tej długości parabolą.
Jeżeli w rów. 16) zrobimy qi = 0 , to Q, =  £7, M — Cx+ Ć7,, 

a zatem jeżeli b e l k a  na pewnej długości n ie  j e s t  w c a l e  
o b c i ą ż o n ą ,  to na tej długości l i n i a  s i ł  p o p r z e c z n y c h  
j e s t  r ó w n o l e g ł ą  do o s i ,  a l i n i a  m o m e n t ó w  p r o s t ą .

Jeżeli przytem cała belka jest obciążoną, wtedy obciążenie 
nazywamy j e d n o s t a j n e m  z u p e ł n e m  (n. to tale gleich
massige Belastung, an. total uniform load, r. nounaa paBno-

2
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MHpHaa narpn3x<a) i wtedy poprzednie wzory bardzo się upra
szczają.

a) L i c z e b n i e .  Ponieważ przy obciążeniu jednostajnem 
zupełnem belka jest symetrycznie obciążona (rys. 22.), więc 
dla obciążenia jednostkowego g

o1:=o2f= . p i ....................... i7)
Siłę poprzeczną Q dla dowolnego punktu C otrzymamy: 

Q = 0 , — g x = \g l—g x = ^ % { \—2x ) . . .  18)

Moment w punkcie C będzie:
M = O ix —gx±/x—-\glx—l-gz2—-}fgx  (1—x) . . 19)

Równanie 18) jest równaniem linii prostej, a mianowicie 
otrzym am y:

dla a;= 0  Q~=±gl,
,) a’=^1 Q ~  0, 
u x —l Q—

Linię sił poprzecznych otrzymamy więc, wykreśliwszy 
aai — bbi =  Ig i i połączywszy punkty a, i bi . Prosta ta prze
cina oś w połowie rozpiętości.

Rys. 22.

Równanie 19) dla momentów j est drugiego stopnia i przed
stawia parabolę o osi pionowej, przechodzącej przez środek 
belki. Z równania tego otrzymamy dla x —0 M  =  0, dla x = l  
M —0. Chcąc wyznaczyć największy moment, szukajmy, dla 
którego punktu będzie Q = 0.
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Z rów. 18) widzimy, że Q =0 dla x = \ t ,  a stąd odcinek, 
dla którego moment je s t’ największością, jest

x = \l ,  a najw  M = - |p l2 ..............................20)

b) " Wy k r e ś l n i e .  Możemy tu  postępować według ogólnej 
metody; jednak wiedząc, że linia sił poprzecznych jest juostą, 
a linia momentów parabolą, możemy obie te linie bardzo łatwo 
wykreślić w inny sposób. O linii sił poprzecznych mówiliśmy 
już powyżej ; aby wykreślić linię momentów, kreślimy wielobok 
sił, robiąc rs-=gl i prowadzimy promienie skrajne. Chcąc wy
kreślić wielobok sznurowy, prowadzimy równoległe do tych 
promieni A ' E r  O i B 'E \O s. Są to styczne paraboli, którą wy
znaczymy najłatwiej następnym znanym sposobem. Dzielimy 
obie styczne na równą ilość części (tu na 4) i łączymy punkty :
podziału, równemi oznaczone liczbami. Proste te są stycznemi j ; 
do paraboli, a punkty styczności mają odcinki dwa razy większe, 
niż lewy punkt podziału.

Konstrukcya ta da się zresztą łatwo uzasadnić. Pomyślmy 
bowiem, żeśmy całe obciążenie belki podzielili na dwie części 
linią pionową, poprowadzoną przez punkt G. Chcąc wykreślić 
wielobok sznurowy, styczny do linii sznurowej, szukamy środ
ków ciężkości. Widzimy na rysunku, że jeżeli punktowi C od
powiada punkt jjodziału 2, to środkowi ciężkości 8 t powierzchni 
obciążenia na długości A C  punkt 1, a odnośnemu punktowi S2 
dla długości CB punkt V . Styczny wielobok sznurowy będzie 
wtedy A'11 'B ', bo w czworoboku tym znamy już z poprzed
niego boki A 'l ,  l 'B ',  B 'A '. Czwarty bok ma być równoległy 
do Ot i przecinać się z bokami sąsiednimi na pionowych przez 
<5, i Su  musi to więc być prosta 1 1 '. A zatem prosta 1 1 ' jest 
styczną do paraboli w punkcie C".

Parabolę momentów możemy j ednak wykreślić nawet bez 
wieloboku sił, gdyż opierając się na znanej ivłasności paraboli 
i rów. 20), wiemy, że EE'-=2E'B=2-}gl1 = 'cg l2. Zrobiwszy więc 
E E ' = \g l \  mamy punkt E, kreślimy styczne A 'E  i B 'E  i po
stępujemy dalej, jak  wyżej.

Przykład. Obliczyć najw . M  i najw . Q dla belek stropow ych (1=4 m), 
umieszczonych w  odstępach 1-10 m, o obciążeniu 500 kgjm2.

Obciążenie n a  1 mb będzie y = l ‘1 0 x l'0 0  x  500=550 kg. W edług rów. 20): 
Najw. AT=J 550X ł0 0 2= 11000000 kgcm. W edług rów nan ia 18): Najwięk. 
<2=r 550X400=110000 kg.
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§. 12. Jednostajne obciążenie częściowe.
Jeżeli belka A B  obciążoną jest jednostajnie tylko na dłu

gości A C = x  (rys. 23.), postępujemy według metody ogólnej 
i za pomocą wielobolcu sił i wieloboku sznurowego otrzymu
jem y dwie styczne ad' i d'b. Na długości A C = x  otrzymujemy 
parabolę adc, a na długości nieobciążonej linia momentów cb 
jest prostą.

Liczebnie otrzym am y z równania 6) dla ciężaru jednost
kowego p

1 1 PX\  2 J 21 ’

dalej dla dowolnego punktu E  między A i C
<9 = 0 ,—p x\ .................................... 21)

M=  O,#, — \p x A 2 .................................... 22)
Równanie 21 .) dla sił poprzecznych na długości obciążo

nej je st równaniem 
prostej, a rów. 22.) 
dla momentów rów
naniem paraboli. 
Z rów. 21.) i 22.) 
widzimy ' też , że 
kąt nachylenia pro
stej sił poprzecz
nych i parametr 
paraboli zależne są 
tylko od ciężaru 
jednostkowego p, 
dla tego samego 
ciężaru j ednostko- 
wego p  będzie więc

prosta sił poprzecznych tak samo do poziomu nachyloną i pa
rametr paraboli będzie ten sam.

Dla punktu C jest a:, —x, więc z równania 21.) wynika, że
p x ( 2 l - x )  _  p x *  3

1 21 P 21 ' ' j 
Największy moment jest w tern miejscu, gdzie Q =  0 ; 

nazwijmy odnośny odcinek x2, to ?x<:h~ x)—px2=  0 , a stąd x2 —
X &-x) W stawiwszy to w  równanie 22.), otrzym am y
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najw M= px (21 — x) x (21 — x)
21 21

p x 2(2l—x)2
~ 8 P

** :> C7-yl i

24)

Na rysunku 24. przedstawiliśmy momenty i siły poprze
czne dla przypadku, gdy długość GB jest jednostajnie obcią
żoną. Otrzymamy wtedy liczebnie w zupełnie ten sam sposób, 
co pierwej, siłę poprzeczną w punkcie G

, P ( I - * ) 2+ 21 25)

Największy moment f f ‘ otrzymamy z rów. 24), wstawiwszy 
-x zamiast x, a więc

• -ir P /7 ,, Ni Pnajw j f « — (*_*)- (Z+*)-=---- ---------- 26)

"Wartości, które otrzymujemy w punkcie G dla siły po
przecznej z rów
nań 23) i 25) przy 
obciążeniu częścio- 
wem są większe, 
niż wartość) którą 
otrzymamy z rów
nania 18) dla ob
ciążenia zupełne
go, jeżeli przy tern 
przypuścimy p = g . 
Przeciwnie momen
ty  w każdym punk
cie są największe

dla obciążenia zupełnego, jak  to widzimy z porównania rów
nań 19) i 24).

Przykład. Obliczyć najw . M  i  najw . Q d la belek stropow ych o roz
piętości 5 m  odstępach 1,20 m, obciążeniu jodnostajnem  n a  długości 2 m  
od lewej podpory 450 (rys. 23). Obciążenie n a  1 mb będzie:

p= l,2 0 X l,0 0 X  X 450=540 kg jm = 0,M  t/m.
W edług rów nan ia (24):

najw M-
0,54X 22 (2 .5 -2 )-  

8 x 5 !
=  —0,691 tm,

■ ^  ss 2 .0 ,5 4 (5 —1) ncw A i  na>w <2= O, =  — =0,864 t.
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§. 13. Obciążenie ciągłe i ciężarami skupionymi.
Jeżeli 11 a belce znajdują się oprócz obciążenia ciągłego 

także ciężary skupione (rys. 25.), postępujemy wedle sposobu 
ogólnego. Zaczepiamy w środkach ciężkości powierzchni obcią

żenia ciągłego siły 
Ą» p 4 i Ps , kre
ślimy wielobok sił 
i wielobok sznuro
wy*, w który wkre- 

ślamy krzywą 
sznurową, pamię
tając, że części 
poszczególne krzy
wej są tu  parabo
lami, a punkty po
działu są punkta
mi styczności. W y
znaczenie oddzia
ływań nastąpi li
czebnie wedle rów.

6) i 7), momentów i sił poprzecznych wedle równ. 9) i 8) 
z uwzględnieniem tej okoliczności, że P 3, P 4 i P5 są wypad- 
kowemi obciążenia ciągłego.

Przykład. Na belkę o rozpiętości 4,50 m  działa ją następujące siły. 
Obciążenie jednostajne 300 kgjm  n a  długości 1,5 m  od lewej podpory na 
długości 2,5 m od praw ej podpory. Siły skupione = 1  w  odstępie 1,5 m  
od lewej podpory i P ,= 2  t w  odstępie 2 m od prawej podpory. W yznaczyć 
najw . M  i najw . Q. Tu je s t P3 =0,45 t, l \  =0,15 t, 74=0,6 t.

O ddziaływanie wyznaczym y z rów nań :
0 i  = (0 ,45  .3 .7 5 + 1  - 3 + 0 ,1 5  .2 ,25 +  2 .  2 + 0 ,G . 1 ): 4 ,5=2 ,19  i.

Siła poprzeczna będzie w  odstępie se=l,5 <3=2,19—0,46=1,74 t 
po praw ej stronie J\ <3=1,74—1=0,74 t 

dla jc=2 m Q = 0,74 t 
dla a-=2,5 m  §= 0 ,74—0,15=0,59 t 

po praw ej stronie P-, <3=0,59—2— —1,41 
na praw ej podporze § ——1,41—0,6— —2,01.

N ajw iększy moment, je s t tam , gdzie <3=0, a w ięc w  punkcie za
czepienia siły  P2

najw M =  2,19 X 2,5 —0,45 .1,75 — 1 . 1 —0,15.0,25 =  3,65 łm,

N a rysunku  otrzym ujem y dla podziałek i O, =  2-2, odległość bie
gunow a 6 =  2,05 t. najw  d i =  3,5 łm.
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§. 14. Belka jednym końcem utwierdzona.
Belka A B  (rys. 26.), jednym końcem utwierdzona, obcią

żoną jest ciężarami skupionymi P,, P2 i P 3. Chcąc wyznaczyć 
momenty i siły poprzeczne, wykreślamy, jak zwykle, wielobok 
sił i wielobok sznurowy acfb. Aby otrzymać powierzchnię mo
mentów, musimy na zasadzie §. 7. przedłużyć pierwszy i ostatni 
bok wieloboku sznurowego aż do pionowej przez B. Tu więc

Eys. 26.

nie mamy zamykającej wr tern znaczeniu, co dla belki w dwu 
punktach podpartej. Moment w punkcie E  przedstawia wtedy 
odcinek ee' między przedłużeniem pierwszego boku ab' a wie- 
lobokiem sznurowym, pomnożony przez odległość biegunową h. 
Największy moment otrzymamy dla punktu B.

~W rysunku przyjęliśm y stosunek podziałek i dalej Pt = 6  t,
Ą  =  16 f, P3= l l  i; l=r5 m, as— 4 nr, a3—2 m , h = iO  t.

Z  konstrukcyi otrzym aliśm y bb’= 2,8 m, w ięc
na]w M — —b b '. h ——2,8 . 4 0 = —112 im.

Z am iast mnożyć przez h m oglibyśmy wyznaczyć podziałkę momen
tó w , m ianowicie "Wedle tej podzialki odczytam y m om ent
w B  M =  —112 iw.
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Liczebnie otrzymamy:
0 1= P 1+ P 2+ ' P 3 j •

dalej dla punktu E
Q =  - P , - P 2, • ■

3 1 = - ? !  ( l - x ) - P 2 (a2— x )  

Dla x= 0, więc dla punktu B, otrzymamy
najw 31 =  —Pj 1— P 2 a2 —P 3 a3

. . .  27)

. . . 28)

. . . 29)

. . .  80)
W staw iw szy w artości wyżej podane w rów nanie 30), otrzym am y 

najto M = — (5X5 +  16X4 +  11X 2)= —111 tm. W yn ik , któryśm y otrzym ali 
sposobem w ykreślnym , różni się o 1 tm , czyli w podziałce m om entu
0 */* m m i co w ynika z niedokładności konstrukcyi.

§. 15. Belka wystająca.

Jeżeli belka CF (rys. 27.) podpartą jest nie na obu koń
cach, lecz w dwu punktach A i B  między końcami, to nazy

wamy ją  b e l k ą  w y 
s t a j ą c ą  (n. iiber- 
hängender Träger, fr. 
poutre reposant en 
deux points d ’appui 
intermédiaires). Chcąc 
wyznaczyć siły po
przeczne , oddziały
wania i momenty, po
stępujemy, jak  po

przednio; kreślimy 
wielobok sił i wielo- 
bok sznurowy acegfb, 
boki pierwszy ac i o- 
statni b f przedłużamy 
aż do przecięcia się 
z pionowemi podpo

rowemu i punkty przecięcia się a i b łączymy prostą zamyka
jącą ab. Promień O m \ab  dzieli długość 04 na dwie części
1 otrzymujemy 4 m — O2, m 0= O l .

Na rysunku przyjęliśm y stosunek podziałek y™ i dalej l= 3 m , 
a, =0,75 m, as=2 ,3m , 03= 1 ,5 5 »!, a4=0,75»i, P1= 4 ,5 i ,  P2= 8  i, P3= 6 i ,  
P4 =3,66 t, h—l l t .  O trzym aliśm y 0, =13,77 i, a m om ent w  G M —g g '. h =  
=0,45x11=4,95  tm.

>0
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Siły poprzeczne wykreślimy, jak  poprzednio, tworząc wy- 
kreślnie sumę wszystkich sił po lewej stronie przekroju. Chcąc spro
wadzić wszystkie siły poprzeczne do jednej osi, zrobimy c'i c'2= clo2 
i zamiast linii kreskowanej poprowadzimy z e'2 poziomą.

Liczebnie wyznaczymy oddziaływanie O ,, robiąc sumę 
momentów około punktu B  równą zeru, więc

— (a i + ^)+  Oll—P2a2—P 3a3 +  P 4a4 = 0,

zatem o B » y [P , (at +  P3O3 —P 4o4] . . .  31)

Znając oddziaływanie, łatwo obliczymy siły poprzeczne 
i momenty.

Dla naszego przykładu otrzym am y po w staw ien iu  w artości 
0 ,=J- [4,5(0,75 +  3 )+ 8 x 2 ,3 + 6 X 1 ,6 5 -3 -6 6 x 0 ,75]=13,91 t.

D la punk tu  (? otrzym am y teraz
Q =  -  Ą  +  Oi — Ą  =  — 4 ,5 + 1 3 ,9 4 -8 =  +1-44 t, 

albo, gdy przyjm iem y, że P3 działa po lewej stron ie przekroju,
Q =  _  pl + ą - Ą - Ą = —4,56 ł.

Dalej mam y
M  =  — 4,5 (0,75 +1,45) +13,94,57 X 1’45 — 8 X(2-3 —1‘55)=4,80 t .

Jeżeli belka wystająca obciążoną jest ciężarem ciągłym 
jednostajnym , postępujemy w ten sam sposób. Dzielimy po
wierzchnię obciążenia na paski, z ich środków ciężkości spu

szczamy pionowe (rys. 28.), kreślimy wielobok sił i wielobok 
sznurowy cefgd. Styczne końcowe w c i cl, równoległe do pro
mieni skrajnych, przedłużamy aż do pionowych podporowych, 

Statyka. 3
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punkty przecięcia się a i b łączymy zamykającą. Wykreśliwszy 
teraz z danych stycznych linię sznurową, która, jak  wiemy, 
jest dla obciążenia jednostajnego porabolą, otrzymujemy po
wierzchnię momentów w części dodatnią a w części ujemną. 
Wykreśliwszy Om | ab , otrzymamy oddziaływania 3 m = 0 2 
i m0 =  Oi , a stąd łatwo siły poprzeczne.

Liczebnie wyznaczymy oddziaływania, robiąc sumę mo
mentów około punktu B równą zeru. A więc dla obciążenia 
jednostkowego g

—gai ^ - ł - ^ j + ć y —^ 2+;lfl,'ai 2= 0 , a stąd

Ol = g ą i ( l + f | )  -$ ig }—i 9?2j -  • • • B2)

Znając oddziaływania, obliczymy łatwo momenty i siły 
poprzeczne w zwykły sposób.

B, W ytrzym ałość  zeskładów  drewnianych i żelaznych.

III. Wytrzymałość na wyciąganie i ściskanie.
§. 16. Ogólne pojęcia.

Dotychczas mówiliśmy o siłach zewnętrznych, działaj ą- 
cych na dźwigar, teraz zaś mówić będziemy o wpływie tych 
sił na dźwigar i siłach wewnętrznych, które w dźwigarze wy
wołują. Każde ciało wyobrażamy sobie jako zbiór nieskończe
nie małych cząstek t. z. drobin, oddzielonych j edne od drugich 
nieskończenie małymi odstępami, utrzymujących się w tych 
odległościach pod działaniem sił, równoważących się wzajemnie, 
tak  zwanych s i ł  m i ę d z y  o z ą s t k  o w y c h  (n. Molekularkraft, 
fr. force moléculaire, a. molecular force, r. Moneicynapriaa cnjia). 
Dla ciał stałych są siły przyciągające tak wielkie, że potrzeba 
znaczniejszej siły dla zmiany położenia cząstek. Wypadkowa 
tych sił, działających w danym przekroju, sprzeciwiająca się 
przesunięciu drobin, zależną jest od materyału. Własność tę 
ciał stałych nazywamy sp  ój n o ś ę i ą (n. Cohäsion, fr. cohésion).

Siły zew nętrzne, działające na belkę, sprawiają zmianę 
kształtu i wymiarów belki czyli o d k s z t a ł c e n i a  (n. Form
änderung, Deformation, fr. déformation, r. ge^opMagia), które
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po ustaniu działania sił zewnętrznych znika całkowicie lub 
częściowo. Tę własność c ia ła , która sprawia, że drobiny wra
cają do pierwotnego położenia po ustaniu działania sił zewnę
trznych, nazywamy s px^ŻLY-S t o ś i â  (n. Elasticität, fr. ćlasti 
cité, an. elasticity, r. yupyrocTt).

"Wszystkie ciała stałe są mniej lub więcej sprężyste; u drzewa 
odkształcenia są stosunkowo większe, u kruszców zaś bardzo 
małe. Jeżeli po ustaniu działania sił zewnętrznych ciało przy
biera zupełnie pierwotny kształt, to nazywamy je  z u p e ł n i e  
s p r ę ż y s t  e m (n. vollkommen elastisch, fr. parfaitement élastique, 
an. perfectly élastic), jeżeli zaś odkształcenie nie znika zupełnie, 
nazywamy je  n i e z u p e ł n i e  s p r ę ż y s t e m  (n. unvollkommen 
elastisch, fr. semi-élastique). Wszystkie ciała są dla małych ob
ciążeń aż do pewnej granicy zupełnie sprężyste, dla większych 
obciążeń stają się te ciała niezupełnie sprężystemi. Granicę tę 
nazywamy g r a n i c ą  s p r ę ż y s t o ś c i  (n. Elasticitätsgrenze, fi-. 
limite de l élasticité, an. elastic limit, limit of elasticity, r. 
npeAHJTB ynporocxy).

Po jej przekroczeniu ciała te są niezupełnie sprężystemi; 
część odkształcenia, nazwana o d k s z t a ł c e n i e m  s p r ę ż y s t e m  
(n. elastische Formänderung, fr. deformation élastique) znika 
po ustaniu sił zewnętrznych, reszta zaś, o d k s z t a ł c e n i e  
t r w a ł e  (n. bleibende Formänderung, fr. déformation pemanente, 
an. permanent set), pozostaje. Są ciała, które nawet pod wpfy- 
wem małych sił okazują tylko odkształcenie trwałe, nazywają 
się one wtedy p j a s t y c z n e m i (n. plastisch, bildsam, fr. p la 
stique, a. plastic, r. naaCTnanbiiie).

Granica sprężystości wedle powyższego określenia byłaby 
jednak bardzo nieoznaczoną, bo dokładniejsze przyrządy, zwła
szcza Bauschingera i Martensa przyrząd zwierciadlany, pozwa
lający odczytywać O'OOOl mm, udowodniły, że prawie wszystkie 
mateiyały wykazują przy miernych nawet obciążeniach już 
odkształcenie trwałe, chociaż nadzwyczaj małe. W  przyrodzie 
niema ciał ani zupełnie sprężystych ani zupełnie plastycznych. 
Ale doświadczenia te wykazały też, że odkształcenia przy nie
których ważnych technicznie materyałach, jak  żelazo spawane, 
stal, drzewo i innych, są do pewnej granicy proporcyonalne 
do obciążeń (rys. 29.). Granicę tę nazywamy g r a n i c ą  p ro - 

j p o r c y o n a l n o ś c i  (n. Proportionalitätsgrenze, fr. limited'' allon
gement proj)oriionël, r. npe;yh.Tb nponopmoiiajibHOCTn). t
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Na rys. 29. odcinamy przedłużenie względne Al, wywo
łane obciążeniami P, które odcinamy na osi OY. No punktu M, 
który tu  jest granicą proporcyonalnośei, otrzymujemy wtedy 
linię prostą. Gdy obciążenie przekracza tę granicę, odkształce
nia przestają być proporcyonalne do obciążeń, rosną mianowi
cie daleko szybciej, niż obciążenia, linia M N  je st przytem 
styczną do OM. Odcinając także odkształcenia trwałe, otrzy
mamy drugą krzywą kreskowaną, która się zacznie w E'. Po
nieważ dla obciążeń poniżej granicy proporcyonalnośei odkształ
cenia trwałe są tak małe, że je  w praktyce uważamy za nie
istniejące, różnica między E  i .1/ je st bardzo małą, więc też 
zwykle przyjmujemy, że granica proporcyonalnośei spada z gra
nicą sprężystości.

Po nagłem usunięciu sił zewnętrznych ciało powraca na
gle do swego pierwotnego kształtu , ale wskutek bezwładności

odkształca się potem w przeciwną stronę i dopiero po kilku 
drganiach px*zechodzi w stan spoczynku. Każde nagłe działanie 
siły lub uderzenie wywołuje takie drgania.

Jeżeli siły zewnętrzne będą po przekroczeniu granicy sprę
żystości ciągle wzrastały, to po przekroczeniu pewnej granicy 
(punkt N  wykresu) u niektórych materyałów odkształcenia na
gle bardzo wzrastają i drobiny przedstawiają już mały opór 
przesunięciu, jak  przy ciałach ciastowatych; baidzo małym 
obciążeniom odpowiadają wielkie przedłużenia. Granicę tę  na
zywamy g r a n i c ą  ci  a.s t o  wa  t  o ś c i (n. Fliessgrenze, Streck
grenze, fr. limite de ductibilite, a. yield point, r. mviano reue- 
nia). Przy dalszem wzrastaniu sił zewnętrznych nareszcie prze
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zwyciężą, one spójność i nastąpi tak  wielka zmiana położeń 
drobin, że siły międzycząsteczkowe przestają  działać, nastąp i 
więc rozdzielenie drobin i pojedynczych części ciała, a więc 
p r z e r w a n i e ,  z g n i e c e n i e  lub z ł a m a n i e ,  (n. Bruch, fr. 
rupture, an. failure) ciała. Całą spójność w tej chwili się obja
w iającą, a więc cały opór, jak i spójność staw ia zmianie poło
żenia drobin, nazywam y w y t r z y m a ł o ś c i ą  (n. Festigkeit, fr. 
résistance des matériaux, an. resistance, tenacity, r. conporn- 
BJieuie).

Na rys. 30. przyjęliśmy dla Al znacznie mniejszą po- 
działkę, niż w rys. 29., dlatego też prosta O il  spada prawie 
z osią 0 7 . Punkt N  oznacza granicę ciastowatości, B E ' przed
stawia siłę, która sprawia już przerwanie, chociaż następuje 
ona nieco później przy FF'.

Ponieważ siły zewnętrzne działają w rozmaity sposób na 
dźwigar, więc też i wytrzymałość rozmaicie się objawia. W e
dług tego rozróżniamy następne rodzaje wytrzymałości:

a) w y t r z y m a ł o ś ć  n a  w y c i ą g a n i e ,  (n. Zugfestigkeit, 
fr. résistance à la traction, an. resistance to stretching, r. co- 
npoTHBJienie na p^ĆBiBn), jeżeli wypadkowa sił zewnętrznych 
działa w kierunku osi dźwigara, starając się przekroje prosto
padłe do osi jedne od drugich oddalić;

b) w y t r z y m a ł o ś ć  n a  ś c i s k a n i e ,  (n. Druckfestigkeit, 
fr. résistance à la compression, an. resistance to compression, 
r. coirpoTHBjreune CiKariio), jeżeli wypadkowa sił zew nętrznych 
działa w kierunku osi dźw igara, starając  się przekroje prosto
padłe do osi zbliżyć jedne do drugich.

Oba te rodzaje wytrzymałości nazywamy w y t r z y m a 
ł o ś c i ą  b e z w z g l ę d n ą  (n. absolute Festigkeit). Dalsze rodzaje 
wytrzymałości są :

c) wry  t r z y  m a ł o ś ć  n a  ś c i n a n i e  (n. Schub festigkeit, 
fr. résistance à cisaillement, an. resistance to shearing, r. eo- 
npoTiuiJieiiie CKaJiMBaniio), jeżeli wypadkowe sił zew nętrznych, 
działających w płaszczyźnie, przez oś położonej, po jednej i po 
drugiej stronie idealnego przekroju, prostopadłego do osi, .s ta 
ra ją  się przesunąć przekroje, prostopadłe do osi, niezm ieniając 
ich oddalenia ;

d) w y t r z y m a ł o ś ć  n a  z g i n a n i e  (n. Biegungsfestig
keit, fr. résistance à la flexion, an. resistance of flexure, r. co-
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upoTiiBneiiie n3rii6y), jeżeli na dźwigar działają siły prosto
padłe do osi, starając się go wygiąć, i przekroje prostopadłe 
do osi tak  obrócić, że ich odstęp w rozm aitych punktach je s t  
różny ;

e) w y t r z y m a ł o ś ć  n a  - w y t o c z e n i e  (n. Kniclcfestigkeit, 
fr. résistance au flambage, an. résistance of crippling), jeżeli 
ciało o stosunkowo długiej osi pracuje na ściskanie, a przytem 
okazuje się wygięcie osi ;

f) w y t r z y m a ł o ś ć  n a  s k r ę c a n i e  (n. Drehungsfestig- 
keit, Torsionsfestigkeit, fr. résistance à torsion, r. conpoTiiB- 
nenie cicpynnBaniio), jeżeli siły zewnętrzne sprowadzają się do 
pary sił, działającej w przekroju prostopadłym do osi i dwa 
przekroje tak jeden względem drugiego skręcają, że ich od
ległość pozostaje niezmienioną.

Często siły działają tak, że równocześnie pracuje belka 
w rozmaity sposób n. p. na ściskanie i zginanie, na zginanie 
i ścinanie. Opór, jaki wtedy stawia ciało rozdzieleniu drobin, 
nazywamy w y t r z y m a ł o ś c i ą  z ł o ż o n ą  (n. zusammengesetzte 
Festiglceit, fr. résistance composée).

"W tym rozdzielę będziemy mówić tylko o wytrzymałości 
na wyciąganie i ściskanie.

§. 17. Spółczynniki sprężystości.

Jeżeli na graniastosłup o długości l a przekroju F  działa 
siła P  (rys. 31.) w kierunku osi, to długość pierwotna l zmie
nia się o Al, a mianowicie skraca się, jeżeli siła ciśnie, a przedłuża

się, jeżeli siła ciągnie graniastosłup. 
Oprócz tego zmieniają się długości 
innych krawędzi graniastosłupa, a mia
nowicie krawędzi a i pi’ostopadłej do 
rysunku b, i to, jeżeli l przedłuża się
0 i / ,  tedy a i b skracają się o Aa
1 Ab i na odwrót.

Przedłużenie w kierunku osi na
zywamy p o d ł u ż n e m  (n. longitudi
nal), a w kierunku prostopadłem do 
osi p o p r z e c z n e m  (n. transversal).

Doświadczenia wykazały, że przedłużenia dZ, Aa i Ab są 
aż do granicy sprężystości wprost proporcjonalne do długości Z,

Bys. 81.
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a i b i do siły P, a odwrotnie do przekroju F. Możemy więc 
napisać :

Jeżeli E  oznacza lii v iną od m atoryału, którą
nazwiem y s p ó ł  c z y n n i k i e m  s p r ę ż y s t o ś c i  (n. Elasticitäts- 
modul, Elasticitätslcoefficient, fr. coefficient cl’ élasticité, an. mo
dulus of elasticity, r. Koe<j>nn,ieuT yripyrocra). Jest to tak  zwane 
prawo Hoolca *).

Iloraz przedstaw iający przedłużenie lub skrócenie na

jednostkę długości, nazywam y p r z e d ł u ż e n i e m  lub s k r ó -  
c e n i e m  j e d n o s t k o  w e m  (n. relative Längenänderung, Deh
nung, fr. allongement, an. unit strain). Iloraz ^  — v oznacza

siłę, działającą na jednostkę powierzchni czyli n a t ę ż e n i e  
(n. Spannung, fr. effort, an. stress on unit of area, r. nanpa- 
meiiie), jeżeli więc siłę m ierzymy w kg, powierzchnię w cm2, 
to  natężenie wyrażać będziemy w kilogram ach na centym etr 
kwadratow y, co oznaczamy kg cm2 (czytaj kg na cm'1).

Jeżeli natężenie stara się drobiny ciała jedne od drugich 
oddalić, w tedy nazywam y je  c i ą g n i e n i e m  (n. Zug, fr. traction, 
an. tension, r. nanpfnnonie na pa3piBï>) i oznaczamy znakiem 
+  . Jeżeli zaś natężenie stara się zbliżyć drobiny jedne do 
drugich, to nazywam y je  c i ś n i e n i e m  (n. Druck, fr. compres
sion, an. compression, r. iiarrpa/Keiiie na cæaTie) i oznaczamy 
znakiem —.

Rów nanie 33) możemy więc inaczej napisać

a zatem p r z e d ł u ż  g n i e j ed'n o s t k o  w e j  e s t  p r o p o r c y o -  
n a l n e  do n a t ę ż e n i a .  Jeżeli w równaniu 34 zrobimy v = 1,

to -y  =  -= =cc, a zatem s p ó ł c z y n n i k  s p r ę ż y s t o ś c i  j e s t
l 1<J

o d w r o t n ą  w a r t o ś c i ą  p r z e d ł u ż e n i a  j e d n o s t k o w e g o  
d l a  n a t ę ż e n i a  r ó w n e g o  j e d n o ś c i .  To przedłużenie jed

33)

*) Doświadczenia w iedeńskie z belkam i żelazńemi okazały, że od
kształcenia s p r ę ż y s t e  podlegały tem u praw ił i po za g ran icą  spręży
stości, p. Zeit. d. äst. Ing. v . Arch. Vereines 1891.



-  40 -

nostkowe a nazywamy s p ó ł e z y n n i k i e m  w y d ł u ż e n i a  
(n. Dehnungskoeffizient, fr. coefficient d’allongement, a. coef
ficient of extension, r. Koe(|)iiu,ieuTn y/yiaaeuifi).

Analogicznie do 34) możemy napisać 
Aa v Ab v
~a =  “  E[’ T  ==~ e 2 .............................. °

Spółćzynniki E l i E 1 nazywamy s p ó ł c z y n n i k a m i  s p r ę ż y 
s t o ś c i  p o p r z e c z n e j  (n. Koeffident für Transversalelasticitât, 
fr. coefficient d’élasticité transversale).

Spółczynnik sprężystości E  jest tylko dla ciał równokie- 
runkowych, których, struktura j est zupełnie j e d n o r o d n a  
(n. isotrop, fr. isotrope), we wszystkich kierunkach stałym. 
Takiem ciałem jest n. p. żelazo lane, podczas gdy żelazo spa
wane i stal mają tę  własność tylko w przybliżeniu. Drzewo 
jest nierównokierunkowe, dlatego musimy tu  E  wyznaczyć 
osobno w kierunku włókien, a osobno w kierunku prostopa
dłym do włókien.

Spółćzynniki sprężystości poprzecznej są w ciałach równo-

kierunkowych równe, przyczem E i = E ï — ~  E. Ilość m  nazy

wamy s t a ł ą  P o i s s o n a  (n. Poissonsche Konstantę). Dla ciał 
równokierunkowych je st m —3,3, dla żelaza spawanego i stali
m  =  3 do 4. -.... ->

Spółćzynniki sprężystości są dla każdego materyału inne. 
Wyznaczono je, poddając ciało badane działaniu pewnej zna
nej siły P  i mierząc przedłużenia lub skrócenia Al. Jednak 
i dla tego samego materyału nawet spółczynnik sprężystości 
ma wartości bardzo różne n. p. dla żelaza walcowanego otrzymał

B e n d e r  wartości od 1110000 do 2800000 —£-?, a nawet dlacm2
żelaza z tej samej fabryki otrzymano według doświadczeń to
warzystwa Cineinnaty Southern Bailway w Ameryce wartości

1350000 do 2430000 - - - z , dlatego też wartości, które poda-cm
jemy poniżej dla rozmaitych materyałów, uważać można tylko 
jako liczby przeciętne z wielu doświadczeń uzyskane. Bóżnice 
wartości spółczynnika sprężystości pow itają także wskutek nie
zupełnie jednostajnego materyału.



-  41 -

W  tablicy I. zestawiliśmy przeciętne wartości spółczynni- 
ków sprężystości dla materyałów, najbardziej w budownictwie 
używanych, jakoteż i natężenie przy granicy sprężystości, 
przyczem podnieść musimy raz jeszcze wielką, niepewność gra
nicy sprężystości. Linia OM (rys. 29.) nie jest zupełnie prostą, 
a wj^znaczenie punktu styczności M  zależy od dokładności 
przyrządów.

T a b l i c a  I.

Natężenie przy Na* ęż cnie
Spółczynnik sprę
żystości E  w kg/cm*

gran icy  sprę przy gra-

M a t e r y a ł
żystości K towatości

w kg/cm2 w hglari1

rozciąga ściska rozcią ściska rozcią
nie nie ganie nie ganie

A lum inium  ( g l in ) .....................
B azalt i p o r f i r .........................

675 000 675 000
— 50000 — —

B e t o n ......................... 260 000 200 000 20 50 —
Cement ..................................... 260 000 250000 30 60 —
C y n k ............................................. 950000 950 000 300 — —
C y n a ............................................. 400 000 — — — —
Drzewo m iękkie w  kierunku

w łó k ie n ................................. 112 000 100 ooo 600 150j —
Drzewo m iękkie prostopadle

do w ł ó k i e n ......................... 1 100 1000 — — —
Drzewo dębowe w kierunku

w łó k ie n ................................. 115 000 100000 100 150 __

Drzewo dębowe prostopadle
do w ł ó k i e n ......................... 1 300 1300 — ___ —

G r a n i t ......................................... 150 000 60000 — — - —
Konopne liny  ......................... 10000 — . — — —

M i e d ź ......................................... 1100000 1100 000 400 — —
„ dr ut  ................................. 1200000 — 1200 — —

M ur c io so w y ............................. — 250000 — — —
M o s i ą d z ..................................... 640 000 640000 480 — —

„ d ru t ............................. 987 000 — 1 830 — —
O łó w .................• ....................... 60 000 60 000 ICO — —
P l a t y n a ..................................... 1 600 000 1600 000 2 660 — —

Rzem ień n o w y ......................... 1250 — — — —
,, u ż y w a n y ................. 2 250 — — — —

Stal zlewna ............................. 2 200000 2200000
2 500 
do 
6 000

2 500 
do 6000

2 800 
i wyżej

lan a  . ,..................... 2150 000 2150 000 2000 2000; 2100
i więcej i więcej i więcej

„ n ik lo w a ............................. 2100000 2100000  
2000 000

3000 3 000 3 500
Żelazo s p a w a n e ..................... 2000000 1600 1600 2 250

,, zlewne . ..................... 2150000,2150 000; 2 200 2 200 2 600
,, l a n e ................................. 900 000 95 000 _ — --
,. b l a c h a ......................... 1900000 — ■ _ 1500, --
„ d ru t ............................. 2000 000 — 2 200, —
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C o n s i d e r e  zaproponował, aby oznaczyć jako granicę 
sprężystości ten punkt linii odkształceń, a właściwie to natę
żenie, dla którego jmzedłużenie jest dwa razy tak  wielkie, 
niżby było, gdyby było proporcyonalne do natężeń. W  naszym, 
przykładzie byłby to punkt N, a zatem granica sprężystości 
spadłaby prawie z granicą płynności. W  praktyce wyznaczenie 
granicy płynności jest daleko łatwiejsze i nie wymaga tak do' 
skonałycb przyrządów./Z tych więc p o w o d ó w  we Francyi przy
jęto regułę Considere'a r~dlatego w dziełach francuskich zna- 
chodzimy zira^me~wyższe wartości podane dla granicy sprę
żystości, niż w niemieckich i angielskich. My tu  trzymać się 
będziemy naszego określenia granicy sprężystości, pierwiej po
danego zgodnie z B a u s c h i n g e r e m .

Jeżeli niepewnemi są wartości, podane powyżej dla spół- 
czynników sprężystości, to tern trudniej da się dokładnie 
wyznaczyć granica sprężystości jeszcze z następnego po
wodu. Doświadczenia *), robione z żelazem spawalnem, okazały, 
że jeżeli granica sprężystości jest przy natężeniu z, a natę
żymy ciało aż do >  ■/., to otrzymamy przedłużenie A l, które 
się będzie składać z A Z, przedłużenia sprężystego i Al2 prze
dłużenia trw ałego; to znaczy, że po irstaniu działania siły A ly 
zniknie, a Al2 zostanie (rys. 32.). Drobiny nie zajmą więc pier
wotnego położenia, a zatem mamy właściwie do czynienia 
z nowem ciałem. Jeżeli teraz będziemy natężać ciało aż do 
natężenia vi , to otrzymamy tylko przedłużenie sprężyste tak, 
że będzie tex’az granicą sprężystości. Widzimy więc, że g r a 
n i c a  s p r ę ż y s t o ś c i  ż e l a z a  s p a w a n e g o  p o w i ę k s z a  
s i ę  j e d n o r a z o w e m  j e j  p r z e k r o c z e n i e m .  — Dla że
laza lanego niema właściwie żadnej granicy sprężystości, 
pierwsze natężenie pozostawiało bowiem przy doświadczeniach 
przedłużenie trwałe, poczem aż do tego natężenia zachowy
wało się żelazo lane, jak  sprężyste; granica sprężystości dała 
się jednak jednorazowem większem natężeniem przesunąć 
wyżej.

B a u s c h i n g e r  badał też wpływ, jak i na granicę sprę
żystości wrywierają zmiany w natężeniu badanego ciała i do
szedł do następnych w yników:

*) P. rozpraw kę p. W e l i a g e :  „Spannung in  terbogenen Korpern wr Ci- 
m lingeniur 1880“.
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a) Przez liczne zmiany natężeń między natężeniem rów- - 
nem zeru a największem natężeniem, spadającem z granicą

sprężystości albo nieco nad nią / 
wyższem, podnosi się pierwotną j 
granicę sprężystości aż do pew- / j 
nej granicy;

b) Zmiany natężeń w kie
runku przeciwnym raz na ściska
nie, drugi raz na wyciąganie, 
które nie wiele przekraczają j 
granicę sprężystości, zn iżają / 
granicę sprężystości aż do ze ra ;/

c) Powoli wzrastające na
tężenia dodatnie i ujemne zni- /

żają granicę sprężystości dopiero wtedy, gdy przekraczają_pier- 
wotną granicę sprężystości;

d) Granica ta  może być znowu podniesioną natężeniami 
zmiennemi, powoli wzrastającemi, jednak tylko do pewnej gra
nicy, która może leżeć znacznie poniżej pierwotnej granicy 
sprężystości. Granicę tę nazywa Bauscbinger n a  t u r a l n ą
(n. natürliche).

Przykład. P rę t z żelaza spawalnego 5 m d ługi o przekroju prosto
kątnym , którego podstaw a b—2 cm, wysokość /i=20 cm, je s t ciągniony 
siłą  P=25<; jak ie  je s t przedłużenie p ręta  M ?

, ,  ' . _Q W 7  P - *  25000.500
/W edle io w . 33) E  p  2000000.2 .20=

N atężenie v=?t!222=625 Icgjcm2.

=0'156 cm.

2.20

Z rów. 34) ^ =  otrzym am y Z rys. 32) w idzim y, żel Jjj K
v , ,— = E . W idzim y więc, że spółczynnik sprężystości przedstaw ia w wy-st 3=

kresie odkształceń styrczne k ą ta  nachylenia z początku prostej O M  a  po
tem stycznej geom etrycznej do lin ii odkształceń. Po przekroczeniu g ra 
nicy sprężystości spółczynnik sprężystości maleje.

§. 18. Spółczynniki wytrzymałości na wyciąganie i ściskanie.

Gdy natężenie przekroczy granicę sprężystości, przedłu
żenia nie są już wtedy proporcyonalne do natężeń, lecz wzra
stają daleko prędzej. Jeżeli natężenia odetniemy na osi odcin
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ków (rys. 30.), a odnośne przedłużenia lub skrócenia jako rzę
dne, to p u n k t y ,  wyznaczone temi rzędnemi wyznaczą linią 
OMNEF, która na długości OM t. j. w granicach sprężystości 
jest prostą. Między M  i N  linia się zakrzywia, a po za punktem 
N  linia staje się płaską, aż nareszcie natężenia dochodzą do 
pewnej największości E E ', poczem przy dalszem nagłem przedłu
żeniu się, natężenie się zmniej sza do FFi , a ciało się przerywa. 
Natężenie to największe E E ' nazywamy s p ó ł c z y  u n i k i e m  
w y  t  r z y m a ł o ś c i (n. FestigJceitsmodul, Bruchmodul, fr^e/Zo?^ 
de rupture, an. ultimate straining, r. łrt;eę>i:Fnmłrrh—rtppuhocTn). 
Spółczynnik ten możemy wyznaczyć, poddając ciało badane 
natężeniu tak wielkiemu, aż ciało się przerwie. Podobną zu
pełnie linię odkształceń otrzymamy dla ciśnienia. Zgniecenie 
następuje tu  przez przesunięcie cząstek ciała badanego na bok,

Rys. 34.

Rys. 33.

a to w  dwojaki sposób. Przy ciałach twardych odłupują się 
cząstki materyału w ten sposób, że zostają dwa ostrosłupy 
wierzchołkiem do siebie zwrócone (rys. 33.), albo też przy cia
łach miększych n. p. ołowiu, następuje wybrzuszenie (rys. 34.). 
Gdy stosunek wysokości do najmniejszego wymiaru przekroju 
dosięga pewnej granicy (około 4 do 5 dla metali, 8 dla drzewa), 
ciało się wygina na bok i łamie. W ystępuje wtedy wytrzyma
łość na wyboezenie, o której będziemy mówić później. I  tu 
otrzymujemy jednakże dla tych samych materyałów bardzo
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różne wartości z powodu rozmaitej ich jakości tak, że podane 
poniżej wartości musimy uważać tylko jako przeciętne, otrzy
mane z wielu doświadczeń.

Tyczy się to w największym stopniu kamieni, bo jeżeli 
różnice wartości spółczynnika wytrzymałości dla kruszców wa
hają się o kilka lub kilkanaście procent, to dla kamieni do
chodzą do 100 i więcej procent. I  tak n. p. spółczynnik wy
trzymałości dla piaskowca szarowakowego wynosi 1270 kg/cm2 
węglowego 500 do 1200, pstrego 250 do 1300, kajprowego 150 
do 1000, jurajskiego 300 do 800, kredowego 100 do 700, zie
lonego 200 do 400, karpackiego 120 do 650, molasowego 500 
do 1500 kg/cm2. Średnia wartość 300 kgjcm2 podana dla pia
skowca w tabliczce różni się bardzo od wartości największych 
i najmniejszych.

I  tu  okazały doświadczenia, że gdy ciało badane przer
wało się przy pierwszej próbie przy natężeniu ft, to, gdy po
zostałe części ciała poddano powtórnej próbie, ciało łamało się 
dopiero przy większem natężeniu /</. Nie wynika jednak z tego, 
że kilkakrotnem natężeniem ciała aż do przerwania można wy
trzymałość powiększyć. Doświadczenia te  dowodzą raczej tylko 
niejednostajności ciał. Przy pierwszej próbie przerywa się ciało 
w miejscu najsłabszem już przy natężeniu /t, przy drugiej 
niema już tego słabego miejsca, więc wytrzymuje większe 
jeszcze natężenie aż do fi1.

T a b l i c a  II.

M a t  e r  y a  ł

Ciężar
gatur.kowy

Spółczynnik w y
trzym ałości u.

wydajanie ściskanie

cm3 .
>:d

.cni1 cm2

B a z a l t .............................................................. 8 000 80 1200
B e t o n .............................................................. 2 200 20 150
Cogła zw ykła ' ............................................. 1 500 — 00

„ w y p a l o n ą ......................................... 1800 15 100
C e m e n t ......................................................... 1 400 30 200
Cyna lan a  ..................................................... 7 SCO 350 1000

„ d r u t ..................................................... 7 300 400
Cynk l a n y ..................................................... 7 290 2 300

b l a c h a ................................................. 7 200 2 000 --
D o l o m i t ......................................................... 2 900 20 800
Drzowo bukowe równolegle do w łókien SCO 1000 400
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Ciężar
gatunkowy

Spółczynnik w y
trzym ałości u.

M a t e r y a ł wyciąganie ściskanie

J Łcm3
*.<7
cm"1

lęg_
cm2

Drzewo bukowe prostopadle do włókien soo 70 120
„ dębowe równolegle „ 
„ „ prostopadle „

1000 960 400
1000 50 120

„ szpilkowe równolegle „ 730 750 300
„ „ prostopadle „ 730 48 40

G r a n i t ............................................. 2 750 40 1200
G n e j s .............................................. 2 550 30 500
G l i n ................................................. 2 G00 2 030 —
K onopne l i n v ............................. 900 650 —
K w a r c y t ......................................... 2 G50 — 700
Łupek .......................................... 2 SOO — 600
M a r m u r ......................................... 2 700 — 350
Miedź l a n a ..................................... 8 790 1340 4 500

„ k u t a ................................. 8 900 2 400 5 000
„ b la c h a ................................. 8 900 2 200 —'
„ d ru t ................................. 8 880 5 000 —

Mosiądz l a n y ............................. 8 400 1500 750
„ d ru t ................................. 8 540 3 600 —

M ur ceglany na cemencie . 1800 — 90
„ „ „ w apnie . . 1800 — ' 50

Ołów ............................................. 11400 125 500
Piaskow iec .................................. 2 400 10 300
P la ty n a  k u t a ............................. 21 300 3 400 —
P o r f i r ............................................. 2 600 — 1200
R z e m ie ń ..................................... — 300 —
S p i ż .................................................. 8 040 2000 —
Srebro ......................................... 10 500 2 900 —
S y e n i t ......................................... 2 750 — 1100
S tal bardzo m i ę k k a ................. 7S60 4 400 5 000

„ m i ę k k a ................................. * 7 SG0 5 400 5 800
„ t w a r d a ................................. 7S60 6 400 7 000
„ bardzo tw a r d a ..................... 7 866 7 400 sooo
„ d ru t ..................................... 7S60 11000 —.
„ niklow a m i ę k k a ................. 7 860 5000 5 000
„ „ średnia . . . . 7 860 7 000 7000

Szkło l a n e ................................. 2S90 210 1300
„ d ę t e .................................

W a p i e ń .....................................
2 640 
2 700

375
27 600

Z apraw a w a p ie n n a ................. 1900 2 60
„ cem entow a . . . .  

Żelazo l a n e .............................
1700 20 100
7 500 1400 7 000

s p a w a n e ..................... 7 800 3 600 3 200
„ z l e w n e ......................... 7 850 4000 4000
,, b l a c h a ......................... 7 800 3 400 —
„ d ru t ................................. 7 800 6 500 —

Złoto ......................................... 19 350 2 700
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T a b l i c a  III.
Rozporządzenie m inister/ austr. o zakładach żelbetowych z r. 1911 

przepisuje następujące ciężm y właściwe.

M a t e r y a ł Ciężar M a t e r y a ł Ciężar
kg/m 3 kg/m 3

Żelazo spaw ane . . . . 7 800 Beton żużlowy . . . . 1000-1800
„ zlewne . . . . . 2 850 K o re k ................................. 380
„ l a n e ..................... 7 800 Z apraw a w apienna . . 1520

S t a l ..................................... 7 900 „ cem entowa . . 1700
O ł ó w ................................. 11400 Beton u b i ja n y ................. 2 200
Miedź w alcow ana . . . 9 000 Ż e lb e t................................. 2 400
Drzewo dębowe suche . 800 M ur ceglany z tynkiem

„ bukowe „ 750 z zw ykłych ceg ie ł:
„ modrzew. „ 650 aj na w apnie . . . . 1600
„ sosnowe, jodłowe, 

św ierkowe suche
b) „ cemencie . . . 1700

600 z cegieł m aszynow ych:
B ruk kostkow y . . . . 1100 a) n a  w apnie . . . . 1700
Szkło ................................. 2 600 b) „ cemencie . . . 1800
Z w i r ......................... .... . 1900 z zendrówek n a  zapr.
P iasek  ............................. 1600 cem en tow m j................. 1950
G r u z ................................. 1400 z cegieł pustych na w a
Żużel z wielkiego pieca 850 pnie ............................. 1400
Popiół w ęglow y . . . . 750 z cegieł porow atych na
A sfalt l a n y ..................... 1200 w a p n i e ......................... 1200

„ „ żw irow y . . 2100 M ur z kam ieni łam anych,
„ u b i ja n y ................. 2 040 z piaskow ca lub w apienia 2000 -2500

T e r a z z o ............................. 2 200 z g ran itu , bazaltu  itd. . 2 700
P ły ty  zendrówkowe . . 2 300 M ur ciosowy z piaskowca
B ruk kam ienny . . . . 2000-2500 lub w apienia . . . . 2100-2600

„ „ g ran itow y 2 700 z g ran itu , bazaltu  . . . 2SOO
Dyle g ip s o w e ................. 1000

T a b l i c a  IV.
Rozp. austr. m in. kolei żelaznych dla m ostów z 1904 nakazuje przyjm ować;

D l a  I m 3 Ton

Żelaza sp a w a n eg o .................................................................................. 7-80
„ zlewnego ................................................................................... 7-85
„ surowego l a n e g o ...................................................................... 7-30

S t a l i .......................................................................... . ..................... .... . 7-90
O ło w iu ........................................................................................... .... 11-40
D rzewa (świerkowego, modrzewiowego, jodłowego, sosnowego) 

„ dębowego i b u k o w eg o ..........................................................
0-90
100

B ruku d re w n ia n e g o ................................. • ........................................ 1-10
P i a s k u ......................... ............................................................................. 1-60
Ż w i r u ....................................................................................................... 1-90
Gliny, z i e m i .......................................................................................... 1-80
B ruku  kam iennego wedle gatunku  k a m ie n ia ............................. 2-50-3-00
A sfaltu  l a n e g o ...................................................................................... 1-20
M uru z kam ienia c io so w eg o .............................................................. 2-60

„ „ „ łam anego i to  z w a p ie n ia ............................. 2-40
„ „ „ „ z p ia sk o w ca .................• . . . . 2-20
„ z c e g ie ł ........................................................................................... 1-60
„ z z e n d r ó w e k .............................................................................. 1-90
„ z b e t o n u ...................................................................................... 2 0 0 -2 -5 0
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T a b l i c a  V. 
Rozporządzenie m in iste rstw a pruskiego z r. 1910.

M a t e r y a ł Ciężar 
kg/m 3

M a t e r y a ł Ciężar
kg/m?

Ziem ia,piasek, g linam okra  
„ „ „ sucba

Z w ir m o k ry .........................
„ s u c h y .........................

Popiół k o k s o w y .................
P iasek pumeksowy . . .

M u r  c i o s o w y :
z g ran itu , syęnitu , porfiru
z b a z a l t u .............................
z law y  bazalt, zbitej . . 
„ „ porowatej .
z m arm uru zbitego . . .

„ porowatego . 
z piaskow ca ciężkiego . .

„ lekkiego . . 
z tufu, porfiru i  zbitego

w a p i e n i a .........................
z tufu , pum eksu i luźne

go w a p ie n ia .....................
z łupku .................................

M u r  z k a m i e n i a  ł a m a 
n e g o :

z g ran itu  .  .....................
z w ap ien ia , piaskow ca, 

p ia sk o w ca ....................   .

Mur z:
z e n d r ó w e k .........................
c e g ie ł .....................................
porow atych cegieł . . . .
pustych c e g ie ł .....................
porow atych pustych cegieł 
k o r k u ................................   .

2100 
1600 
2 000 
1700 

700 
700

2 800 
3000 
2 S00 
1 S0O 
2 500 
2 000 
2 700 
2 400

2000

1400 
2 7C0

2 700 

2 500

1900
1800
1100
1300
1000

600

piaskowca w apiennego .
„ sztucznego 

zapraw a cem entowa . .
„ cem ent.-wapienna 
„ w apienna . . .
„ trasow a . . .

g ips (lany) ; .................
beton, żw ir, g ra n it itd. .
ż e lb e t .................................
beton z c e g ie ł .................

„ z ż u ż l a .................
„ z żw iru pumeksowego

P o k r y c i e  p o d ł o g i :
z c e m e n tu .............................
z g i p s u .................................
z terazzo .....................
a sfa ltu  lanego . . . .
l i n o l e u m .....................
p ły t korkowych . . .
ze szkła .........................
Drzewo jodłow e suche 

„ sosnowe „
„ dębowe . . .
„ św ierkowe . .
„ bukow e . . .

Żelazo l a n e .................
„ spaw ane . . .
„ zlewne . . . .

S tal z l e w n a .................
O ł ó w .............................
B r o n z ......................... ....
Miedź w alcow ana . .
Cynk l a n y .................

„ w alcow any . . 
Cyna w alcow ana . .

1 S0O 
2100 
2100 
1900 
1700 
2 000 
1000 
2 200 
2 400 
1 S0O 
1000 
1000

2 200 
2 100 
2000 
1400 
1200 

300 
2 600 

600 
650 
900 
550 
750 

7 250 
7 800 
7850
7 860 

11400
8 600 
8 900
6 900
7 200 
7 400

P o s t a n o w i e n i e  r o s y j .  m i n i s t e r s t w a  k o m u n i k a c y i  
z 1905 x\: zatw ierdza się norm y ciężaru właściwego dla :

żelaza zlewnego . . . .  7’85 
„ spawanego . . . 7-77.

§. 19. Wpływ kształtu ciała, ciepłoty, wilgotności i ciężaru 
gatunkowego na wytrzymałość.

Mówiliśmy w §. 17., że siła, działająca w osi ciała, spra
wia oprócz odkształceń podłużnych także poprzeczne. Dla tych
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ostatnich nie jest jednak obojętnym kształt ciała, bo włókna 
ciągnione nie mogą każde z osobna zmniejszać swego prze
kroju, lecz są z innemi połączone i oddziały wuj ą na siebie na
wzajem. Oddziaływanie to jest jednak różne przy różnych ]
kształtach przekroju, co ma wpływ na .wytrzymałość ciała,, /

Irzeczywiście doświadczenia K i r k a l d e g o ,  B a u s c h i n -
g e r a  i B a c h a  dowiodły dla ciągnienia małe zmniejszenie się ;■
wytrzymałości przy zwiększającej się.szerokości żelaza płaskiego, 
a dla ciśnienia zwiększenie się wytrzymałości przy zwiększeniu 
się przekroju.

Jeżeli w ogóle w jakikolwiek sposób przeszkadzamy od
kształceniu poprzecznemu, zwiększamy przez to spółczynnik 

wytrzymałości. Jeżeli więc ciało B  (rys. 35.)
1  o mniejszym przekroju ciśnie na ciało C

o większym przekroju, to ciśnienie prze-
b nosi się na graniastosłup m n o p , lecz
j otaczający ten graniastosłup materyał

przeszkadza odkształceniu poprzecznemu, 
dlatego też do zgniecenia potrzebna jest 
siła nie P'=f i  a b, lecz wedle doświadczeń, 
które D u r a n d - C 1 a y e wykonał z kamie- 

a przy których było a = b i a' =  b' 
P —[i a a '  . . .  36)

Ogólnie możnaby napisać:

. . 37)

..i
6
i' i

— ..
fi n

r-

C
r mami

Rys. 35. P = /t^ /aa ' W

B a u s c h i n g e r  otrzymał na podstawie swych doświad
czeń nieco odmienny wzór, mianowicie

*)3/a' b'
V  ab • 38)

Wielki wpływ na wytrzymałość metali ma c i e p ł  o t a  ciała 
badanego. Żelazo przy bardzo wysokiej ciepłocie 1000° zbliża 
się do stanu płynnego i spółczynnik wytrzymałości spada pra
wie do zera.

M. K o 11 m a n robił w r. 187S doświadczenia w tym wzglę
dzie z żelazem spawanem i otrzymał następne wyniki

*) Por. takżo doświadczenia Genela (Bet. u. Eisen 1910, str. 174). 

Statyka. 4
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ciepł. 0 50 100 150 250 350 450 550 650 750 1000° C
sp. wytrzym. na ciąg.

,«=3750, 3750 3730 3650 3500 3200 2280 860 690 490 150 kgjcm2 
conta°chi 100 100 100 97 93 85 61 23 19 13 4%

Widzimy więc, że do 200° C wytrzymałość żelaza bardzo 
mało się zmniejsza, szybciej już od 400 do 500°, potem jednak 
spada nagle, a przy 1000° wynosi tylko 4%.

Bardzo niska ciepłota ma też wpływ na -wytrzymałość, 
jak  to okazały doświadczenia D e w a r  a i S t e i n  era*) .  W y
trzymałość metali była przy bardzo niskiej ciepłocie większą, 
i tak wynosiła wytrzymałość na ciągnienie

przy +  150° 0 przy — 182° C 
stali miękkiej 3900 6500 kg jem2
żelaza 3000 6200 „
miedzi 1900 2800 „

Na wytrzymałość drzew szpilkowych ma także wielki 
wpływ wilgoć. B a u s c h i n g e r  mierzył wilgotność, susząc dane 
kawałki drzewa, dopóki ciężar ich się zmniejszał i uważał 
ubytek wagi, wyrażony w odsetkach jako miarę wilgotności.

Rys. 36.

dla modrzewia 
= 29-0 25-3 14-3 
= 294 374 532

8-1
818

7-7 o/0
884 kg ¡cm2

Otrzymał on n. p. 
dla wilgotności w =
wytrzym. na ciśnienie fi= 

dla świerku
w =  28-7 23-5 14-9 13-4 7-6 °/0
g  =  295 324 443 568 718 kg\cm2

Wilgotność w=15 °/0 odpowiada drzewu suszonemu w otwar
tej szopie. Dla tej wilgotności znalazł B a u s c h i n g e r ,  że

*) Por. Schweiz. B auzeitung 1895, str. 137.
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wytrzymałość zmienia się wraz z ciężarem gatunkowym i to 
w przybliżeniu wedle prawa linii prostej tak, że możemy napisać

¿¿— 1000 y— 100 kg jem2 39)
Z powyższego wynika, że drzewo mokre ma znacznie 

mniejszą wytrzymałość od sucliego i że przez wysuszenie go 
w otwartej szopie zwiększyć możemy wytrzymałość jego 
w dwójnasób.

Co do wytrzymałości wapieni i piaskowców okazały do
świadczenia M. M i c h e l o t a  wielką ich zależność od ciężaru 
gatunkowego. I  tak dla wapieni przedstawiają rzędne na rys. 
36. spółczynniki wytrzymałości a odcinki ciężary gatunkowe. 
Linia krzywa, przedstawiająca zawisłość spółczynnika wytrzy

małości od ciężaru gatunkowego, 
jest wedle doświadczeń M i c h e 
l o t a  hyperbolą. Podobnie px’zed- 
stawia rys. 37. tę zawisłość dla 
piaskowców.

’Wytrzymałość muru na cią
gnienie je st mniejszą, niż jego 
części składowych, a to z powodu, 
że przyczepność je st mniejszą od 
spójności, czasem kamienie są źle 
oczyszczone, dalej kamienie wap- 
niste wciągają -wodę z zaprawy, 
przez co wytrzymałość jej się 

zmniejsza, wreszcie mróz działa w ten sam sposób. W ytrzy
małość muru na ciśnienie je s t mniejszą niż kamienia, a większą 
niż zaprawy i ma się odwrotnie do grubości szwów. Jeśli 
niema wcale zaprawy, a kamienie się dokładnie stykają, wy
trzymałość je st większą*).

II

§. 20. Zjawiska przy przerwaniu.

Jeżeli natężenie ciała ciągnionego przekroczy granicę 
płynności N  (rys. 30.), to przedłużenia w zrastają bardzo prędko, 
a  przekrój pręta się zmniejsza odpowiednio, aż nareszcie przy 
pewnem natężeniu EEU które zależy od natury ciała, występuje 
nowe zjawisko (rys. 38.). W  pewnem miejscu MT, zmiennem

*) Porów, au to ra  „M osty kam ienne“, wyd. II., str. 11.
#
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dla rozmaitych prętów, następuj e znaczne zmniej szenie prze
kroju, które nazywamy z w ę ż e n i e m  (n. Kontralction, Ein- 

schnürung, fr. striction), a które się wzmaga, 
aż nareszcie następuje w części najwęższej 
m n  przerwanie ciała. Zwężeniu temu towa
rzyszy miejscowe przedłużenie, które dosięga 
w całości wielkości OP, (rys. 30.).

Zwężenie to w ystępuje najbardziej w nie
których meta lach c i ą g  1 i w y  cli (n. ztihe, dehn- 
bar, fr. ductile, a. ductile), ja k  ołów, cyna, 
miedź, mniej wyraźnie w żelazie i stali m ięk
kiej, praw ie wcale nie w drzeAvie, żelazie ła
nem i stali tw ardej.

Jeżeli siła, działająca w kierunku osi prętu, 
była P  a przekrój pierwotny F, to spółczyn-

Pnik wytrzymałości g = — —E E i . Gdy nastę
puje zwężenie, siła P  zmniejsza się i otrzy-

P'mujemy dla przerwania f i '——  — F F it a że

Rys. 38. P '<  Pi więc i fi' < fi, co wydawałoby się
sprzecznem i wymaga wyjaśnienia, dlaczego 

ciało nie prżęrywa się dla g, lecz dla mniejszego g'. Powód tego 
zjawiska leży w zwężeniu 
a więc w mniejszym prze
kroju, który w chwili przer
wania wynosi F', właści
we więc natężenie przy 
przerwaniu czyli spółczyn- 
nik wytrzymałości w zwę- 

P'żeniu g " = — > g. To samo
odnosi się zresztą i do in
nych natężeń i aby otrzy
mać prawdziwą krzywą od
kształceń , należałoby u- 
względnić rzeczywistą po

wierzchnię zmniej szoną.
Także i co do przedłuże
nia musimy rozróżnić p rz  e-

i eh i c  spawan&\ S

Rts. 39.
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d ł u ż e n i e  (n. Verlängerung, fr. allongement, a. elongation, 
r. yAJinneiiie) prętu całkowite między znaczkami, umieszczo
nymi w pewnym oznaczonym odstępie, a przedłużeniem w zwę
żeniu. Przy próbach, materyałów mierzy się zwykle przedłuże
nie całkowite i to uważa się jako znamię ciągliwości, chociaż 
właściwie należałoby jako takie znamię uważać przedłużenie 
w zwężeniu.

Na ryc. 39. przedstawiliśmy krzywą odkształceń dla że
laza spawanego wedle C o n s i d e r e ’a. Krzywa O L P N S  jest 
zwykłą krzywą odkształceń, wyznaczoną ze względu na pier
wotną powierzchnię przekroju, OLP' N ' R ' zaś prawdziwą krzywą 
odkształceń, wyznaczoną z uwzględnieniem zmniejszenia się 
przekroju, zwężenia i przedłużenia w zwężeniu.

Poniżej podajem y tabliczkę odnoszącą się do tego doświadczenia, 
przyczem  nadm ieniam y, że odstęp znaczków w ynosił 200 mm.

T a b l i c a  VI.

Siła 
ciągną

ca S

Przedłuże
nie między 
znaczkami 
w stosunku 

do 1 m  
a : l

Średnica
prętu

a

Najmniej
sza po

wierzchni 
przekroju 

F '

Natężenie 
w naj

mniejszym 
przekroju 

V

Przedłuże
nie w od
setkach 

w zwężeniu 
®i : h

Uwa g  a

kg % mm mm2
kg 

cm2 %

400 o-oio 16-0 200-97 199 0010
SOO 0-020 _ 200-95 398 0020

1200 0-030 — 200-93 597 0-030
1600 0-040 — 200-91 796 0-040
2 000 0050 — 200-89 995 0050
2 400 0060 — 200-87 1 194 0-060
2 800 0075 _ 200-84 1394 0-075
3200 0-090 — 200-81 1593 0-090 \  granica
3600 
4000  
4 400

1-110
3-800
4-800

—
200-77
193-64
191-79

1793 
2 064 
2 294

0-110
3-800
4-800

1 sprężystości

4800 6-250 — 189-17 2 537 6-250
5 200 8-250 — 185-68 2800 8-250
5 600 11120 — 180-88 3 095 11-120
6000 16-600 ' — 172-38 3 480 16-600 l początek
6100 23-250 - 14-2 158-36 3 851 27-000 f zwężenia
5 900 27-600 13-3 138-92 4 247 44-000
5 700 30-250 12-5 122-71 4611 63000
5 500 32-000 11-8 109-45 5 025 84-000
5 300 33-000 11-2 98-52 5 379 104-000 przerwanie
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G ranica sprężystości leży tu  miedzy 1800 a 2000 spółczynnik
, . 6100 r /\o i i i 1w ytrzym ałości p = 1y^ -= d 0 3 4  Ary/c;«3.

Przedłużenie między znaczkam i X=33%.
W  rzeczyw istości w skutek zwężenia, a w ięc zm niejszenia przekroju, 

p rzeryw a się p rę t dopiero przy natężeniu  5379 fcy/cm2, w idzim y więc, że
m kteryał zdoła miejscowo pracować 
znacznie więcej, niż to spółczynnik w y
trzym ałości wskazuje, ale w  prak tyce 
nie możemy przewidzieć dokładnie, o ile 
przy przerw aniu  przekrój się zm niejszy 
i  w yznaczam y spółczynnik w ytrzym a
łości [i ze w zględu na przekrój pierw o
tn y  i przedłużenie całkow ite X. D latego 
też następnie będziemy b rali pod uw agę 
tylko zw ykłą krzyw ą odkształceń.

K ształt krzywej odkształceń 
Eys. 40. zależny jest od materyału. Poda

jemy tu  jako przykłady krzywą 
odkształceń dla żelaza spawanego (rys. 40.), żelaza lanego 
(rys. 41.) i drzewa (rys. 42.).

§. 21. Własności ciał, zależne od krzywej odkształceń, zwężenia 
i przedłużenia.

Zwykle na zeskłady działają nietylko siły stałe, lecz za
razem narażone są one na uderzenia i wstrząśnienia, których

i_X_
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siła żywa musi być zniweczoną pracą wewnętrzną materyału, 
proporcyonalną do iloczynu natężeń przez przedłużenia.

Jeżeli na osi OX  (rys. 43.) odetniemy przedłużenia na cm 
długości a na osi O Y  natężenia v, to praca przy przedłużeniu 
prętu o przekroju F  jest

P dl= F vdl, więc dla przedłużenia od 0 do Al

L - F ^ ńl  vdl ,

a praca jednostkowa na 1 cm długości prętu i cm2 powierzchni
r  d l  ach

1 \ 0 V ‘2   ^
Na rysunku 43. przedstawia więc Li przy ¡przedłużeniu 

Al powierzchnię OBGG,, pracę zaś, którą pręt wykonywa przy
przedłużeniu się o AL 
aż do przerwania, 
przedstawia więc dla 
F =  1 pow. OBDFFi . 
Im większą ta po
wierzchnia, tern więk
szą j est wytrzymałość 
prętu na wstrząśnie- 
nia i uderzenia, którą 
nazywamy o d p o r 
n o ś c i ą  m a t e r y a ł u  
(n. Arbeitskapazitat, 
fr. rćristance vive de 
rupture).

Jeżeli przekroczymy granicę sprężystości, to po ustaniu 
siły otrzymamy odkształcenie trwałe 0 0 ,, przyczem OiFHOB, 
¡powierzchnia kreskowana jest jednak teraz mniejszą od całej 
powierzchni OBDFFi , a zatem przez przekroczenie granicy 
sprężystości zmniejszamy odporność.

Wstrząśnienia działają nagle na zeskład w ten sposób, źe 
w pewnych częściach zeskładu wywołują znaczniejsze miejscowe 
odkształcenia. Przytem rozchodzi się o to, aby odkształcenia 
takie nie pociągały za sobą w tern miejscu przerwania. Zależy 
to od przedłużenia w zwężeniu. Im ciało jakieś przy przerwa- 
niu wykazuje większe zwężenie i przedłużenie, a zatem im

y

Rys. 43.
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bardziej jest; ciągliwem, tem lepiej -wytrzymuje wstrząśnienia, 
tem mniej jest k r  u c h e m  (n. sprodc, fr. fr agile).

Podobnie rzecz się ma, jeżeli pręt pracujący na rozciąganie 
jest nadpęknięty (rys. 44.). Wszystkie włókna od p n  do B C  
wydłużają się wskutek siły zewnętrznej, w pasku zaś A p m n  
wydłużenie takie nie jest możliwem z powodu pęknięcia m n. 
Siły, działające na Ap, muszą się więc przenieść przez całe

włókno p n , stąd powstaje w n 
miejscowe odkształcenie większe, 
niż innych włókien. Jeżeli ma- 
teryał nie jest ciągliwym i nie
zdolnym do większych odkształ
ceń, to w n  natężenie dosięgnie 
spółczynnika wytrzymałości i pę
knięcie się przedłuży, poczem to 
samo zjawisko się powtarza aż do 
zupełnego przerwania pręta. Jeżeli 
zaś materyał jest ciągliwym, to 

jtyS 44. możliwem jest większe odkształ
cenie miejscowe w n bez przerwa

nia i pręt się nie przerwie. Z tego widać, że w ciałach kru 
chych każde najmniejsze nawet pęknięcie może doprowadzić 
do przerwania ciała.

Z poprzedniego widzimy, że tak przebieg linii odkształ- 
j cenią, jak  i zwężenie i przedłużenie wpływają na jakość ma- 
I teryału. Z tego powodu próby materyału nie ograniczamy na 

wyznaczeniu spółczynnika sprężystości, lecz staramy się wy
znaczyć także zwężenie i przedłużenie. Zwężenie i przedłużenie 
wyrażamy w odsetkach pierwotnego przekroju i pierwotnej 

l długości między znakami, którą przyjmujemy 20 cm. W arunki 
dostawcze żelaza i stali zawierają zatem przepisy nietylko co 
do najmniejszej wytrzymałości, ale także co do najmniejszego 

’ zwężenia i przedłużenia.
U  o z p o r  z ą  d z e n i  e a u s t r .  m i n .  k o l e i  ż e l .  z r.  1904., doty

czące budowy mostów. §. 10.
A. Ż e l a z o  s p a w a n e .
2. Żelazo spaw ane przy w ytrzym ałości n a  rozciąganie, wynoszącej 

3'G i/cm5 i wyżej w kierunku  w alcow ania musi posiadać ciągliwość nie 
m niejszą niż 12%. P rzy  mniejszej w ytrzym ałości na rozciąganie m usi być 
stosunkowo w iększa ciągliwość, k tó ra  przy dozwolonej jeszcze najniższej

ctn \n

-P- 3
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w ytrzym ałości na rozciąganie, wynoszącej 3‘3 ton n a  centym etr kw adra
tow y, m usi w ynosić co najm niej 20%.

3. G atunki walcowane, k tóre jako  przyszłe części dźw igaru m ają 
opierać się siłom, działającym  w  k ilku  kierunkach, m uszą w kierunku 
poprzecznym do k ierunku  w alcow ania mieć w ytrzym ałość na rozciąganie, 
w ynoszącą co najm niej 3"0 ¿/cm5 i ciągliwość nie m niejszą niż 5%.

4. Żelazo, na n ity  i śruby użyć się m ające, m usi przy najm niejszej 
dozwolonej w ytrzym ałości na rozciąganie, wynoszącej 3'G ¿/cm5, posiadać 
ciągliwość conajmniej 18%-

B. Ż e l a z o  z l e w n e .
5. W ytrzym ałość na rozciąganie żelaza zlewnego, n a  dźw igar mo

stow y użyć się mającego, n ie  może wynosić mniej n iż 3~6 ¿/cm5, a przy 
żelazie zlownem, w yrabianem  w piecu płom iennym , nie więcej niż 4'6, 
zaś przy żelazie zlewnem innego sposobu w yrobu nie więcej niż 4‘2 ¿/cm5.

G. Ciągliwość żelaza zlewnego m usi być tak  w ielką, ażeby w y trzy 
małość (w ¿/cm5) pomnożona przez ciągliwość (w procentach) dała jako 
iloczyn przy próbach rozerw ania w kierunku w alcow ania najm niej liczbę 
100, a przy  tak ich  próbach prostopadle do k ierunku  w alcow ania na j
mniej liczbę 90.

7. W ytrzym ałość n a  rozciąganie żelaza, użyć się m ającego n a  n ity  
i  śruby, w ynosić m usi 3'5 do 4/0 ton, ciągliw ość zaś m usi ono mieć taką, 
ażeby w ytrzym ałość (w ł/cm5) pomnożona przez ciągliwość (w procentach) 
dała jako iloczyn najm niej liczbę 110.

C. Ż e l a z o  l a n e  i s t a l  l a n a .
8. W ytrzym ałość n a  rozciąganie lanego żelaza w ynosić m usi n a j

mniej 1*2 ¿/cm5, a  n a  ściskanie najm niej 5 0 ¿/cm5.
9. W ytrzym ałość n a  rozciąganie la n e j’s ta li dla części łożyskowych 

m ostu w ynosić pow inna najm niej 5'7 ¿/cm5, a jej ciągliwość nie mniej 
niż 10% •
~ §. II.* 9. Ciągliwość m ierzyć należy na pręcie próbnym  o długości

wymierzalnej__V80F. F  oznacza pow ierzchnię przekroju poprzecznego 
prętu , k tó ra  nie"m oże Wynosić więcej niż G cm5.

Ponieważ, jak  widzieliśmy, nietylko spółczynnik wytrzy
małości ¡i =  DDi (rys. 43.) i przedłużenie AL  mają wpływ na 
zachowanie się materyału względem wstrząśnień, ale i wielkość 
j)Ow. OBDFFit więc też T e t m a j e r  uważa tę powierzchnię 
F' — OBDFF( j ako znamię dobroci materyału. Możemy przytem 
wogóle ■ napisać F' = g g A L  J (41)

Spółczynnik ?/, który nazywamy p e ł n o ś c i ą  w y k r e s u  
(n. Volligkeitsgrad) jest dla pewnych materyałów prawie stały, 
a wtedy jest praca możliwa materyału wprost proporcyonalna 
do iloczynu ze spółczynnika wytrzymałości przez przedłużenie.

Doświadczenia S t e i n e r  a wykazały, że przy niskiej cie- 
płocie maleje ciągliwość. I  tak n. p. wynosiło przedłużenie 
przy przerw aniu:



-  58 -

dla żelaza spawanego stali Martina stali Tomasza
: przy norm. ciepłocie 18'5 30'5 30'5°/0

i w ciepłocie —110 do —50° 15-0 17 17
A zatem wytrzymałość wprawdzie wzrasta przy bardzo 

niskiej ciepłocie, ale ciało staje się krachem. Zwłaszcza uszko- 
11 dzone żelazo zlewne i niektóre gatunki spawanego stają się 

przy bardzo niskiej ciepłocie kruche, jak  szkło; nieuszkodzone 
I zachowuje się znacznie lepiej.
3

§. 22. Pewność i natężenie dopuszczalne.

Ponieważ, jak  wiemy, spółczynnik wytrzymałości nie da 
się dokładnie wyznaczyć, lecz jest tylko przeciętną wartością 
spółczynników, w praktyce się trafiających, ponieważ wiele po
bocznych lub przypadkowych wpływów, działających niekorzy
stnie na ciało badane, nie da się obliczyć, ponieważ wreszcie 
wszystkie materyały z wyjątkiem chyba kruszców szlachetnych, 
podlegają zniszczeniu zwłaszcza pod wpływem wilgoci i powie
trza, a więc materyał staje się gorszym lub też przekrój mniej
szym wskutek rdzewienia, ponieważ możliwe są błędy w ma- 
teryale, których nie można uniknąć ani spostrzec, więc z tych 
powodów nie dozwalamy nigdy w zeskładach budowlanych wzro
snąć natężeniu aż blisko spółczynnika wytrzymałości, lecz obli
czamy przekroje w ten sposób, aby natężenie było — w ytrzy
małości i nazywamy to natężenie % n a t ę ż e n i e m  d o p u s z 
c z a  1 n e m (n. zulässige Spannung, fr. effort de securité, an. 
safe stress, strain, r. «onycuaeMoe uaupaiKetiie), a liczbę w s p ó ł 
c z y n n i k i e m  p e w n o ś c i  (n. Sicherheitsgrad, fr. coefficient 
de sécurité, an. factor of safety, r. Koe(jx{)iin,ieuT,L upomiocTii,

3anaca), a zatem \ T==n ! ........................................... 42)
‘ASpółczynnik pewności n  obieramy tem większy, im większym 

wstrząśnieniom ulega zeskład, im dłużej ma trwać i im mniej do
kładnie możemy obliczyć siły działaj ące i wytrzymałość materyału.

Obieramy przytem taki spółczynnik pewności, aby T=~  n i e
p r z e k r a c z a ł o  g r a n i c y  s p r ę ż y s t o ś c i .  Uwzględniając te 
wszystkie okoliczności obieramy zwykle w praktyce dla spół
czynnika pewności n następne wartości :
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T a b l i c a  VII.

Spółczynnik pewności n
M a t e r y a ł budowle

tymczasowo
zwykłe ze- 

składy w bu
downictwie

mosty 
i dachy

maszyny
(wielkie

wstrznśnie-
nia)

D r z e w o .....................

Kam ień, cegła, m ur
B e t o n .........................
L i n y .............................
Szkło .........................
Żelazo spaw ane lub 

b lacha i  s ta l . . . 
Żelazo lane . . . .

i rozciąganie f ściskanie

zlewne,

6
4

4

3 do 4

7
5

20
5
5
4

4
7

8
G

25
6
ti

5 do 6 
8

10
7

so
7
7

7 do 8 
10

Francuzi w inny sposób wyznaczają natężenie dopuszczalne. 
Sądzą oni słusznie, że w najniekorzystniejszych warunkach nie 
powinno natężenie przekraczać granicy sprężystości, bo po jej 
przekroczeniu występują natężenia trwałe, zmiana układu wza
jemnego drobin, która gdyby się częściej powtarzała, mogłaby 
doprowadzić do przerwania ciała. Dlatego też przyjm ują Fran
cuzi natężenie dopuszczalne z równe m tej części natężenia przy

granicy sprężystości z, a więc t==— .......................................... 48)
i nazywają to spółczynnikiem pewności, przyjmując m —- ,̂ 2 lub 3.

Zarzucić jednak musimy temu sposobowi wyznaczania na
tężenia dopuszczalnego, że wyznaczenie granicy sprężystości 
jest bardzo niepewnem, że kilkakrotne nawet przekroczenie 
granicy sprężystości nie grozi katastrofą, a przy dosięgnięciu 
spółczynnika wytrzymałości ciało się przerywa, że nareszcie są 
ciała, nie mające wcale granicy sprężystości. Dlatego też lepiej 
przyjmować jako natężenie dopuszczalne » tą  część spółczyn
nika wytrzymałości, przy tern jednak trzeba dobierać takie n, 
aby to natężenie leżało znacznie niżej granicy sprężystości.

Co do kamieni zwrócić tu  musimy uw agę, że na ciśnienie 
inaczej się zachowują monolity, a inaczej kamienie w murze 
lub w sklepieniu. Gdy dla monolitów z kamienia bardzo tw ar
dego przyjmują nieraz n = 7, z miększego n =  10, to dla muru 
zwykle przyjmuje się n —20, a dla sklepień nawet n = 40  do 60.

Znając fi  i n  obliczymy łatwo z równania 42) spółczyn- 
niki wytrzymałości, które poniżej podajemy dla najważniej
szych materyałów, zaokrągliwszy je  według tego, jak  je  zwykle 
w praktyce obieramy.



T a b l i c a  V III.

M a t o  r  y  a  1

N a t ę ż e n i 3 d o p u s z c z a 1 n  e  t  w kg/cm1

budow le
tym czasow e

zw ykłe zesk łady  
budow lane m osty dachy m aszy n y  (w ielk ie  

w strząśn ien ia )

ro zc ią g an ie śc isk a n ie ro zc ią g an ie śc iskan iu ro zc iąg an ie śc isk a n ie ro zc iąg an io śc isk an ie

B a z a lt . . . . ...................... _ 200 4 G0 _ _ _ _
B e t o n ................. ..................... — — 3 25 2 20 — —
C egła (w y p a lo n a ) .................. — — — 8 -- — - - —
C e m e n t ................................... — - 4 30 — —' — —
C ynk b l a c h a .......................... — — ' 200 — — - — -
D o l o m i t ................................... — — 2 40 2 35 — —

D rzew o bukow e rów noleg . do w łókien 120 90 100 80 90 75 GO 45

„ „ p rostop . „ JJ 30 50 28 45 25 40 20 30
„  dębow e rów noleg . „ JJ 120 90 100 80 90 75 GO 45
„  „  prostop . „ » 2G 50 23 45 20 40 16 30
„  szpilk . rów noleg . „ )) 120 80 100 75 90 70 GO 40
„ „ p rostop . „ 25 18 22 15 18 12 15 10

G r a n i t ....................................... — — 5 GO 4 40 — —
G n e i s ....................................... — — 5 35 4 30 — —
G l i n ......................................... — — 400 — — — — —

K onopne l i n y ...................... 100 — — — — — — . —
K w a r c y t ................................... — — — 35 — 30 — —

L  . 4

Ł u p e k ................................................. • — — — 35 — 30 — —

M a r m u r .................................................. — — 3 20 — — —

Miedź l a n a ................................. .... — — 200 — — — — --

„ k u t a .............................................. — — 400 — — — — --

M ur ceglany na cemencie . . . . — — 11 — 10 — — --

„ „ ,, w a p n i e ................. — — 7 — G — — --

„ kam ienny „ c e m e n c ie ................. — — 14 — 13 --

„ „ „ w a p n ie ..................... — — 10 — 9 -- —*

P o r f i r ...................................................... — — — GO — -- —

S y e n i t ...................................................... — — 55 — -- — --

S tal bardzo m ię k k a ............................. — — 1100 1100 1000 do 900 1000 do 900 800 800

„ m i ę k k a ......................................... — — 1200 1200 1100 „ 1000 1100 „ 1000 900 900

„ t w a r d a ......................................... — — 1 600 1G00 1500 „ 1200 1500 „ 1200 1100 1100

bardzo t w a r d a ......................... — — — — 1800 „ 1500 1800 „ 1500 1400 1400

„ niklow a m ię k k a ......................... — — — — , 1100 „ 1000 1100 „ 1000 900 900

„ „ ś r e d n i a ......................... — - — ■ — 1700 „ 1G00 1700 „ 1G0O 1300 1300

Szkło dęte ............................................. — ' — , 90 — — — — —

„ lane .............................................. — — 55 200 — — — —

W  a p i e ń ................................................. — — 2 30 1 25 — —

Żelazo l a n e ......................................... 260 750 250 700 200 G00 130 300

,, spaw ane ................................. 1200 1200 1000 1000 800 do 700 800 do 700 550 550

„ z l e w n e ..................................... 1300 1300 1100 1100 900 „ 800 900 „ 800 G50 650

„ b l a c h a .....................• . . . 1100 — 950 - 750 » 650 — 500 —

„ d ru t ......................................... 1400 — 1200 — 1000 --' 700
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"Wyższe liczby dla mostów oznaczaj ą natężenie dopuszczalne 
dla dźwigarów głównych, a niższe dla części drugorzędnych.

Chcąc według poprzedniego obliczyć potrzebny przekrój 
części zeskładu, szukamy największej siły P, która działa na tę 
część zeskładu w najniekorzystniejszym wypadku i otrzymujemy 
dla natężenia dopuszczalnego % przekrój

/ '  . . . . 4 4 )%
N o r m y ,  w y p r a c o w a n e  p r z e z  a u s t r .  t  o w. i n ż y n i e r ó w  

i a r c h i t e k t ó w  w  r. 1902, zaw ierają następne natężen ia dopuszczalne.

T a b l i c a  IX .

A) Żelazo, drzewo i szkło.

1. Żelazo spawane i m iękkie żelazo zlewne . . . .  1000 1 000
2. „ l a n e ........................................................................ 200 . . 600 \
3. Drzewo dębowe i b u k o w e ........................................  100 70
4. „ sosnowe, świerkowe, jodłowe, modrzewiowe 80 60
5. Szkło: a) l a n e ......................... ............................................. — 70/

b) d ę t e .................................

B) Ciosy i filary ciosowe. ś c i s k a n i e  w fcy/cm2
M a t e r y a ł  klasa m uru I. 11« 115 T le

1. G ran it i p o r f ir ................................. 100 60 50 25
2. K am ienie t w a r d e ......................... . . 70 40 30 —

3. „ średnio tw arde . . . . . . 50 30 25 —

4. „ m ię k k ie ......................... 35 20 15 —
5. „ bardzo m iękkie . . . 15 ' 10 —• " —

?

K lasa I. Pojedyncze kostki albo p ły ty  dla 16-krotnej pewności,
„ I I  a F ila ry  i słupy, k tórych  najm niejszy w ym iar poprzeczny w y

nosi najm niej '/t do '/8 wysokości,
„ I I  5 Ciosy, w ystaw ione na zew nątrz, słupy i cieńsze filary  obcią" 

żone, k tórych  najm niejszy w ym iar poprzeczny w ynosi */8 do 
Vu wysokości,

„ I I  c Całkiem cienkie słupy i filary obciążone, k tórych  średnica lub 
najm n. w ym iar poprzeczny w ynosi mniej, niż */u wysokości.

C) Mur ceglany i kamienny. Ściskanie dopuszczalne w  hgjcm'1
R o d z a j  m u r u  K lasa m uru a) b) c)

1. M ur ceglany n a  w a p n ie ...................................................... 5 2-5 —

2. » „ „ cemencie r o m a ń s k im ......................... 7-5 5 .  —

3. 11 „ „ „ p o r t la n d z k im ..................... 10 7-5 5
4. Î? kam ienny albo m ięszany na w a p n i e ................. 4 — —
5. 11 „ „ „ „ cemencie rom ań. . 5 — —

6. 11 m ięszany albo m ur z kam . w arstw , n a  cem. portl. 8 — —
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Ś ciskan ie  dopuszczalne w  kgfcm3 
R o d z a j  m u r u  K la sa  m u ru  a) b) c)

7. M ur k am ien n y  z silnego  obrob. k a m ie n ia  n a  cem encie
p o r t l a n d z k im ....................................................................  10 — —

8. „ z ceg ie ł sz lam o w an y ch  lu b  fila row ych  n a  cem.
p o r t l a n d z k im ....................................................................  12 8 6

9. „ zendrów ek  n a  cem. p o r t l   20 15 10
10. Ł a w y  fu n d am en to w e  z be to n u  ( 1 : 5 )   5 — —
11. M ury  betonow e z cem. p o rtl. o g rub . 45 ra w  s to 

su n k u  m ię szan in y :
a) 500 kg n a  1 ra3 ż w iru  i  p ia sk u  ( 1 : 3 ) ..................... 18 — —
i;.8 2 6  „ „ „ „ „ ( 1 : 4 )   12 -  -
c) 225 „ „ „ „ „ ( 1 : 8 )   8 — —
*) 175 „ „ „ „ t l :  10) . . . .  6 -  -

aj M ury  o g rubości )> 45 era ja k o te ż  filary', k tó ry c h  n a jm n ie jszy  w y m ia r  
poprzeczny  w ynosi '/i w ysokości.

b) M ury  poniżej 45 era g rubości, ja k o te ż  fila ry  o s to su n k u  w y m ia ru  '/t — */s-
c) F ila ry  o n a jm n ie jszy m  w ym iarze  p rzek ro ju  ) > 3 0 cm a s to s u n k u  */8 — */n  

w ysokości.

D) Schody kamienne.

P rz y  schodach  k am ien n y ch  w y n o si n a tęż en ie  dopuszczalne '/s spół- 
c z y n n ik a  n a  zg in an ie .

E) Sklepienie ceglane, betonowe i ciosowe.
D opuszczalne 

R o d z a j  m u r u  w  kg/cm"1
śc isk an ie  rozc iąg an ie

1. S k lep ien ie  ceg lane  n a  w a p n i e ................................... 5 0
2. 11 „ „ cem encie ro m ań sk im  . . . 7-5 0
3. 11 „ „ . „ p o rtla n d z k im  . . 10 1
4. 11 z ceg ie ł sz lam o w an y ch  lub  fila row ych

n a  cem. p o r t la n d z k im ............................... 12 1
5. n z zendrów ek n a  cem. p o rtlan d zk im  . 20 —
6. n betonow e z cem en. p o rtl. (1 :3 )  (500 kg

n a  1 ra3) ......................................................... 18 3
7. ii betonow e z cem. p o rtl. z w k ład k am i że-

lazn em i ( 1 : 3 ) . ................................... 21 8
8. ii betoncw e z cem. p o rtl. (1 :5 , 325 kg n a  1 ra3) 12 2
9. 11 z ciosów  lepszego g a tu n k u  n a  cem encie

p o r t l a n d z k i m ................................................ 30 1

U w a g a .  P rz y  1, 2 m oże być  u ż y ty  czysty  o s try  d ro b n o z ia rn is ty  
p ia sek  ko p an y , p rzy  3, 4, 5 i 9 ty lk o  ta k iż  p iasek  rzeczny . Ż w ir  do be
to n u  czysty  o w ielkości z ia ren  <1 4 era średn ie j'.
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F) Grunt budowlany. Ś ciskan ie  dopuszczalne 
kgjcm2

1. G lin a  i  i ł  b a rd zo  w ilg o tn y , m ia łk i p iasek  
w  w a rs tw ie  1 m g rubości, jeże li zapobieże się 
bocznem u w y su n ięc iu  do . . . . . . . . .  . 1*5

2. G lin a  i  i ł  średn ie j zw ięzłości, p iasek  m iern ie  
w ilg o tn y , a lbo  i la s ty  su cb y  p iasek  do . . .  . 2-t)

3. O poka, i ł  zb ity , p iasek  suchy  n ie  i la s ty  do . 4;0
4. Z b ity  g ru b o z ia rn is ty  p iasek  lub  żw ir do . . 6-0
5. P u lc h n a  z iem ia w o d n ista , fu n d am en to w an ie

p rzy  użyc iu  p a li n a  cm-  p rzek ro ju  p a la  do . 25

B e r l i ń s k i e  p r e z y d y u m  p o l i c y  i (1881) p rzy jm u je  n as tęp n e
n a tę ż e n ia  dopuszczalne.

T a b l i c a  X.

M a  t  e r  y  a  ł
N atężen ie  dopuszczalne 

w kg ¡cm'1

ro zc iąg an ie śc isk an ie

Ż elazo s p a w a n e .............................. .. 750 750

„ lan e  ................................................ 250 500.,

B lach a  fa l is ta  że lazn a  . . . . . . . . . . . . . 500 500

„ c y n k o w a ......................................................... 200 200

D ru t że lazny  .................................................................. 1200 —

D rzew o dębow e i b u k o w e ................................... 100 80

„ „ „ bu d ’, tym czasow e . . 120 90

„ s o s n o w e ........................................................ 100

„ „ bud. ty m c z a s o w e ...................... 120 70

G r a n i t ............................................... .............................. — 45

P iask o w iec  w ed le  tw a rd o śc i ............................... — 15 do 30

W a p ie ń  R iidersdo rfsk i w  ciosach  . . .' . . . — 25

M ur z w a p ien n y ch  k am ien i n a  w ap n ie  . . . — 5

Z w y k ły  m u r ceg la n y  ................................... .... . . — 7

M ur ceg lan y  n a  cem encie ................................... — 11

N ajlepszy  m u r z zendrów ek  n a  cem encie . . — 12 do 14

M ur z w a p ie n i p o ro w a ty c h ................................... ' — 3 „ 6

D obry  g r u n t  b u d o w l a n v ....................................... 2-5 „ 5
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R o z p o r z ą d z e n i e  m i n .  p r u s k i e g o  r o b ó t  p u b l i c z n y c h  
z r . 1910:

T a b l i c a  XI .

N atężen ie  dopuszczalne
M a t e r y a ł w  kg!cm7

ro zc iąg an ie śc iskan ie

1. Ż elazo zlew ne w  d źw ig a rach  s tropow ych  
i schodow ych. R ozpiętość l, odległość m ię
dzy śro d k am i ło ż y s k ........................................... 1200 1200

2. Ż elazo zlew ne w  s ł u p a c h .............................. 1200 1200
3. „ „ „ p rzy  dok ładnem  

obliczeniu  d la  n a jn iek o rzy s tn ie jszy ch  w a 
ru n k ó w  ...................................................................... 1400 1400

4. Ż elazo zlew ne w  dachach , śc ianach , podcią
g ach  p rzy  uw zg lęd n ien iu  c iężaru  w łasnego , 
zm iennego i  ś n i e g u ........................................... 1200 1200

5. D etto  p rzy  rów noczesnem  n a jn iek o rzy s t- 
n iejszem  dz ia łan iu  ciężaru  w łasnego , zm ien
nego, śn ieg u  i w ia tru  150 kg/nt7 ................. 1400 1400

6. W y ją tk o w o  d la  dachów , g d y  zachodzi pew 
ność najśc iśle jszym  w ym ag an io m  o d pow ia
dającego  ob liczen ia  k o n s tru k c y i i w yko
n a n ia  w  w a ru n k a c h  ad  5................................. 1600 1600

7. Ż elazo zlew ne w  k o tw a c h ............................... 800 _
8. D la  że laza  spaw anego  na leży  w a rto śc i ob

n iży ć  o 10%. Jeszcze bardz ie j na leży  ob
n iży ć  p rzy  s ta ry m  m atery a le .

9. Ż elazo lan e  w  p ły ta c h , łożyskach  . . . . 1000
10. „ „ w  s ł u p a c h ................................... — 500
11. S ta l k u t a ................................................................. 1400 1400
12. D rzew o d ę b o w e .................................................... 100 80
13. „ sosnow e ................................................ 100 60
14. a) G ra n it w  c iosach  łożyskow ych  . . . . — 60

b) „ w fila rach  i  sk lep ien iach  . . . — 45
c) „ w  bardzo  sm u k ły ch  fila rach  i 

s ł u p a c h ............................................................. _ 25
15. a) P iask o w iec  w  ciosach  łożyskow ych  . . — 30

b) „ w  fila rach  i sk lep ien iach  . -- 25
c) „ w  bardzo  sm uk łych  fila rach  

i s łu p ach  ........................................................ 15
16. a) W a p ie n  i  m a rm u r w  ciosach  łożysko

w ych  ................................................................. _ 30
b) W ap ie ń  i m a rm u r w  fila rach  i sk lep ie

n ia c h  ................................................................. _ 20
c) W ap ień  i m a rm u r w  bardzo  sm uk łych  

fila rach  i  s ł u p a c h ....................................... _ 12
17. M ur z ceg ie ł zw yk łych  n a  zap raw ie  w a

p iennej 1 : 3 ............................................................. _ do 7
18. M ur z zendrów ek n a  zapr. h y d rau liczn e j 

1 : 2 : 7  ..................................................................... — 1 2 - 1 5

Statyka. 5
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M a t  e r  y  a  ł
N atężen ie  dopuszczalne 

w kg ¡cm3

ro zc iąg an ie śc isk an ie

19. M ur z zendrów ek n a  cem encie (1 :3 ) . . .
20. „ z cegie ł d z iu rk o w a ty c h ..........................

— 2 0 -3 0
3 - 6

21. „ z p iaskow ca  sz tucznego  n a  zap r. w a 
p iennej .........................................................

22. „ z p iaskow ca  sztucznego  n a  zap r. h y 
d rau liczne j ................................................

23. „ z k am ien ia  łam an eg o  n a  zap r. w a 
p iennej ........................................... ....

24. a) Ł aw y  fu n d am en tó w  z be tonu  n a sy p a 
nego .....................................................................

b) Ł a w y  fu n d am en tó w  z b e to n u  ub ijanego
25. D obry  g ru n t  b u d ow lany  .............................

U w a g a .  C yfry  w yższe p rzy  1. 18 do 25 odnoszą się

do 7

1 2 -1 5

do 5

6 - 8
1 0 -1 5
3 - 4

do p rzypad-
ków, w  których przeprowadzono ścisłe obliczenie statyczne przy przy
jęciu  możliwie niekorzystnych obciążeń i w arunków .

R o z p o r z ą d z e n i e  m in.  a u s t r y a c k i e g o  d l a  m o s t ó w  k o l e -  
1 ej  o w y c h  z r. 190*1. §. 8. c. 12. przepisuje następne natężen ia dopuszczalne.

T a b l i c a  X II.

R o d z a j  m u r u  i b e t o n u

Mur na zaprawie ze sztucznego cementu portlandzkiego.

1. M ur z k am ien ia  ciosow ego (z uw zg lędn ien iem  p o stan o 
w ień  o g ran icza jący ch  następ u jąceg o  u s tęp u  a j ..................

2. C iosy łożyskow e (z uw zg lędn ien iem  postan o w ień  o g ra n i
czających  n as tęp u jący ch  ustępów  a) i b ) .............................

8. M ur w a r s tw o w y ..................................................................................
4. M ur z k am ien ia  łam an eg o  (czysty  albo obłożony, p rzy  

w ie lk ich  w ysokościach , zao p a trzo n y  tak że  w  c iąg łe  w a r
s tw y  m u ru  z k a m ie n ia  ciosow ego lu b  w arstw ow ego) . .

5. M ur z cegieł sz lam ow anych  najlepszego  g a tu n k u , z ta k  
zw an y ch  cegie ł podw ójn ie  sz lam ow anych  lub  cegie ł fila
ro w y ch  ....................................................................................................

6. M ur z zendrów ek najlepszego  g a t u n k u ...................................
7. B e to n  m ieszany  w  s to su n k u  500 kg cem entu  n a  1 m 3 p ia sk u  

i żw iru  (objętościow y sto su n ek  m ieszan ia  1 : 3 ) .................
8. B eton  m ięszany  w s to su n k u  325 kg cem entu  n a  1 m3 p iasku  

i żw iru  (objętościow y sto su n ek  m ięszan ia  1 : 5 ) .................
9. B eton  m ięszany  w  s to su n k u  225 kg cem en tu  n a  1 m3 p ia sk u  

i żw iru  (objętościow y sto sunek  m ięszan ia  1 : 8 ) ..................
10. B eton  m ięszany  w  sto su n k u  175 kg cem en tu  n a  1 m3 p ia sk u  

i żw iru  (objętościow y sto su n ek  m ięszan ia  1 :1 0 ) ..................

N ajwiększe
natężenie

dopuszczalnety/ehi*

30

50
15

10

12
20

18

12
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Do tabeli powyższej postanaw ia się:
a) Ciśnienie na m ar z kam ienia ciosowego i na ciosy łożyskowe 

n ie może w żadnym  razie w ynosić więcej, niż */20 część w ytrzym ałości 
n a  ciśnienie odnośnego m ateryalu  kam iennego;

b) przy ciosach łożyskowych należy dopuszczalne ciśnienie ozna
czyć ze względu na pow ierzchnię p ły ty  łożyskowej dźwigaru.

Przykłady. 1. J a k ą  średnicę dać należy prętow i okrągłem u żelaznem u 
w iązan ia  dachowego, jeżeli najw iększa siła  ciągnąca P = 6  i?

W edług tabl. V III. przyjm iem y t  =  800 kg/cm2, a zatem  wedle 44)

F = ^ ^ = 7 , 5  cm2, a stad  d —~\f-~' =3,09 cm.
800 ' Y r-

Przyjm iem y więc ¿= 3 1  mm.
2. N iski slup drew niany o przekroju kw adratow ym  niesie 15 1; w y

znaczyć w ym iary , jeżeli budow la je s t tym czasową a drzewo miękkie.
W edług tabl. V III. przyjm iem y t  =  80 kg/cm2, a  zatem  wedle 44) 

F  = —gq— — 187,5 cm2, s tąd  bok 5 =  13,7 cm, zam iast czego przyjm iem y 
¿= 14  cm.

3. Długość boku fundam entu kw adratow ego słupa m urow anego w y
nosi 1 m , ja k i ciężar może on przenieść n a  grun t, dla którego r= 2 ,5  kg/cm- ?

P =  100.100 . 2,5=25000 kg= 2b  ł.

- V

§. 23. Doświadczenia Wohiera i Bauschingera.

Badania nad wytrzymałością materyałów, a mianowicie 
liczne doświadczenia W o h i e r a ,  urządzone z polecenia pru
skiego ministerstwa w latach 1859 do 1870 i późniejsze B a u 
s c h i n g e r a  i T e t m a j e r a ,  okazały, że jeżeli ciało łanąjft s i ę  
przy jednorazowem obciążeniu przy natężeniu [i, to gdy ciało 
tooBciązać będziemy hardzo często, złamie się już przjTmniej- 
szem natężeniu. Dalej wykazały doświadczenia, że ciało łamie 
się tern prędzej, im większą jest różnica między największem 
i najmniejszem natężeniem i im większą je st największość 
natężenia. Z tego wynika, że przy obliczaniu przekroju musimy 
uwzględnić nietylko najw. P, ale i najmn. P, zwłaszcza jeżeli 
między temi wartościami "jest znacznaWoźnica i obciążenie 
często się zmienia. Ten wypadek zachodzi szczególnie przy 
mostach, gdy przeciwnie w zespołach zwykłych w budownictwie
w mniejszym występuje stopniu i wystarcza tam zwykłe zacho
wanie dawnego sposobu uwzględniania tylko najw. P.

Ponieważ jednak czasami, zwłaszcza przy obliczaniu da
chów, mamy do czynienia z obciążeniem zmiennem, więc zasta-

*
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nowimy się tu  w krótkości nad doświadczeniami Wohlera, które 
wykazały następujące prawidła:

1. Gdy w pręcie powstają wiele razy natężenia, wywo
łane obciążeniem zmiennem, przerwanie następuje już przy 
mniej szem natężeniu, niż gdyby natężenie było niezmiennem.

2. Jeżeli natężenie zmienia się między pewnemi granicami 
najmniejszością i największością, to potrzebną jest tern większa 
ilość zmian natężenia do przerwania prętu, im mniejszą jest 
największośó natężenia.

N. p. przy pewnym szeregu doświadczeń zmieniało się na
tężenie osi żelaznej od 0 do v, a ilość zmian natężenia potrzebna 
do przerwania była n.

Doświadczenie wykazało, że
dla v =  4500 3500 2500 2200 kg\cm}

n =  170000 450000. 1500000n >  4820000
3. Jeżeli największośó natężenia pozostaje niezm ienną, to 

tern większej potrzeba ilości zmian natężenia do przerwania 
prętu, im większą je st naj mniejszość natężenia.

Niechaj n. p. v0 będzie najmniejsze natężenie, vi największe 
natężenie a n liczba zmian natężenia potrzebna, aby się pręt 
przerwał, to doświadczenia okazały dla stali, że

dla v0 =  1210 2430 3 660 4820 kgjcrn2,
a vx =  7300 7300 7300 7300 „ ,

potrzeba, aby n =  0,06 0,15 0,40 n  >  19,67 milionów.
4. Jeżeli największośó natężenia przy stałej naj mniej szóści 

I j nie dosięga pewnej granicy, to ciało się nie przerywa, choćby
. ilość zmian natężenia była jak  największą, 

i To natężenie graniczne nazywamy _ s p ó ł a z y u n i k i ę m
w y t r z y m a ł o ś c i  u s t a w i c z n e j  (n. Arbeitsfestigkeitskoeffi- 
cient, fr. limiłe de non-rupture, an. working stress), bo nawet 
dla ustawicznych zmian natężenia pręt przy tern natężeniu się 
nie przerwie.

5. "Wytrzymałość ustawiczna je st tern większą, im większą 
je st naj mniejszość natężenia.

Nazwawszy an najmniejszość natężenia a a spółczynnik 
wytrzymałości ustawicznej, otrzymano z doświadczeń z żelazem, 
spawanem

dla am =  — 1700 0 +  1750 +  3 290 kgjcm2
a =  +  1700 +  2 340 +  3200 +  3290 „



-  69 —

Na podstawie tych doświadczeń ustawili uczeni niemieccy 
wzory, wedle których można dokładnie wyznaczyć wytrzymałość 
ustawiczną, a przyjmując wtą pewność także natężenie do
puszczalne z uwzględnieniem naj większości i najmniej szóści 
natężenia.

Inżynierowie francuscy nie przyjęli tych wzorów, lecz za-' 
rzucają im, że doświadczenia Wohlera nie były tak liczne, aby i 
można ustawiać na ich podstawie tak dokładne wzory, źe 
zresztą zmiany w natężeniu następywały zbyt szybko tak, że \ 
drobiny nie miały czasu jeszcze wrócić do pierwotnego poło- ] 
żenią, a już nastąpiła nowa zmiana natężenia. J

Profesor monachijski B a u s c h i n g e r  robił w tym wzglę
dzie dalsze doświadczenia z żelazem spawanem i na ich pod
stawie doszedł do następnego wniosku.

Zmiany natężenia między natężeniem równem zeru a na
tężeniem przy granicy sprężystości nie sprowadzają nigdy 
przerwania, jeśli materyał nie posiada błędów i jeżeli granica 
sprężystości nie została sztucznie, podwyższoną.

"Wynik ten doświadczeń B a u s c h i n g e r a  dostarczył in
żynierom francuskim nowego argumentu przeciwko uwzglę
dnianiu przy obliczaniu przekroju nietylko naj w. P  ale i najmn. 
P. Wychodząc z zasady, że natężenie dopuszczalne ma być 
?ntą częścią natężenia przy granicy sprężystości, twierdzą oni, że 
to, co się dzieje poza granicą sprężystości, niema wpływu na 
natężenie dopuszczalne. A że zmiany w natężeniu mają wpływ 
na wytrzymałość dopiero wtedy, gdy największe natężenie 
przekracza granicę sprężystości, więc zdaniem Francuzów nie 
trzeba ich uwzględniać.

Uznając po części zarzuty inżynierów francuskich za słu
szne, pomimo tego wyznaczając natężenie dopuszczalne wedle
wzoru 42) a nie wedle wzoru 43) , uwzględniaćn m  °  ^
powinniśmy zmiany w natężeniu na podstawie doświadczeń 
Wohlera i Bauschingera.

§. 24. Wyznaczenie wymiarów według Winklera.

Stosunek spółczynnika wytrzymałości ustawicznej do naj
mniej szóści natężenia am możemy wykreślnie przedstawić. W y
kreślmy jako rzędne spółczynniki wytrzymałości ustawicznej a



(rys. 45), jako odcinki najmniejszóści natężenia am, to dla roz
maitych wartości am i a otrzymamy rozmaite punkty. Punkty  
te  wszystkie połączone dają linię krzyw ą, zamiast której przyj
muje W i n k l e r  w celu uproszczenia wzorów prostą ab, nachy
loną do osi OX. Chociaż prosta ab małoco różni się od krzywej 
ac' b', jednak zawsze wyniki, otrzymane na podstawie prostej ab, 
musimy uważać tylko jako przybliżone.

Równanie prostej ab będzie
a = a ’ + cam ........................................... 45)

\ jeżeli a' i c oznaczać będą ilości stałe, które na podstawie do- 
[ świadczeń wyznaczymy. Jeżeli w tern równaniu przyjmiemy 
a,„=0, to a = a'-, natężenie to nazywamy s p ó ł c z y n n i k i e m  
w y t r z y m a ł o ś c i  p i e r w o t n e j  (n. Ursprungsfestiglceitskoeffi- 
cient, an. prim itiv safe stress), bo przyjmujemy, że przed dzia
łaniem sił zewnętrznych natężenie pierwotne było równe zeru.

Poprowadźmy z punktu  O 
prostą pod 45° do osi OX,, to 
otrzymamy punkt przecięcia 
się a tej prostej z prostą ab. 
Z tego punktu spuśćmy prostoT 
padła aa,, to będzie aa ,—ö=  
— Oau a więc dla am — ó je st 
cc=Oa1 =  (5. Natężenie <5 na
zywamy s p ó ł c z y n n i k i e m  

w y t r z y m a ł o ś c i  s p o 
c z y n k o w e j  (n. Tragfestig- 
Iceitskoefficient, an. statical 

breaking strain). Jest to natężenie, przy którem ciało łamie się 
przy stałem niezmiennem obciążeniu.

Jeżeli za a i am podstawimy <3 w rów. 45), otrzymamy 
ö =  a'-\-cö czyli a' =  <5 (1—e). Podstawmy teraz tę wartość za 
a' w rów. 45), a otrzymamy a = d ( l —c) +  c am . . . .  46)

Z doświadczeń otrzymano dla żelaza c—0,45, dla stali 
c=0,56j_możemy więc napisać dla żelaza:

a =0,55 <5+0;45 a„.......................................47)
Wszystko to odnosi się do wytrzymałości na rozciąganie; 

dla ściskania otrzymamy podobną linię na dole pod osią OX  
i  równanie podobne jak  45), stałe a' i a będą tylko inne.
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Przypuśćmy teraz, że chcemy wyznaczyć przekrój belki, 
przyjmując n-tą pewność. Jeżeli a jest spółczynnikiem wytrzy

małości ustawicznej, to według rów. 42) i 44) a = n  —— -̂,F
gdzie F  oznacza przekrój, F  siłę, działającą w osi. Również

najmn. P  . . ... . . .
możemy napisać a,„—n  -——^  , jeżeli am oznacza najmniej

szość natężenia, ó jest spółczynnikiem wytrzymałości jednora- 

zowej, więc dla n-tej pewności =%. Podstawmy te wartości

' , najw. P  ' j najmn. Pwrow.4b), a otrzymamy a—n —  = n t(1 —c)Ą-cn — —-----.

Pomnóżmy całe równanie przez F, a podzielmy przez 
m (  1—c), to otrzymamy:

_najw . P  najmn. P 
t(1 —c) ° i ( l —c)

Zastosujmy to do obciążenia zmiennego i nazwijmy siłę, 
wywołaną ciężarem stałym P 0, a ciężarem zmiennym P ,, to 
najw. P = P 0-ł-P,, a najmn. P = P 0, więc najw. P —c najmn. P =

- p 0 + p„ a .na iżFŻJSkŁ*
Jeżeli natężenie zmienne jest raz dodatnie, drugi raz 

ujemne i jeśli nazwiemy P2 największą ujemną siłę, wywo
łaną ciężarem zmiennym, bez względu na znak, to wtedy 
najw. P  =  P0 + P , ,  zaś najmn. P = P „ — P 2, zatem najw. P +  
—c najmn. P -  P0 +  P, — c P 0 +  cP 2,

.Ą  , Pt , cP 2więc F = —  -1— -—- -f-z ' t (1—c) ' t (1—c)‘
P  T3,Nazwijmy t= t0, a t (1—c) =  t1; to P = - i + —i ,  gdy natęże

nie nie zmienia znaku, zaś, gdy je st dodatnie i ujemne, to

F =  — +  — +  — , przyczem r2 ==— ——. P0 jest dodatnie, jeżeli 
T0 T1 2̂ c 

ma znak ten sam, co P 1} P 2 zaś jest dodatnie, jeżeli ma znak 
przeciwny.

W stawmy wartość za c i j , to otrzymamy dla ż e l a z a ,  
jeżeli przeważa wyciąganie:



F= P n +1400
zaś jeżeli przeważa ściskanie:

F J & - +  Ł
1200 720

72

P P< 2. om 2
770 +  1700

+ 1800

48)

"Wzorów tych możemy używać w b u d o w n i c t w i e ,  dla 
mostów zaś trzeba uwzględnić .jeszcze wstrząśniehia. sprawione 
ciężarem ruchomym, a to robimy w ten sposób, że ciężar ru
chomy mnożymy spółczynnikiem większym.od jedności: 1,3 
dla- mostów kolejowych 1,2 dla drogowych a 1,1 dla kładek. 
W tedy otrzymamy dla m o s t ó w  k o l e j o w y c h  ż e l a z n y c h ,  
jeżeli przeważa wyciąganie:

F= + Pi
"1400 1 590 

jeżeli zaś przeważa ściskanie:

+ P 2 2
1300 °m  ’

49)

F* Po , P r  , P 2
'1200 ^  5 5 0 - 1380

d la  m o s t ó w  d r o g o w y c h  ż e l a z n y c h :  
jeżeli przeważa wyciąganie:

P o  , P i  , P 2F= ; +1400 1 640 
zaś jeżeli przeważa ściskanie:

+

F= 1200 +

1400

P ,

cmi

- * ! -  + ___
600 1500

50)

d la  k ł a d e k  ż e l a z n y c h :  
jeżeli przeważa wyciąganie:

Po , i
700F= +1400

zaś jeżeli przeważa ściskanie:
P o  , P i

P 2 .. 
+  1550 °

F= 1200 +  650 1 1640+

51)

W  A u  s t.r y i obowiązuje rozporządzenie m inisteryalno z r. 1904 dla 
m ostów żelaznych, którego §. 8. odnoszący się do m ostów kolej owyclr brzm i:

Dopuszczalne natężenie materyalów budowlanych i gruntu  w fundamencie.

A. Żelazo i stal.
1. P rzy  mostacli kolejowych największe natężen ia  żelaza i s ta li 

w  kg/cm1 przekroju użytecznego, t. j. pozostającego po odtrąceniu dziur
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n a  u ity  i części niewspółdziałających, n ie  m ogą przekraczać w artości 
granicznych, podanych w  następującej tablicy.

T a b l i c a  X III .

Oznaczenie obciążenia i rodzaj natężen ia
Dopuszczalne 

najwyższe natężenie 
kg/cm1

a) P r z y j m u j ą c  o b c i ą ż e n i e  o k r e ś l o n e  
w §. 7 d l a  m o s t ó w  k o l e j o w y c h  ą c  z e- 
n i e m  d z i a ł a ń ,  w y w o ł a n y c h  p r z e z  w i a t r ,  
b o c z n e  w a h a n i a ,  b o c z n e  c i ś n i e n i a  

i h a m o w a n i e .
Żelazo

spaw ane
Żelazo
zlewne

1. N atężenie przy  w yciąganiu  lub ściskaniu: 
przy rozpiętościach od 0 m  do 10 m  w edług wzoru

u H » n n 20 „ „ „
11 11 11 ^0 1! 11 10 „ 1| ,1 
u u ii 10 „ „ 80 „ „ „ 
ii ii u 00 „ „ 120 „ „ „

„ a 120 „ i wyżej „ „ 
do najwyższej „ „

700+2 1 
700 + 2  1 
700 +  2 1 
720 +  1,51 
770+1 
820 +  0,51 

900

750 +  51 
760+4 1 
800 +  21 
840+1 
840+1 
840+1 

1000

b) P r z y j m u j ą c  w s z y s t k i e  o b c i ą ż e n i a ,  
o k r e ś l o n e  w §. 7 cl l a  m o s t ó w  k o l e i  

ż e l a z n y c h .
5. N atężenie przy  w yciąganiu  lub ściskaniu 1000 1200

2. P rzy  m ostach n a  gościńcach, na d rogach , przy  kładkach, dalej 
przy  zeskładach chodnikowych m ostów kolejowych najw iększe natężen ia 
żelaza i s ta li w  kg/cm2 przekroju użytecznego, t. j. pozostającego po od
trącen iu  dziur n a  n ity  i części niew spółdziałających, nie mogą przekra
czać w artości skrajnych, podanych w  następującej tablicy.

T a b l i c a  XIV.

Oznaczenie obciążenia i rodzaj natężenia
Dopuszczalne 

najwyższe natężenie 
kg/cm1

a) P r z y j m u j ą c  o b c i ą ż e n i a ,  o k r e ś l o n e  
w  §. 7 d l a  m o s t ó w  d r o g o w y c h ,  t u d z i e ż  
d l a  z e s k ł a d ó w  i c h o d n i k ó w  z w y ł ą c z e 
n i e m  d z i a ł a ń ,  w y w o ł a n y c h  p r z e z  w i a t r .

1. Natężenie przy w yciąganiu  i ściskaniu . 
do n a jw y ż e j ......................................................................

Żelazo
spaw ane

Żelazo
zlewne

750 +  21 
900

800+31
1050

b) P r z y j m u j ą c  w s z y s t k i e  o b c i ą ż e n i a ,  
o k r e ś l o n e  w  §. 7 d l a  m o s t ó w  d r o g o w y c h .  

5. N atężenie przy w yciąganiu  lub ściskaniu 1000 1200
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Metoda W inklera zaleca się wielką prostotą, nie jest jednak 
zupełnie ścisłą, jak  już to wspomnieliśmy. Dlatego też poda
jemy poniżej metodę dokładniejszą.

§. 25. Wyznaczenie wymiarów według Launhardta i Weyraucha.

L a u n h a r d t  przyjmuje jako równanie linii ac'b' (rys. 45).
I d—ct

 o2)
stąd widzimy, że r ó ż n i c a  n a t ę ż e n i a  (n. Spannungsdifferenz) 
a—am jest funkcyą drugiego stopnia wytrzymałości usta
wicznej a.

Podstawmy w równ. 52) am — 0, to otrzymamy a =  a', dla 
am =  a jest a = ó. Dla tych dwóch wartości am otrzymujemy 
więc te same punkty, co w poprzednim paragrafie; dla innych 
wartości linia krzywa, wyrażona równ. 52), zgadza się dosta
tecznie z doświadczeniami Wohlera.

Równanie to możemy inaczej napisać: a(ó—a')—a„,(<5—a') = 
a(ó—a), albo cca' = am(d—a') + a2, lub nareszcie

/ , a™rx t\ i , (5— a' aA  a—cc' + ~ (o—a') +  a ' 1+     . . . o3)a \  a' a )
Jeżeli teraz chcemy obliczyć wymiary belki, na którą 

działa w kierunku osi siła , zmieniająca się między granicami 
najmn. P. i napo. P, a przypuszczamy n"' pewność, to gdy 

am n . najmn. P
a n.najw . P 

n.najy  
a

równanie 51) możemy napisać:

<  ■ ■ ■ ' • - 5 4 )

n.najw. P  _  najw. P 
a % ’

Doświadczenia AVolilera okazały, że dla ż e l a z a  s p a w a n e 

go r3 =  3 290/cy'cnz2, a '= 2190  kgjcm2, więc — ~r~—4

a zatem u—a' (1-j-^ę), a gdy a=n%, a= m '., to
x—f  (1+$'£)._

Dla m= 3 otrzymamy stąd

t = 700(1+ — £) Jcglcm2 ..............................56)
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Dla s t a l i  m i ę k k i e j  i b a r d z o  m i ę k k i e j  możemy

przyjąć c) =  4 500 kgjcm2, a a '=  2 700 kgjcm2, więc
4 5 0 0 -2  700 „

=  STOÓ"1— = ^’ a za':em ĉ a n= o  otrzymamy

t= 9 0 0  ( 1 + Ç) kg ¡cm2 .............................. 57)

Dla s t a l i  ś r e d n i o  t w a r d e j  możemy przyjąć
a r m n r  / 2 / annrw 1 2 • d—a ' 6 000—3000 1<5=6000kgjcm2, a' =  3000kgjcm2, więc — -—= —  sTnnn  ’d O \JvA/
zatem dla n = 3

%—1000 (1-^ Ç) Jcg/cm2 ..............................58)
"Wzory poprzednie są tylko wtedy w ażne, gdy najw. P  

i najmn. P  mają te same znaki. W  przeciwnym razie musimy 
uwzględnić dalsze doświadczenia Wohlera nad w y t r z y m a 
ł o ś c i ą  d w u s t r o n n ą  a, (n. Schwingungsfestigkeit, an. vibra
tion safe strengih), t. j. wytrzymałością ustawiczną, dla której 
najmn. natężenia równa jest największości natężenia, lecz ma 
znak przeciwny.

Jeżeli n a t ę ż e n i e  j e s t  n a p r z e  m i a n  d o d a t n i e  
i u j e m n e  i waha się między wartościami a"  i a, przyczem 
a"  ma znak przeciwny znakowi a, a "bez względu na znak 
a >  a", to analogicznie do rów. 52) da się tu  według W e y -  
r a u  cli a ustawić następne równanie, zgadzające się dostatecz
nie z wynikami doświadczeń:

—  cs a, . . . .  59)
2 a '—a, —a

przyczem wszystkie wartości brać należy bez względu na znak. 
.Jeżeli w tem równaniu podstawimy a " —0, to a = a ',

a dla a" —a jest a = a r
Z rów. 59) otrzymamy

/ , / / i a"  Yi «' — «i o " \cs=cs/ +  (cs1—a'.) —  — a '[ l   1 ,1 a \  a' a /
a ponieważ

a" najmn. P  ,
—  =  . _ =>£, toa najw. P

. . . . .  60)
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Dla żelaza spawanego otrzymał W o li 1 e r
1-.MT , * • « ' - a .  2 1 9 0 -1 1 7 0  ,aj =  1170 kg ¡cm \  więc — = -----2190-----=

a zatem dla ?i=3:

t=70Q  i  1 - $ 7iaj'™n‘£ ) -7 0 0  ( 1— g') Icglcm2. . 61)V " najw. P )  \  2 /
Dla s t a l i  m i ę k k i e j  i b a r d z o  m i ę k k i e j  możemy

■ - 1 oka i 9 • a ' —ai 2 700—1350przyjąć ^ = 1 3 5 0  kg ¡cm2, więc — =  groO zatem
dla n = 3

t= 900(1—-§-£') Ay/em2 ..............................62)
Dla s t a l i  ś r e d n i o  t w a r d e j  możemy przyjąć

1 r 1 9 • a '—cc. 3000—1500 ,, Q^  = 1  o00kgjcmi) więc-——■ = ----3^500— zatem d la n = o
otrzymamy

z=  1 000 (1—ł  £') kg\cm2 .............................. 63)
W strząśnienia możemy uwzględniać, jak  w poprzednim 

paragrafie, mnożąc dla wyznaczenia najmn. P  i najw. P  ciężar 
spółczynnikami 1,3, 1,2 lub 1,1.

Przykłady.
Na p rę t żelazny działa w  osi siła  ciągnąca P0 =  l i ,  spowodowana 

w łasnym  ciężarem  zeskładu, ciężar zm ienny w yw ołuje siłę P, =15 i. J a k ą  
pow ierzchnię przekroju trzeba nadać tem u prętow i:

W edług m etody W ink lera  otrzym am y z rów. (48):
„  1000 , 15000 ono ,

n oo  + ~ f x T = ’ + 19’48 ="20)2
a w edług W eyraucha otrzym am y z rów. (56):

7 =  700 ( l  +  i  ~ T . )  =  722 kg/cm*,

a z rów. (58)
„  16 000 .  „

722 Cm~
2. Ciężar s ta ły  spraw ia w danym  pręcie żelaznym  ciągnienie 2,8 ł, 

ciężar zm ienny zaś najw. P  — + 10 1, najmn. P  = — 5 ł. J a k  w ielki przekrój 
m usi mieć ten p rę t?

W edług W ink lera otrzym am y z rów. (48):
i ,  2800 “ 100Ó0 5 000 „ .  ,
F==TZóó -+ ~1W ~+ Troo ==li>9em>

a w edług W eyraucha z rów . (56):

t  =  700 ( l  - 1 ; =  640 kgjcm \

a z rów. (53)
„  12800 _n ,

=  ""640-  =  ‘



— 77 —

Z obu tych przykładów widzimy, że wymiary, otrzymane 
według wzorów W eyraucha, są w iększe, że więc W eyrauch 
przyjm uje mniej.szo^natążlmiadopuszczalne, n iżW inkleri Ze 
wzory Weyraucha odpowiadają lepiej doświadczeniom Wohlera, 
mówiliśmy już poprzednio.

Prócz tego Tetmajer ustanowił inne równania, odcinając 
£ jako odcinki, a a jako rzędne i przyjmując, że krzyAva a jest 
parabolą. W pływ wyrazu z £? je st jednak tak mały*), że wy
starczy używać dwu wyrazów, a wtedy otrzymujemy wzory 
Weyraucha.

§. 26. Natężenie dopuszczalne dla drzewa.

Doświadczenia Wohlera ograniczały się tylko na żelazo 
i stal. Drzewa nie badano w ten sposób, jednak analogicznie 
przypuszczać możemy, że zmiany w natężeniu i tu  będą miały 
podobny wpływ na wytrzymałość. Przy drzewie uwzględniać 
będziemy jednak wpływ ciężaru ruchomego tylko dla mostów, 
w budownictwie obliczać będziemy wymiary według dawnego 
sposobu.

Dla m o s t ó w  uwzględniamy wedle W i n k l e r a  wstrzą-: 
śnienia i zmiany w natężeniu w ten sposób, że mnożymy cię
żar ruchomy, który je st przyczyną wstrząśnień i zmian w na
tężeniu, pewnym spółczynnikiem większym od jedności, a mia
nowicie :

przy obciążeniu 
pośredniem bezpóśredniem

dla k ł a d e k ............................................ •>]—1,1 1,2
„ mostów drogowych i kolejowych

d rugorzędnych ...............................  1,3
„ mostów kolei głównych . . . ę =  1,3 1,4

Nazwijmy P0 siłę, działającą wskutek ciężaru stałego, 
a P , wskutek ciężaru ruchomego, to otrzymamy przekrój:

....................................64)
Ti

Zamiast tego możemy obliczać wymiary w zwykły sposób, 
jeśli odpowiednio przyjmiemy natężenie dopuszczalne z, więc

j V + a  stąd:

*) Porów. II. w ydanie str. 70.



— 78 -

Z — Z
i + I>0+ p, 65)

, J P o  ‘  

ł ? , p ; ;
Natężenie t, możemy przyjąć według następnej tabliczki: 

T a b l i c a  XV.

m osty stałe m osty tymczasowe

natężenie r, dla drzewa
Rodzaj natężenia miękkiego tw ardego miękkiego tw ardego

bv Ig b'/
cni1 O«2 cm2 CJH2

R ozciąganie . . . 105 120 120 140
Ściskanie . . . . 70 SO 80 95

z r. 1904. §. 8. B. ust. 8.E o z p o r z .  a u s t r .  m i n .  d l a  m o s t ó w  
Przy  m ostach ... natężenie, spowodowane działaniem  w szystkich pionowych, 
obciążeń (z wyłączeniem  sił pionowych, spowodowanych przez w iatr) nie 
może przekraczać 80 kgtcni1 przy w yciąganiu  lub ściskaniu w k ierunku 
włókien . . .  P rzy  działan iu  w szystkich obciążeń (a w ięc także i  sił pozio
mych) dopuszcza się powiększenia tych  -wartości skrajnych  aż do 90 kgjcm*.

10. Dla m ostów  drew nianych tym czasowych, k tóre nie m ają być 
dłużej używane, niż 6 miesięcy, dopuszczalne je s t przy działaniu  w szyst
kich ciężarów (z wyłączeniem  sił pionowych, spowodowanych przez w iatr) 
natężenie przy w yciąganiu  lub ściskaniu w  kierunku w łókien, wynoszące 
120 kg/cm5, jeżeli zaś m ostów używ a się dłużej i to aż do dwu la t, w  ta 
kim  razie należy powyżej oznaczoną gran icę natężen ia zniżyć, co najm niej 
do 100 kg)cm \

§. 27. Pręty o stałym przekroju.

Jeżeli siła P  działa w kie
runku osi na pręt o stałym 
pi-zekroju (rys. 46.) i uwzglę
dnimy przy tern ciężar -wła
sny prętu, to w przekroju cd 
działa siła P'*=PJr Fyx, je 
żeli F  oznacza przekrój a y
ciężar gatunkowy. Siła ta F' 
jest największą dla przekroju 
ef, gdzie x= l, więc:

najw. P'=PĄ-Fyl. 66) 
Jeżeli natężenie dopu

szczalne jest r, najw. P '= P +  
- fFyl=±Fr, a stąd:

ta

f

Ai

P
i,rK.

k

l

Rys. 46.
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albo

P = F ( t —  yl) 
PV=

f—y 1'

67)

68)

Jeżeli ciężar własny prętu jest bardzo małym w stosunku 
do ciężaru P, to możemy go nie uwzględniać i otrzym am y:

P = F r, F= - 69)

Przykład. Ja k ą  średnicę d m a mieć żelazne ścięgno okrągłe IG m 
długie dla ciągnien ia P = 3 ,2 /, natężen ia dopuszczalnego

kff ........ -7 0 * ro r^  k 'J _ _ n nA-o k .VT=S00 —  a y=7,8—.= 7 8 0 0 - '^ = 0 ,0 0 7 8 -^ ?cm2 m  m3 ’ cm3

F.=

W edług rów. (68.) m am y: 
d*r. 3200 " 3200 3200

4 800— 0,0078.16000 iT 800—124,8 ~  675(2 =4,74 cm5, a s tą d :

d = y M i ł S i = 2,46 cm= 25  mm.

§. 28. Pręty o stałem natężeniu.

Jak  to widzieliśmy poprzednio, natężenie w pręcie o sta
łym przekroj’u j‘est najmniej'szem u końca, w którym zaczepia 
siła, a największem u drugiego końca. Jeżeli więc natężenie

największe jest równe natę
żeniu dopuszczalnemu, to na
tężenie w innych przekro
jach jest mniejsze, a więc 
materyał nie został należy
cie wyzyskanym. Chcąc ma
teryał lepiej wyzyskać, szu
kać będziemy takiego kształtu, 
ażeby natężenie było wszędzie 
równe natężeniu dopuszczal
nemu. Jeżeli na taką belkę 
działa a v  kierunku osi siła P 
(rys. 47), to w przekroju cd  

jest, jak  wiemy, P' — P+C, jeżeli C oznacza ciężar prętu abcd
jp

na długości x, a natężenie j J =T według założenia, a zatem 
F t^ P + C.

R ys. 47.
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Różniczkując to równanie, otrzymamy xdF = dC , a po
nieważ dC = y Fdx, jeżeli y oznacza ciężar jednostki sześciennej

x d F
materyału, więc x d F —F ydx, a stąd dx—— —p~-

Scałkowawszy to równanie, otrzymamy:
'x  d F  _  x 

F  ~  y; = —C* =  — log nat. F
y ) o "

x
7

O
a więc x — — (log nat. i?7—log nat. F0), jeżeli F0 oznacza prze-

y . ,
krój dla a;=0. Inaczej możemy to napisać:

* i + Fx - — log nat. -g=.,
y Jr*

a stąd otrzymamy:
F U.
s ”

70)

gdy e je st zasadą logarytmów naturalnych.
V2Ponieważ e'J= l  + y Jr ^  +  . . ., więc

F § F o (  l + V + 2^ + - - * )  • ’ • 71)
Przekrój ab wyznaczymy zaś według rów. 44), więc

 72)
Dla wyznaczenia przekroju F  wstawimy wartość z rów. 72) 

w rów. 70) i otrzymamy

log F —log —-J- 0,4342945 — . . . .  73)X X
albo na podstawie równań 71) i 72)

^ 5  ( l '+
Według tego, czy przekroje są kołami, prostokątami, czy 

też innemi figurami, zmienia się zarys prętu, zawsze jednak 
pręt taki ograniczony jest powierzchniami krzywemi. Ponieważ 
w praktyce ciągła zmiana przekroju napotykałaby często na 
trudności, więc zamiast powierzchni krzywych przyjmujemy 
często płaszczyzny np. zamiast ace na rys. 47. przyjmujemy ae 
albo składamy pręt taki z kilku części graniastosłupowyck (rys. 
47 b), których przekrój równa się największemu przekrojowi gh 
prętu o stałem natężeniu w danej części.
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Przykład. Na filar m urow any (rys. 48) działa P  w k ierunku osi.
Obliczyć m am y przekrój u  podstaw y filaru tak , 
aby natężenie w  Ą  i f ,  było rów ne -

W edług rów. 72) m am y P —xF 0, s iła , dzia
ła jąca  n a  Fu  je s t  w  przybliżeniu

P '= P + yh^ j p ,
a w edług założenia m a być P '— x F l ; więc

Fn + Ft~ F 1 =  t F 0+ y h

a stąd
2 x  + f h

75)0 2 T—fh
Jeżeli m am y dane następne w artości: 

Y =  2,2 i/m3, P = 8 0 0 f, - =  6fc^/cm2= 60000 A-<7/mJ=
800

= 60  t fm \  7i=9m, to  i '0= k —= 5 m 2,

^  . 2 X 6 0  +  2,2X9
2 x 6 0 —4lj2X9

Zw ykle jednak  ze względów konstrukcyjnych górny  przekrój filaru 
przyjm ujem y większy, a przynajm niej 2m szeroki, w tedy natężenie je s t 
w  górnej części filaru mniejsze, niż t. W  p rak tyce inżynierskiej zwykle 
nie spotykam y się z prętam i lub filaram i o stałem  natężeniu  i m am y do 
czynienia tu  tylko z ksz tałtam i przybliżonymi.

§. 29. Liny konopne i druciane i łańcuchy.

Chociaż poprzednie wywody o wytrzymałości na rozciąganie 
zastosować się dadzą także do lin i łańcuchów, jednak zrobimy 
tu w tym względzie jeszcze kilka uwag szczegółowych.

a) L i n y  k o n o p n e  (n. Hanfseil) składają się z włókien 
konopij europejskich lub też manilijskich. Pewna ilość włókien 
skręca się i tworzy w_i_ązkę (n. Lit ze), kilka wiązek skręca się 
potem w linę, jądro liny nazywa się d u s z ą  (n. Seilseele). 
Lina może być albo nieskręcaną albo też skręcaną. Przez skrę
canie jednak samo powstają już natężenia w wiązkach; do
świadczenia *) okazały, że należy tylko o tyle liny skręcać, aby 
się skróciły o Y* długości,'  gdyż dalsze 'skręcanie zniżyłoby za 
bardzo wytrzymałość liny. Liny mokre lub omazione są także 
mniej wytrzymałe od suchych, a to w stosunku 3 :4 . Wilgoć 
bowiem wsiąkając w linę, zgrubia i zarazem skraca włókna,

*) T etm ajera ogłoszone w „Schw. E isenbahn“ 1881, t. XV, N. 4.
S tatyka. 6
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wskutek czego powstają natężenia, zmniejszające wytrzyma
łość liny.

Spółczynnik wytrzymałości /i=500 do 800 kg/cm2, możemy 
więc przyjąć natężenie dopuszczalne 1=100 kg ¡cm2. Jednak 
uwzględnić musimy także tę okoliczność, że wiązki w prze
kroju nie wypełniają całej powierzchni koła opisanego, lecz 
w przybliżeniu tylko 0,9 powierzchni koła, więc możemy na
pisać :

P = F z = ^ jd - ^ - 1 = 0 ,7  d H ,  . . . .  76)

jeżeli d oznacza średnicę liny, a P  siłę wyciągającą linę. 
Stąd wynika

 77>
Jeżeli w rów. 76) i 77) wstawimy r= 100  Icgjcm2, to 

otrzymamy
P = 7 0 d 2żfcp i d =  0,119VPcm . . . .  78)

Ciężar własny liny suchej wynosi g=0,065 d 2 kgjm) 
a mokrej g=0,078 d 2 ,  J

jeżeli d wyrazimy w cm.
Najmniejszy promień tarczy linowej przyjmujemy r = 4 d.
Przykład. Jeżeli _P=900 kg, obliczyć grubość liny.
Z rów. 78) o trzym am y:

¿=0,119 1/900=8,57 cm, a  ciężar tej lin y  y = 0 ,078x 3,G2=1 ,0  kgjm.

b) L i n y  d r u c i a n e  (n. Drathseil, fr. cable en fil de 
fer, a. cable o f iron wire, r. npoBonouHi.iii Kanam) są albo skrę
cane albo nieskręcane. Skręcane używają się wszędzie tam, 
gdzie przechodzą przez k rążk i, gdyż przy nieskręcanych 
zewnętrzne wiązki muszą się więcej przedłużać od wewnętrz
nych, więc pracują od nich więcej na rozciąganie, bo przy 
skręcanych każda wiązka je s t raz na zewnętrznej, drugi raz 
na wewnętrznej stronie, a zatem ciągnienie rozdziela się jedno
stajnie na wszystkie wiązki. N i e s k r ę c a n y c h  (n. Biindelseil) 
używamy tylko wtedy, jeżeli nie przechodzą przez krążki, 
a więc n. p. przy mostach wiszących. Jeżeli np. przyjmiemy 
dla drutu żelaznego r= 1 5 0 0  kgfcm3 i nazwiemy n ilość drutów, 
z których się lina składa, a średnicę drutu du  to

p S & l ”  15Q0, a stąd c?, =0,0291/-“  ero . 80)



— 83 —

Znając ilość i grubość drutów, możemy obliczyć średnicę
liny w przybliżeniu z równania d =  1,3 d ^ n .  W s ta w iw s z y  
w to równanie wartość z 80), otrzymamy

Przy s k r ę c a n y c h  linach, które przechodzą przez k r ą ż k i ,  
uwzględnić musimy oprócz ciągnienia podłużnego także natę
żenie, wywołane wskutek zginania przy przejściu przez k r ą ż e k ,  
a  natężenie to, zależne od promienia krążka, je st często b a r 
dzo znaczne.

W  przybliżeniu możemy obliczać liny druciane, przyjąwszy 
z powodu przejścia przez krążki tylko natężenie dopuszczalne 
mniejsze, więc t  =  800 kgjcm1, a zatem

a że średnica liny da się obliczyć w przybliżeniu z równania

Jako ciężar własny liny drucianej możemy przyjąć
g = 0 ,8  n  d , 2 Icgjm ..................................... 84 )

jeżeli dj wyrazimy w cm.

Przykład. Z szybu 160m głębokiego m am y w yciągnąć ciężar 1000 kg. 
Ciężar w łasny przyrządu do w yciągania oprócz lin y  w aży 700 kg. J a k  
grube m ają być dru ty , jeżeli n =  90?

Jeżeli ciężar w łasny liny  wynosi n a  lm  0,8 »<ł,3, to  n a  150 ni 
w ynosić będzie 120n d ,1 kg, a zatem  cały ciężar •P=1000+ 700 +  120x90<Z,I=  
=  1700+10800 ¿ , 2, zaś w edług rów nan ia  82) F =  028 n ił,2= 628X 90 d, *—  
=56520 d, \  A więc 1700+10800 ¿1!= 6 6 520 d , \  a  s tąd  d ,3=0,037 c m \  
a  d, =0,192 cm, zaś d= 2,9  em=29 mm.

Ponieważ zmiany w natężeniu lin są znaczne, uspra- 
wiedliwionem jest tu  zastosowanie doświadczeń "Wohlera*).

*) p. H e r m a n n  Emil, B erechnung der Förderseile. Zeits. ćL ¡¡ster.

a  stąd
d=0,0378 YP cm 
P = 6 9 6  d 2 kg . 81)

a  stąd
P = 8 0 0 « ~ —=  6 2 8 n d ,2 4 1

. . 82)

Ing . rr. Arch.-Yereiu. 1S89 str. 22 i I I  w ydanie S ta tyk i s tr . 79.
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c) Ł a ń c u c h y  (n. Kette, fr. chaine, a. chain, r. ufom). 
Jiozmaite rodzaje łańcuchów są w używaniu, my tu mówić 
będziemy jednak tylko o łańcuchu najbardziej używanym t. j. 
angielskim, którego kształt i wymiary przedstawia rys. 49.

Ja k  widzimy, łańcuch pracuje tu  nie tylko na rozciąganie, lecz 
i  na zginanie eliptycznych ogniw. Oprócz tego zależna je st 
wytrzymałość łańcucha od dobrego spawania ogniw. Zamiast 
jednak obliczać wytrzymałość łańcucha na zginanie, możemy 
obliczać go tylko na rozciąganie, korzystając z doświadczeń 
admiralicyi angielskiej, z których się okazało, że wytrzymałość 
łańcucha ma się do wytrzymałości żelaza okrągłego o tej sa
mej średnicy d nie jak  2 :1 , lecz tylko, właśnie wskutek zgi
nania, jak  11:9. Przyjąwszy więc z = l  000 kgIcm2, otrzymamy

p | ^  1000 ^ = 9 6 0  d2*y

a stąd ' (1=0,032 YP cm.
Ciężar łańcucha możemy przyjąć w przybliżeniu

g=2,33  d 2 kg/m  , ....................................86)
jeżeli d wyrażone w cm. Jeżeli ogniwa wzmocnimy szczeblem 
(rys. 50), to otrzymamy łańcuch szczeblowy (n. Stegkette) nieco 
wytrzymalszy. Doświadczenia admiralicyi angielskiej wykazały,
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87)

że wytrzymałość łańcucha szczeblowego jest -f razy większą, 
otrzymamy zatem

P  =  -^-960d2=1234(l2 kg |
1 _  i • • ■ •

a stąd (1=0,028511* cm )
Nowsze doświadczenia Tetmajera wykazały, że wytrzyma

łość łańcuchów jest jeszcze mniejszą. Należałoby więc przyjąć 
siłę P  o 10°/0 mniejszą, a zatem otrzymamy zamiast 85)

. *^874 d** j ........................88)
a stąd (l =  0,033 YP cm j

IV. Wytrzymałość na ścinanie.
§. 30. Spółczynnik wytrzymałości i natężenie dopuszczalne.

Ciało pracuje na ścinanie, jeżeli wypadkowe sił zewnę
trznych, działających w płaszczyźnie, przez oś położonej, po 
jednej i drugiej. stronie idealnego przekroju prostopadłego na. 
oś, starają się przesunąć drobiny w płaszczyźnie przekroju.

Siła Q, działaj ąca w odstępie A s 
od przekroju ac (rys. 51), sprawia 

<;a  przesunięcie przekroju bd wzglę
dem ab.

Przesunięcie to bbt zależne je s t 
od momentu Q Aa i od przekroju F. 
Możemy napisać

, ,  Q Aa v,Ao  
Rys. 61. bb^ P : E T ~ j Z l  '

vl =  ~; jest wtedy natężeniem na ścinanie. Mamy wtedy

! = | >  • • • • • •
analogicznie do yówn. 35) przy wyciąganiu i ściskaniu.

■^~= st <P jest to p r z e s u n i ę c i e  j e d n o s t k o w e  p o 

p r z e c z n e  (n. spezifische Querverschiebung), zaś E i je st spół
czynnik sprężystości poprzecznej, o którym już mówiliśmy*).

*) Por. str. 40.
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Bach nazywa a, =  ---- s p ó ł c z y  n n i k i c  m p r z e s  u ni  ęc i a  (fu 
" i

Schubkoeffizient).
Jeżeli w przekroju działa t v y ł ą c z n i e  s i ł a  p o p r z e 

c z n a ,  a n i e m a  s i ł  p o d ł u ż n y c h  a n i  z g i n a j ą c y c h ,

to  wtedy vl =-~r .......................................... 91)

W  praktyce wypadek taki zachodzi przy ścinaniu nitów
i sworzni, zresztą prawie nigdy; zawsze występuje równo
cześnie i zginanie, a wtedy natężenie v , je st większem, jak  
o tem później będziemy mówić.

Przesunięcie jednostkowe poprzeczne je st aż do granicy 
sprężystości tak, jak  wyciąganie, proporcyonalne do natężenia 
ścinającego, czyli E { jest stałem. Jeżeli nazwiemy Q siłę 
zewnętrzną, działającą prostopadle do osi, fix spółczynnik wy
trzymałości na ścinanie a F  powierzchnię przekroju, to mo
żemy napisać

...........................................92)
Teoretycznie da się udowodnić dla ciał jednorodnych, że 

fix wynosi -i- spółczynnika wytrzymałości na ciągnienie u*), 
ogólnie możemy więc napisać

/ tj =  a i i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 3 )
Doświadczenia wykazały, że dla kruszców możemy rze

czywiście w przecięciu przyjąć ;iA =  -J-f i , więc a =  0,75, przy 
kruszcach jednak kutych, walcowanych i blachach jednorodność 
nie je st zupełną i musimy uwzględnić tu także kierunek włó
kien i walcowania. I  tak np. dla pewnego żelaza spawanego, 
którego kierunek włókien oznacza strzałka W  (rys. 52), była
wytrzymałość na ścinanie w kierunku

1 2  3 4
Ą -3 4 4 0  3590 3060 2836 kgjcm2.

Przeciętnie możemy przyjąć następne wartości dla a: 
żelazo lane 0,625, spawane 0,8, zlewne 0,86, stal tw arda 0,7, 
miękka 0,77, bardzo miękka 0,8, blacha w kierunku 3 i 4 : 
0,70, 1 i 2: 0,85. Dla drzewa jest wytrzymałość na ścinanie 
wt kierunku włókien bardzo mała, /i, =0,24 u ', gdy ¡.i' oznacza 
wytrzymałość na ciśnienie, a nawet i mniejsza, w kierunku 
prostopadłym do włókien jest wytrzymałość około 4 razy większa.

*) K l u g e r .  "Wykład w ytrzym ałości m ateryałów  str. 296.
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I tu, jak  w poprzednim rozdziale, przyjmujemy przy obli
czaniu wymiarów jakiś spółczynnik pewności, mianowicie dla

kruszców 5, dla drzewa 7 do 
10, dla kamieni 20, a stąd 

otrzymamy natężenie do
puszczalne na ścinanie xx. Po
niżej podajemy wartości p, 
i-Tj dla materyałównajbardziej 
używanych w budownictwie.

T a b l i c a  XVI.

M a t e r  y a ł

Spółczyn
n ik  w y

trzym ałości
8i

Natęże
nie do

puszczalne
Ti

n a  ścinanie w  kg/cm2

B e to n ...................................................................
C e g ła ..................................................................
Drzewo bukowe równoległe do włókien

„ „ p ro s to p a d łe ......................
„ dębowe ró w n o le g ło .......................
„ „ p ro s to p a d łe ......................
„ m iękkie równoległe . . . . . .
„ „ p ro s to p a d le ......................

G r a n i t ..............................................................
Miedź l a n a ......................................................

„ k u t a ......................................................
„ b l a c h a ..................................................

Mosiądz ..........................................................
M ur ceglany n a  c e m e n c ie .........................

„ „ „ zapraw ie w apiennej . .
O ł ó w ..................................................................
Piaskow iec  .................................
P l a ty n a ..............................................................
Spiż
S tal bardzo m i ę k k a ......................................... ....

„ m ię k k a ..............................................................
„ tw ard a  ..............................................................

W a p ie ń ..................... .................................................
Żelazo l a n e ..............................................................

„ spaw ane n i t o w e .....................................
„ z le w n e ..........................................................
„ b lacha, w  k ierunku w alcow ania . .
„ „ prostopadle do k ierunku  w al

cow ania  

25
20
80

800
75

270
50

260
90

1000
1900
1700

950
4
0,5

100
20

2700
2000
8500
4100
4700

40
1000
3000
3800
2400

2900 eoo

Przekrój wyznaczamy dla stałego natężenia według wzoru

F = — ...........................................94)
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Dla zmiennego natężenia możemy obliczać wymiary, uwzglę
dniając doświadczenia Wohlera, chociaż odnośnych osobnych 
doświadczeń na ścinanie nie robiono. Ze względu na to, że
wytrzymałość na ścinanie dla metali jest równa -*• wytrzyma
łości na ciągnienie, otrzym am y:

aj jeżeli natężenie n ie  z m i e n i a  z n a k u ,  dla ż e l a z a  
z\ (1 + łD ) a wstawiwszy t= 7 0 0  kgjcm2 jak  w rów. 56)

T] — 5C0 ( l  +  -ł- f  ) kglcM  . . .  95)
V 2  najw. P  /

Dla s t a l i  zaś otrzymamy z rów. 57)

• • • 96>
b) Jeżeli natężenie z m i e n i a  z n a k ,  otrzymamy podobnie 

z równania 61) dla żelaza

•  ' •  • 9 7 )a dla s t a l i  z równania 62)

R o z p o r z ą d z e n i e  m i n i s t e r y  a l n  e a u s . t r y a c k i e ,  tyczące się 
budowy m ostów z r. 1904 §. 8 A . ust. 1:

a j P rzyjm ując obciążenie pionowe, z wyłączeniem  działań, w yw oła
nych przez w ia tr, boczne w ahanie i td . :

N atężenie dopuszczalne 
kg/cm2

żelazo żelazo
spaw ane zlewne

2. N atężenie przy ścinaniu, w yjąw szy n ity  . . 500 600
3. ,, n itów  przy śc in a n iu :

a) ty lko w jednym  k ie r u n k u ......................... G00 700
¡s) w e więcej k ie r u n k a c h ................................. 500 600

b) P rzyjm ując w szystkie obciążenia, określone
7 dla m ostów kolei żelaznych
7. Natężenie przy ścinaniu, w yjąw szy n ity  . . 600 700
8. „ n itów  przy ś c i n a n i u ..................... 700 800
P rzy  m ostach drogowych przepisano tak ie  same natężenie do

puszczalne.
B . Drzewo ust. S:
10 kglcm- przy  ścinan iu  równoległem  do k ierunku  włókien, a pro

stopadle do k ierunku w łókien 20 kglcm-. P rzy  działaniu  w szystkich obcią
żeń (a więc także i sił poziomych) dopuszcza się powiększenie tych  w ar
tości aż do IB i 30 kglcm'1.

10. Dla m ostów drew nianych  tym czasowych jako  dopuszczalne n a j
wyższe natężenie przy śc inan iu  równoległem  lub prostopadłem  do kie



runku  w łókien przyjąć należy — w obydw a przypadkach trw an ia  uży
w a n ia —  15 kglcm'1 względnie 30 kg/cm*.

N o r m y  w y p r a c o w a n e  p r z e z  a u s t r .  t o w .  i n ż y n i e r ó w  
i a r c h i t e k t ó w  w r. 1902:

nat. dopuszcz. t, 
kg ¡cm2

Żelazo spaw ane i z l e w n e .....................................  800
„ l a n e ..................................................................  200

/ / d o  włók. do włók.
Drzewo dębowe  .............................  15 30

„ b u k o w e ............................• ..................  15 30
„ m ię k k ie   10 20

N o r m y  p r u s k i e g o  m i n i s t e r s t w a  z 1910:
n a t. dopuszcz. 

kg jem'1
Żelazo z le w n e ............................................................... 1000

„ l a n e ..................................................................  200
[I do w łók. j_ do w łók

Drzewo d ę b o w e .................................................. 15 80
„ sosnowe . . . . •   10 60

R o  z p o r z ą d z .  m i n i s t .  p r u s k i e g o  d l a  m o s t ó w  z 1910:
Jako  natężenie dopuszczalne dla n itów  należy najwyżej p rzy jąć  

natężenie n a  rozciąganie, przepisane dla żelaza spawanego bez uw zględnie
n ia  w iatru .

§ . 3 1 .  Nitowanie pojedyncze.

iSTity (n. Niet, fr. rivet, a. rivet, r. 3aKJiënKa) służą do 
połączenia stałego blach i kształtówek i składaj ą się ze s w o r z- 
n ia  (n. Bolzen, Schaft, fr. tige, a. rivet bar, spindle, r. iuBopeui.), 

a  b

g ł ó w k i  (n. Setzkopf, fr. tête de rivet, a. rivet head) (rys. 53) 
gotowej przed użyciem nitu, i n a k ó w k i (n. Schliesskopf, fr. 
rivure), która powstaje z występującej części sworznia przez 
naklepanie i ma kształt sferoidalny (rys. 53 b) lub też stożkowy
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(54a); ten ostatni jednak jest niepraktyczny z powodu za ma
łej wytrzymałości brzegów, dlatego też zupełnie prawie go za
niedbano. Rysunek 54 b przedstawia n it w p u s z c z o n y  (n,

a  J>

versenkt), którego się używa tam, gdzie niema miejsca na na- 
kówkę. Dla utworzenia nakówki trzeba, aby n it był rozżarzony. 
Tylko bardzo cienkie, mniej niż 10 mm  grube nity, wstawia się 
na zimno. Po ostygnięciu ściąga się sworzeń, a wskutek tego 
ściska blachy i wywołuje silne tarcie. Jeżeli więc siła P  ma 
(rys. 55) połączenie rozerwać, to musi przezwyciężyć naprzód

tarcie, a potem wy- 
trzy małość in tu na 
ścinaffieTRońieważ j e- 
dnairtarcie i wytrzy
małość nie działaj ą 

równocześnie, lecz 
wytrzymałość działa 
dopiero, gdy tarcie 
zostanie przezwycię
żone, bo sworzeń po 
ostygnięciu nie wy
pełnia zupełnie dziu
ry, więc na tarcie li-

Rys. 55.
czyc nie możemy przy 
obliczaniu wytrzyma- j 

łości połączenia nitami. Considere przyjmuje tarcie, wynoszące 
800 do 1000 kff/cm2 przekroju*).

*) D o ś w i a d c z e n i a  n a d  w y t r z y m a ł o ś c i ą  n i t ó w  bardzo cie
kaw e w ykonał znany inżynier francuski M. D u p u y  z polecenia rządu
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Jak  wiadomo wytrzymałość na ścinanie jest mniejszą od 
wytrzymałości na rozciąganie w stosunku 4 : 5 ,  więc t ,= 0 ,8 t .  
Wielu jednak autorów przyjmuje przy obliczeniu nitów x 
większe, a to z powodu, że do nitów używamy najlepszego 
żelaza, którego wytrzymałość na ciągnienie jest 1,1 lub więcej 
razy większa od wytrzymałości żelaza zwykłego, więc r=0 ,88  
do 0,96 x. Jednak ze względu na to, że siła nie rozdzielaTsię-  
zupełnie je d n o sta jn ie 'n ^ n ity  i niektóre n ity  pracują wskutek 

"tegO” dalekn więcej, niż z obliczeń wypada, lepiej jest przyjąć 
natężenie niższe, to jest zostawić xx =  0,8 z *). Dziury na nity 
możemyTobić w dwojaki sposób, albo p r z e b i j a n i e m  (n. Stan
em, îx. poinçonnage, a. punching, r. rrpoóniir;a), albo w i e r 
c e n i e m  (n. Bohren, fr. perforation, a. drilling, r. CBepnnrn)., 
Przebijanie dziur pozostawia natężenia w blasze, które zniżają \ 
wytrzymałość do 20°/0 **). Jednak zaradzić się da temu przez i

francuskiego. A utor opisał te  dośw iadczenia w Annales des ponts et chaussées 
(1S95 str. 1). Gdy natężenie prętu  żelaznego przekroczy granicę spręży
stości, pow staje oprócz odkształcenia sprężystego także odkształcenie 
trw ałe. P rę t ta k i nazyw am y w y c i ą g n i ę t y m  (fr. étiré). Doświadczenia 
okazały , że g ran ica sprężystości prętu  wyciągniętego zgadza się praw ic
z natężeniem , które w yw ołało w yciągnięcie. N ity  są to p rę ty  w yciągnięte, 
p racu jącep o w y że j pierw otnej g ran icy  sprężystości. Nic w ypełniają '  one 
zupełnie dziur, ale ściskają mocno blachy, przez co w yw ołują bardzo 
znaczne tarcie. Tarcie to je s t tem większo, im  wyższą je s t g ran ica  sprę
żystości n itu . T arcie to je s t bardzo zm ienne i zależy od ciepłoty w kłada
n ia  n itu , ciepłoty przy końcu w kładania i,sp o so b u  n itow ania. Można 
jednak  liczyć n a  następne ta rc ia : n ity  żelazne, g ran ica  sprężystości (we
dług sposobu oznaczania francuskiego) 1800 kg/cm2, n itow anie ręczne, ta r 
cie 400 kg ¡cm2: gr. sprężystości 2100 kg/cm1, ta rc ie  470 kg/cm"1. D la n itow ania 
maszynowego a gr. spręż. 1800 kg/cm2 ta rc ie  500 kg/cm*, gr. spręż. 2100 
kg/cm3 ta rc ie  580 kg/cm2. N ity  stalow e przy n itow aniu  ręcznem gr. spręż. 
2100 kg/cm2, tarc ie  450 kg/cm2-, gr. spręż. 2800 kg/cm2 ta rc ie  QQOkg/cm2. Jeżeli 
natężenie je s t niniejsze .od. ta rc ia , to n ity  nie p racu ją w cale na ścinanie ;
w  chw ili, gdy ta rc ie  zostanie przezwyciężone, blachy się przesuw ają, po-
czem n it  pracuje na ścinanie. N astępnie dziury n a  n ity  s ta ją  się owalne, 
a w  końcu połączenie zostaje przerw ane w  szwie.

*) N atężenie dopuszczalne przepisane w  A ustry i i P rusiech po
daliśm y w poprzednim paragrafie.

**) W edług doświadczeń T etm ajera (M ittheilungen IV. zeszyt 1890) 
w ynosiła n. p. w ytrzym ałość dla dziur:

w ierconych przebijanych
żelaza zlewnego . . . .  4460 do 4780 3280 do 3740 kg/cm2

„ spawanego . . . 3190 „ 3340 2720 „ 2880 „
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wyżarzenie lub wywiercenie cienkiego pierścienia (a. annealing), 
przez co możemy znowu przywrócić pierwotną wytrzymałość *).

Rysunek 5B. przedstawia tak  zwane n i t o w a n i e  p o j e 
d y n c z e  (n. einfache Nietung, fr. simple rivure, an. single rive- 
ting, r. ogitnounoe CKJieiniBanie), przy którem nity urządzone 
są w jednym rzędzie. Jeżeli średnica nitu wynosi d, to obli
czamy w ten sposób odstęp a i b, aby materyał jak  najwięcej 
wyzyskać, a zatem, aby była jednakowa pewność przeciw 
przerwaniu blachy w linii mn, przeciw ścięciu nitów w pła
szczyźnie p r  i wyrwaniu blachy przed nitami w prostych si i s' t ' . 
Musimy także uważać, aby ciśnienie nitu na ściankę dziury 
w blasze nie przechodziło dozwolonej granicy. Możemy więc 
napisać następne równania, jeżeli grubość blachy nazwiemy g: 

dla ?i-tej pewności przeciw przerwaniu blachy w linii mn, 
licząc tak siłę P, jak  i wytrzymałość, na szerokość a,

P —(a—d ) g z j ^ ...................................... a)
przeciw ścięciu nitu

- T 4 - .........
przeciw wyrwaniu blachy przed nitami ,

P^= 2bgiT=}bgT.J. . . . .

Z porównania równań a) i /3) otrzym am y:

(a—d) i = nĈ  r,, a stąd

0)

7)

• ■ • - I
Dla zi =  J  % otrzymamy stąd

«  _  *  - * Ń »  ( - 1 +  - •  • ' ( mg b \ g )  3 \g >  a .

Z doświadczeii K ennedy’ego w ynikałoby — nieco mniejsze, bo o trzy

m ał on zam iast spółczynnika 0,G3 tylko 0,56.

Z równań /3) i y) otrzymamy dalej : 
n  d 2
~4T

— - 0 ,4 9 ^ - f —V ................................101)
9 * \ g )

'*) E o z p o r z .  a u s t r .  mi n .  k o l e i  z 1911 §. 12. c. ust. 8 brzm i: 
W szystkie dziury na n ity  i śruby  muszą być wiercone.
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Dla T] =  % otrzymamy :

.........................
W artości dla b, obliczonne z równania 102), okazują się 

jednak w praktyce za małe, zwłaszcza ze względu nadrobienie j
dziur. Tetmaj er wykazuj e, że w prak- " 
tyce następuje pi'zerwanie w sposób 
wskazany w rys. 56., wobec tego na
leżałoby w rów. y) opuścić spółczyn- 
nik 2 i otrzymalibyśmy P  — -fbg t, 

n  d 2a więc j;bgx  

9

■z, a stąd

0,785 h . ( A Y
% \ g )  ' 103)

Zamiast tego przyjmujemy z Tet
majerem ó wedle wzoru praktycznego 

b =  1,9 (1. . . . 104)
Jeżeli nazwiemy s p ó ł c z y n n i k  

m o c y  (f. module de force du rivetage) 
t. j. stosunek wytrzymałości w szwie do wytrzymałości pełnej 
blacby v, to wytrzymałości te na rozciąganie mają się jak  prze
kroje, więc

_ ( a —d)g  _  a— d 
~  ag -  a ’ 

a Avstawiwszy wartość za a z równania 100)
Ti d 2
d 9 1

Ti d ‘
"B 9

+  tZ
n  o*

1 + ^ 1  TC ( l

Z równań 100) i 105) obliczyliśmy dla wartości 

do 3 następną tabliczką:
T a b l i c a  XVII.

A
9

105)

=  1 aż

d
— =  1 
9

1,5 2 2,5 3

— =  1,63 
9
v =  0,39

2,91

0,49

4,51

0,56

6,42

0,61

8,65

0,65

Widzimy więc, że im większych używamy nitów w sto
sunku do grubości blachy, tern większą jest wytrzymałość po-



I łączenia, a zarazem n ity  są tem bardziej oddalone, a przez to 
połączenie jest tern mniej szczelnem. Stosunek — obieramy więc 

wedle tego, jak i cel ma połączenie.
Jeżeli chodzi przedewszystkiem o szczelność połączenia

. n. p. dla zbiorników, kadzi, okrętów, wtedy obieranry — = 1  lub
1,5, aby nity  były gęste i nazywamy takie połączenie n i t o -  

; w a n i e m  s z c z e l n e m  (n. Dichtungsnietung); o tem ine~Bę- 
dziemy tutaj mówić. W  budownictwie chodzi nam zwykle o j ak 
najmniejsze osłabienie blachy, a więc o jak  największe v, dlatego

obieramy — = 2 ,5  lub 3 i nazyAvamy to połączenie n i t o w a 
n i e m  m 'ocn  e’m (n. Kraftnietung).

Tam, ‘gdzie potrzeba obok wielkiej wytrzymałości także 
połączenia szczelnego n. p. przy kotłach parowych, obieramy
dla — średnią wartość 2 i nazywamy połączenie n i t o w a 
n i e m  s z c z e l n e m  i m o c n e  ni (szczelnomoenem, n. kombińyrte 
Kraftnietung).

Ze względu na wykonanie nie możemy używać za gru
bych nitów, dlatego najw. d przyjmiemy równe„2S-»iw, zwykle 
<¿ =  10, 12, 14, 16, 18, 20,Î22^) 24, 26 mm, a w j>raktyce zwykle 
wedle Tetmajera dla grubości

g < 1 2  mm g > 12  m m )
<¿=<7 +  10 „ <¿=0,5 g +  16 „ j ’■ ‘

Grubość blachy wynosi w budownictwie zwykle 5 do 12 mm, 
w budowie mostów 8 do 20 mm. Rzadko używamy blach 
jeszcze grubszych, gdyż w grubych blachach częstsze są błędy 
w materyale, powstałe z bąbli, które w grubych blachach zo
stają pomimo walcowania.

Zastanowić się tu  także musimy nad c i ś n i e n i e m ,  j a k i e  
n i t  w y w i e r a  n a  ś c i a n k ę  d z i u r y .  Dopóki nit nie jest i-oz- 
chełtanym, niema ciśnienia na ściankę dziury, bo tarcie wystar
cza do przeniesienia siły, ale musimy liczyć także na wypadek, 
gdy się rozchełta, wtedy ciśnie on na ściankę dziury*). G e r 
b e r  i T e t m a j e r  robili w tym względzie doświadczenia, 
G e r b e r  doszedł do wyniku, że ciśnienie r2 na ściankę dziury

*) Por. Considère Ann. du ponts ęt chauss. 18SG.

— 94 —
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nie powinno w żadnym wypadku przekraczać dwukrotnego 
natężenia dopuszczalnego t  na ciągnienie. T e t m a j e r  sądzi, 
że ciśnienie to może wzrosnąć bez szkody aż do granicy ciastowa- 
tości, a więc około 2200 kg/cm2 dla żelaza spawanego a 2500 kgcm\2 
dla zlewnego. U n w i n dochodzi do wniosku, że najw. t 2 <  2,8 r. 
M e h r t e n s  przyjm uje t 2= 2 t .

Ze względu na to, że należy przyj ąć choćby mały spół- 
czynnik pewności, to natężenie dopuszczalne t2 musi być zna
cznie niższem, a zwłaszcza nie powinno dosięgać granicy sprę
żystości. Obliczmy r2, ciśnienie na ściankę dziury, a otrzymamy

P = d g x 2 ...........................................107)
Porównawszy to równanie z równaniem /?), otrzymamy:

—  dH i =  dg t 2 ,

, ,  n  da stąd t2 =  —-----
108)i  a

,, 4 jr da dla Ti ~~=r t, r, = — -— %5 5 g
Z równania tego otrzymamy d la :

— =  2 2,5 3
9

=  1,26 1,57 1,88T
dWidzimy stąd, że t2= 2 t dopiero przy — =  3,2, jednak le

piej jest nie dopuszczać do tak wielkiego ciśnienia i przyjmo-
d f iwać najwięcej — =  2,5, wtedy ^  =  1.57 t . które to natężenie 
g j

dopuścić możemy jeszcze bez szkody materyału.

Dla większego mamy wedle równań a) i 107):

P = {a—d)g%=dg%2, a stąd:

109) ; )

n. p. dla t 2 =  1600, x=1000 kg ¡cm1, otrzymamy a= 2 ,6  d.
Obliczywszy a z rów. 100) i 109), przyjmujemy zawsze 

mniejszą wartość.
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1000 1 800 
p u b l i c z .  z r. 1910

R o z p o r z ą d z e n i e  a n s t r .  m i n i s  t. h a n d l  u z r. 1904 g. 8. 
ust. 1. P rzyjm ując obciążenia z wyłączeniem  działań, w yw ołanych przez 
w ia tr  i td . :

N atężenie dopuszczalne 
leg/cm2

żel. spaw ane żeh zlewne
4. Ciśnienie n a  ściankę dziury  n itów  (średnica

n itu  pomnożona przez grubość blacli) . . . .  1400 1600
P rzyjm ując w szystkie obciążenia :

8. Ciśnienie na ściankę dziury  n i tó w ....................
R o z p o r z ą d z e n i e  p r u s k i e g o  m i n .  r o b  

przyjm uje t 2 =  2000 jcgjcni1.
R o z p o r z ą d z e n i e  p r u s k i e  d l a  m o s t ó w  z r. 1903, dopuszcza

t2 >  M •
Zupełnie tak  samo, jak  nitowanie pojedyncze, obliczamy 

także n i t o w a n i e  z p r z y  k ł a d k ą  (n. einfache Laschennie-
tung, fr. couvre-joinł, an. 
rivetted butt joint, r. CKJie- 

r i b i B a n i e  c l  n a K r i a .n .K o i i )  

(rys. 57).
Nitowanie pojedyncze 

ma tę niedogodność, że siły 
P  nie działają w jednej pła
szczyźnie (rys. 55), wskutek 
czego powstaje moment
M —Pg, który działa nieko
rzystnie na blachę i nity, 

Rys. 57. zginając blachy. "Według
dośwuadezeń T e t m a j e r a  

zmniejsza się wskutek tego wytrzymałość połączenia około
8 °/„. Ponieważ moment Pg rośnie z grubością blachy, więc 
używamy nitowania pojedynczego tylko dla blach cienkich
(g <  10 mm).

j

§. 32. Nitowanie podwójne.

Przy nitowaniu pojedyńczem u ż y . t e c z n y  p r z e k r ó j  
n. nutzbarer Querschnitt, f. seotion utile) blachy t. j. przekrój 
po odciągnięciu dziur na nity jest bardzo mały, v wynosi, jak  
wiemy, najwięcej 0,65. Chcąc uzyskać większy użyteczny prze
krój, używamy n i t o w a n i a  p o d w ó j n e g o  (n. doppelte oder
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Kettennietung, fr. double rwure, an. double rivetlet joint, r. 
ABoSnoe cKnenuBariie), urządzając dwa rzędy nitów (rys. 58.) i prze

stawiaj ąc n ity  tak , aby n it

U-sl .

w jednym rzędzie przypa
dał na środek między ni- 
tami drugiego rzędu. Je 
żeli nazwiemy odstęp ni
tów jednego rzędu a, śre
dnicę nitu d a grubość 
blacby g , to z doświadczeń 
okazuje się, że odstęp skraj
nego szwu nitów (n. Nie- 
tennath) od krawędzi bla
cby powinien być Z> =  1,5ćż, 
odstęp nitów dwu rzędów 
a —%d, a K e n n e d y  zna

lazł, że największą jest wytrzymałość połączenia, jeżeli
2 , d * j  =  «- g ,  a wtedy c <  9 .

Chcąc mieć tę samą pewność przeciw przerwaniu blachy 
i przeciw ścięciu nitów, możemy napisać:

1 1
i

i

( M  T

j i @ ) r ~

“i —

Uys. 58.

P- .  .  a)

. . .  §)

. . . 110)

a 2 n  (  d \ -  d

Stosunek wytrzymałości szwu do wytrzymałości blachy 
pełnej jest podobnie, jak  pierwej, dla z, =  d z

“ . . . 112)

przeciw ścięciu nitów i
P = ( a —d )g z  . 

przeciw przerwaniu blachy w szwie, a więc: 
% ndi zl = (a—d)gT, a stąd:

dla z.t

Y =

Jeżeli porównamy tę wartósĆ*~zrwartością dla v wedle 
równania 105), poznamy, że tu  v jest większem, niż przy nito-

Statyka. 7
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waniu pojedyńczem, co zresztą także widzimy z następnej ta 
bliczki, obliczonej na podstawie równań 110 i 112).

T a b l i c a  XVm.
d
a

=  1 1,5 2 2,5 3

a
9

=  2,2G 4,32 7,02 10,35 14,3

V =  0,56 0,65 0,72 0,76 0,80.

Chociaż linia zygzakowata np jest dłuższą od odstępu a, 
to przecież doświadczenia okazały, że zwykle blacha się nie 
przerywa w szwie, lecz po linii zygzakowatej ; widocznie więc wy
trzymałość w płaszczyźnie ukośnej jest mniejszą, niż w prosto
padłej do kierunku walcowania. M o b e r l y  robił doświadczenia 
i przekonał s ię , że złom był zygzakowaty, dopóki powierzchnia 
zygzakowata była “  1,33 razy powierzchni w linii prostej. Stąd 
wynika, że długość 2 c powinna być -j- razy większą niż a, za

tem 0=^-a, skąd można obliczyć najmn e=~^ cJ — ^ -= 0 ,4 4  a.

Gdybyśmy urządzili więcej rzędów nitów, mielibyśmy we
dle ilości rzędów nitowanie potrójne, poczwórne i t. d., a sto
sunek v byłby coraz korzystniejszym. Jednak potrzebowalibyśmy 
także coraz więcej nitów i tracilibyśmy też coraz więcej blachy 
na z a k ł a d k ę  (n. Überplattung, fr. rivetage à recouvrement, 
a. lap joint), t. j. część blachy, zachodzącą na drugą blachę. 
Przy większej ilości rzędów nitów siła nie rozdziela się też 
równo na wszystkie ni ty, a mianowicie nity w skrajnych rzę
dach będą więcej natężone, niż nity w średnich rzędach.

Dlatego też w praktyce rzadko używamy więcej rzędów, 
niż dwu, i my więc nie będziemy mówić o nitowaniu potrój nem 
i t. d., a zresztą w danym razie moglibyśmy zupełnie w podo
bny sposób, jak  dla dwu rzędów, obliczyć wytrzymałość nito
wania i odstępy nitów.

Tak samo też obliczać będziemy nitowanie p o j e d y n c z e  
z d w i e m a  p r z y k ł a d k a m i  (n. einfache Nietung m it Doppel- 
laschen, fr. rivetage à double couvre joint, a. butt jo in t with cover 
plates) (rys. 59). Nazwawszy, jak  dawniej, grubość nitu d, bla
chy g a odstęp nitów a, otrzymamy przeciw przerwaniu blachy 
w szwie P = {a—d)gr. Dla przerwania połączenia przez ścięcie
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w clwu płaszczyznach, więc

C U J ^ k
ESdC 7

otrzymamy więc te 
wartości dla a i v,

w równaniach 110)

- .....................1 ................. ...

1

?
t.

-
' - - U '  ! y ~ i '  ...

nitów musiałyby być nity ścięte 
otrzymamy przeciw ścięciu

Widzimy tu, że dwa te równania są zupełnie takie same,
jak  dla nitowania podwój-

ÎFb ..y.r-T- g ,  neg°> 
same
co
i 112;.

Nity, jak  już wspo
mnieliśmy, są tu  narażone 
na ścięcie w dwu płaszczy
znach, dlatego nazywamy 
je  d w u c i ę t e  (n. doppel- 
schnittig, fr. rivet à double 

Rys. 59. coupe, a. rivet in double
shear), w przeciwieństwie 

do nitów r a z  c i ę t y c h  (n. einschnittig, fr. -rivet à simple coupe, 
a. rivet in single shear).

Nitowanie poj edyńcze z dwiema przykładkami ma tę główną 
korzyść, że tu  siły przenoszą się w tej samej płaszczyźnie i że 
niema żadnego momentu, k tó ż b y  działał szkodliwie na blachę 
i nity.

Grubość przykładek może być wedle teoryi równą połowie 
grubości blachy, zwykle jednak 1 robimy je  nieco grubsze ze 
względów praktycznych, a czasem nawet dajemy im grubość 
równą grubości blachy.

Jeżeli blachy, które mamy nitować, pracują na ściskanie, 
to przy nitowaniu na zakładkę urządzamy nity  w ten sam spo
sób, co pierwej. Gdy blachy stykają się bezpośrednio w jednej 
płaszczyźnie, to właściwie nie potrzeba nitowania, bo siły prze
noszą się wprost, jednak ze względu na przypadkowe przesu
nięcie blach dajemy przykładki i urządzamy nity, jak  dla blach 
ciągnionych. ........ ..

§. 33. Nitowanie wstęg i kształtówek.

" Ws t ę g a  czyli ż e l a z o  p ł a s k i e  (n. Flacheisen, fr. fer 
pla t, fer méplat, a. flat iron, r. nnocKoe Hteji'l’.3o) je s tto  blacha
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w ąska a clługa o przekroju prostokątnym , k s z t a ł t ó w k a
(n. Faęoneisen, fr. fer special, a. spedal iron, r. (jmrypnoe a;e.Tl)3o) 
zaś jes tto  żelazo walcowane o przekroju wielobocznym lub 
złożonym n. p. a v  kształcie litery  T, I, krzyża i t. p.

P rzy  nitow aniu w stęg i kształtów ek obliczamy połączenie 
znów tak , aby wytrzym ałość przeciw przerw aniu i ścięciu była 
równą. W szystkich potrzebnych nitów  nie um ieszczamy w je 
dnym  rzędzie, boby to w stęgę lub kształtów kę zanadto osła
biło : dlatego chodzi nam  o zbadanie, jak ie  je s t  najlepsze roz
mieszczenie nitów. W iem y ju ż  najprzód, że tern jednostajniej 
siła rozłoży się na nity , im  mniej rzędów nitów  urządzim y, bę
dziemy się więc starać, ja k  najwięcej nitów  umieszczać a y  je 
dnym  rzędzie, przyczem  jednak  mvażaó będziemy musieli na to, 

\ aby w stęg i kształtów ek zanadto nie osłabiać.
Rys. 60 przedstaw ia dwie wstęgi, połączone nitam i na za-

Dla jednakow ej pewności przeciw przerw aniu a v  pierwszym 
i  drugim  szwie musi być P —P', zatem

kładkę. Jeżeli w pierwszym 
rzędzie je s t  nx, av drugim  
n Ł nitów, to, jeśli ciągnie
nie a v  pierwszym  szAvie 

ma być t,

przyczem  F  oznacza prze
krój Avstęgi, d  średnicę 
n itu , a g  grubość blachy.

Rys. GO. Jeżeli AYstęga ma sięj
przerw ać ay drugim  szwie j 

w2n2' i połączenie ma się rozerwać, to muszą być równocze
śnie ścięte n ity  w pierwszym  rzędzie, Avięc:
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dDla stosunków — , używanych w budownictwie, otrzy

mamy, gdy — = 0,8, dlaT

9
Hn
n.

=  2

=  2,2

2,5

2,6 2,9,

a więc 3 >  — >  2.n.
Jeżeli zatem chcemy, aby pewność w dalszych rzędach 

nie była mniejszą, niż w pierwszym, to liczba nitów w na
stępnym rzędzie może być dwa razy w iększą, niż w poprze
dnim, ale gdybyśmy liczbę nitów potroili, to pewność byłaby 
już  mniejszą. Jeżeli więc to2<2w, ,  to przekrój niebezpieczny 
t. j. ten, w którym przerwanie najłatwiej może nastąpić, je s t 
w pierwszym rzędzie i według niego obliczamy wymiary, a więc

PF —nx dg=- 114)

Chcąc jak  najmniej osłabić przekrój, dajemy w pierwszym 
rzędzie mało nitów, a mianowicie jeden lub dwa nity  najwięcej.

Dla wyznaczenia ilości wszystkich nitów potrzebnych n 
mamy równanie dla nitów raz ciętych:

dla nitów dwuciętycli P=

p  d l n
■ ij. 

d'l n=2n —4—Tj

115)

116)

z którychto równań obliczamy n. Przy nilach dwuciętycli
musi być też P < ^ndgz2 .....................................117)

Odstęp nitów jednego 
rzędu od nitów drugiego ro
bimy najmniej 2,5d do 3 d.

Przykład. W stęgę B  należy 
połączyć n itam i z dw iem a w stę
gam i C i  D  (rys. 61). N iecbbę- 

4 ^  dzie siła  P = 1 3 i. Jeżeli grubość
,v w stęgi B  je s t ^ = 12  mm  a  śre

dnica n itu  d  — 20 mm, dalej 
7=800 kgjcm"1, t ,= 6 0 0  kgjcm'1, to 

Eys. 61. ilość potrzebną n itów  o trzy -

-ło 'T- tici, AiZ—7 d -

/ !  , i  | \ j *
¿ i  1 ¿ - . - U r f  

^  1  6 ........- ¿ j *
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2 » .2 2- 13000
m am y z rów. 1161 — -j—^600=13000, zatem  n ~ giTcÖÖ =  zam ias* czego
przyjm iem y n = 4.

Jeżeli jeden n it  znajdow ać się będzie w pierwszym  rzędzie, to we- 
13000

dług  (114) JP — 1 . 2 .1 ,2  =  - Qxpr, a s tąd  ^= 16 ,25  +  2,4=18,65 cm2, zatem  gdyoUU
g — 1,2 cm, ¿< =  15,54 cm, zam iast czego przyjm iem y ¿< =  160 mm. Zbadajm y 
jeszcze ciśnienie na ściankę dziury n itu . O trzym am y w tedy:

1 Q(V)T)
4 .2 .1 ,2  vj=13000, zatem  v2= -= = —=1397 fcy/cm2,Ujb

a  zatem  mniejsze, niż dopuszczalne.

§. 34. Połączenia przegibne.

Żelazne części budowli dadzą się połączyć niefcylko nito
waniem, lecz także w inny sposób, a mianowicie za pomocą 
p o ł ą c z e ń  p r z e g i b n y c h  czyli s w o r z n i o w y c h  (n. Gelenk
verbindung, Bolzenverbindung, fr. construction articulée) lub za 
pomocą śrub. Najprzód będziemy mówić o połączeniach przegi
bnych i obliczymy niektóre wymiary oka przy połączeniu prze- 
gibnem dwu prętów, z których jeden je st podwójnym (rys. 62). 

Jeżeli siła P  działa w kierunku osi prętu, to, jak  wiemy,
P = x F , .............................................a)

jeżeli F  oznacza przekrój prętu n. p. przy przekroju prosto
kątnym  F = bc, zatem P=xbc.

Jeżeli s w o r z e ń  (p.. Bolzen, fr. tige, an. bar pin, r.innnn- 
gent) jest, jak  tu taj, dwa razy cięty, otrzymamy dla ścięcia jego

2 d 2n  n  2 
P = *i— 4— =  2 d • • • • ß)

a jeżeli Tt d 2r,

przyczem d oznacza średnicę przekroju sworznia. Z równań 
a) i ß) otrzymamy:

P = ^ -d H i — xF, a stąd =  0 ,7 9 8 ^ -- .  . 118)

Jeżeli t  =  {T„ to d 2—^ - F ,  a więc:
Z  TC

a  -  0,893  119)
Ze względu na występujące tu  natężenia zginające zaleca 

się przyjąć xl o 15°/0 niższe.
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Dla sworznia raz ciętego otrzymamy zamiast rów. §)
d 2v n  P = 'ti —  ^ ~ d 1x, więc

71

TT
d 2v= zF , a stąd d= l,2G  . . . 120)

jeżeli sworzeń i pręt są z jednego materyału. Jeżeli zaś pręt 
jest żelazny a sworzeń stalowy, wtedy wzory te się zmie-

n i aj ą , gdyż za t ,  musimy 
_______ ,p  * inną wartość podstawić.g|

T 5 t
Aby oko nie przerwało 

się w linii mn, musi być 
F , =  F, jeżeli Fl oznacza 
użyteczny przekrój prętu 
w przekroju mn. Abyśmy 
jednak w miejscu, gdzie 
siła zaczepia, t. j. w oku, 
mieli większą pewność, 

a także ze względu na natężenia zginające, przyjmujemy, opie
rając się na doświadczeniach amerykańskich*) większą jeszcze 
powierzchnię przekroju, niż teoretycznie potrzebna, a mianowicie:

T a b l i c a  XIX . 

dla Ą  =  < 1  1 3,15 1,5 1,75 2

1,4 1,5 1,6 1,67 1,71 1,75

Inne wymiary oka przyjmujemy zwykle następne 
ej>c, cü=0,5ô, dl = | ć  +  ci, h —%b +J-d- 

Rozumie się, że i tu  musimy się starać, aby ciśnienie na 
ściankę dziury nie było za wielkiem, a więc ponieważ

P F  P=  =  — t, zatem e= —— . . . . 121)1 de de 1 d r2

§. 35. Obliczenie śrub.

Ś r u b a  (n. Schraube, fr. vis, an. screw, r. Sojitiikt.) składa 
się ze s w o r z n i a  B  (n. Schraubenspindel, Schraubenbolzen,

*) P. S t e i n e  r. Über Brückenbauten in den Vereinigten Staaten von 
Nordamerika  1878 Str. 85, a rty k u ł p. L e k o e  w  Allg. Bauzeitung  1882, Jag 
du Bois. The strains in  fram ed  structures 1888 i F i d l e r  A treatise on bridge 
construction 1893.
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fr. tige de boulon, an. bar, r. mmiHAejit) (rys. 63), na którym 
nacięte są g w i n t y  czyli s k r ę t y  (n. Schraubengewinde, fr.

filet de vis, an. worm of a screw, r. b h h -  

TOBan Hap'l53i<a), g ł o w y  ś r u b  y  A  (n. 
Schraubenkopf, fr. tête de vis, an. head, 
r. ronoBKa) i n a ś r u b k a  G (n. Schrauben
mutter, fr. écrou, an. matrize, r. raiina). 
Nazwijmy d średnicę sworznia, d, średnicę 
r d z e n i a  (n. Schraubenkern, fr. collet de 
vis, noyau, an. swew neck) w części na
ciętej gwintami, dalej wysokość naśrubka 
h a wysokość głowy A,, to j eźeli śruba 
pracuje na rozciąganie w kierunku osi, 
wytrzymałość przeciw przerwaniu rdze
nia będzie:

d, 2nRys. 63.

przeciw ścięciu głowy P‘ 
ności P = P /, a zatem :

fid.j,2n

■■ d n  A, -i-//, więc dla jednakiej pew-

= d n h i j,-fi, a stąd:

d  2

A =  K - ~*  i -  nr d  ■

Dalej otrzymujemy wytrzymałość przeciw ścięciu naśrubka 
P " = d l nh£(i, a więc gdy P = P " ,

n a stąd A=-J5f d 1.

W  praktyce jednak przyjmujemy większe wartości dla A 
i A, zwłaszcza, że gwinty nie zawsze wypełniają zupełnie na
śrubka, a więc nie wszystkie gwinty pracują równocześnie;

li= (l, lij = 0 ,7 d ..................................... 122)
Grubość naśrubka sześciobocznego czyli średnicę koła wpi

sanego (otwór klucza) zwykle przyjmujemy
da =  1,4 d + 0,5 cm . . . .  

wymiary zaś podkładki
n a  tw ardym  m a tery  ale n a  drzewie

d3 =  2,0 d + 0,5 cm 2,4 d + 1,0 cm \
s =0,1 d-f 0,3 cm 0,12 d-f 0,5 cm \

123)

124)
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"Wymiary gwintów są używane powszechnie prawie według 
systemu W id  w o r t  h a ,  według którego krok śruby (n. Schrau- 
benganghôhc, fr. pas de vis, a. pitch, r. m ara BnuTa).

s=0,08 d +  0,1 cm \ 
di =0,872 «¿—0,16 cm J • • • ■ 1-°)

Śruby grubsze niż 4 cm używane p r z y  mostach i dachach, 
mają gwinty płaskie, dla tych je st:

s=0,9  d +0,2 cm |
tó =  l , l  d, + 0,22 cm \ . . .  . 126)

Æ, =1,5 d
Jeżeli śruba pracuje na rozciąganie, a P  jest siłą, działa

jącą w kierunku osi, to

a stąd (1 =  1,128 Y  y  • • • 127)

Natężenie dopuszczalne z przyjąć należy mniejsze ze 
względu na skręcenie przy naciąganiu naśrubka, a więc dla 
żelaza zlewnego z=  600 kgjcm, dla stali z =  800 kglcm’1. Francuzi 
przyjm ują nawet jeszcze mniejsze natężenie t= 4 0 0  kg/cm-*).

Z rów. 125) i 128) otrzymamy:

(1=1,29^/-^ 4-0,18 cm . . . .  128)

Jeżeli płyty kruszcowe lub kształtówki łączymy śrubami 
tak, że śruby narażone są na ścięcie, to obliczamy je  zupełnie 
tak  samo, jak  przy połączeniu nitowanem lub sworzniowem.

Przykład. W  moście drew nianym  układu H ow e’a siła, działająca w  słu 
pie w iszącym , składającym  się z dw u śrub', je s t 29,5 t. Ja k ie  w ym iary  
dam y śrubom, jeżeli natężenie dopuszczalne t =760 kg/cm1. "Wedle założe-

29 5n ia  n a  jedną śrubę w ypada P = —4—=14,75 i.

Z  rów. 127) otrzym am y :

rf, = l , 1 2 8 y ^ - ° = 4 .9 7  cm= 5 0  mm.

§. 36. Połączenia belek drewnianych.

W  poprzednich paragrafach poznaliśmy obliczenie niektó
rych połączeń blach i kształtówek żelaznych, tu  przejdziemy 
kilka przykładów, jak  się obliczają połączenia belek drewnianych.

*) P . B ćsał J . Construction métalliques, s tr. 624.
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R ys. 64.

1. Z a m e k  p r o s t y  (n. das gerade Hackenplatt, fr. en
tement à double patte, an. tabled scarf, r. npsMOË 3aM0Kï>).

Jeżeli h i b .oznaczają wysokość i szerokość dwu belek 
drewnianych (rys. 64.), połączonych zamkiem prostym i jeżeli

siła P, działająca w osi, 
stara się to połączenie 
rozerwać, to w płaszczy
źnie np powstaje ciśnie
nie, które nie powinno 
być większem, niż t. Po
łączenie może być także 

rozerwane, gdy belka zostanie ściętą w płaszczyźnie mn. Ażeby 
pewność przeciw ścięciu i zgnieceniu była jednakową, musi być

b ~ t = b l z ' ,4
jeżeli %' oznacza natężenie dopuszczalne na ścinanie, a stąd:

li z
= I 7 '

"Wstawiwszy t  =  70 kg jem'1 i t 2 =  10 kgjcm-, otrzymamy:

1 = T i Ö =  1,7811.................................... 129)
Rozumie się, że przytem musi być

P Z  — .<  4
2. Z e t k n i ę c i e  p r o s t e  z ł u b k a m i  (n. Verlaschung, 

fr. éclissage, éclicement, an. fishing, r. cbh3u>).
Jeżeli większe 

siły działaj ą w kie
runku osi, wtedy 
używamy do połą
czenia belek drew
nianych płyt że
laznych, tak  zwa
nych ł u b k ó w  (n.
Laschenplatte, fr. 
éclisse, a. fish-plate)

m f
' n r

_ K i y

V

f.

0

- 
>! 

s 
- 

>

O

__ r / l ------------------------------------------------------------  --------

Rys. 65.

(rys. 65.). Jeżeli siła P, działająca w osi, stara się połączenie 
rozerwać, to najprzód, aby łubki się nie przerwały, musi być

P = 2 b£T,
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jeżeli g oznacza grubość łubków, a z natężenie dopuszczalne 
na ciągnienie dla żelaza. Jeżeli przyjmiemy

t = 1 0 0 0 - ^ ,  to P=2000bg, więc bg = 130)c m ■" v 2000’
Widzimy dalej, że siła P  spowodowuje ciśnienie drzewa 

na żebra, wbite do głębokości t, i że nareszcie połączenie może 
być zniszczonem przez ścięcie drzewa tv płaszczyznach mn, p r  
i p i r1. A więc mamy najprzód:

dla ściskania P = 2 z 'b ^ t,  
a dla ścinania P = 2  Tj Z(ó, + 2 t), 

jeżeli z' i t, oznaczają natężenia dopuszczalne dla drzewa na 
ściskanie i ścinanie. Przyjmijmy:

¿ ■ o 7 0 'Ą , l o Ą ,  to b, cm1 cmi 1
T>

a 1*

140 f

20 (bt + 2 t)

131)

132)

w cm i kg.
Przykład. Niech będzie P = 4000kg , g= 0 ,5  cm, to otrzym am y z rów na

n ia  130) fe= = 4  cm, więc -4 = 2  cm. D la <=2 cm o trzym am y dalej—UCUXv/jO 400Q
z rów nan ia 131) =14,3 cm, a  z rów nan ia  132)

4000
20(14,3 +  4) 19’3cm -

3. P o ł ą c z e n i e  c z o p o w e  (n. Verzapfung).
Dwie belki prostopadłe A  i B  (rys. 

66.) łączymy zapomocą czopa (n. Zapfen, 
fr. tenon, an. tenon, r. m ant). Siła P  
stara się ściąć czop w płaszczyźnie mn, 
więc dla natężenia dopuszczalnego 
P= a h z v

Dla drzewa prostopadle do włókien 
przyjmujemy z= 20 kgjcm2, więc

B
rII
L _

71

K

~ T
«9

20 h
133)

w kg i cm.
4. C z op u ko ś n y  (n. schiefer Zapfen, 

Rys. 66. Schrägzapfen, fr. tenon biais, an. sloped
tenon).

Jeżeli dwie belki mamy połączyć pod kątem ostrym (rys. 67), 
a przytem belka B  wrywiera znaczne ciśnienie P, używamy
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wtedy czopa ukośnego. Ciśnioną belkę ukośną B  nazywamy 
z a s t r z a ł e m  (n. Strebe, fr. contrefiche, an. strat, r. nognocn).

Siła P da się rozłożyć na dwie 
składowe: H  w kierunku pozio
mym i V  w kierunku piono
wym. Z rysunku widzimy, że 

H  «= P  dost a, V = P  wst a,
h .—l wst a, więc l =  — 7—. Siła 

1 % wst a
H  usiłuje ściąć czop w płaszczy
źnie mn , więc H —lb i 1.2 =  1 5 ^ ^  
jeżeli t 2 =  15 kg]cm2 jest natęże
niem dopuszczalnem na ścinanie 
ukośnie do włókien. Czop usi- 

RyS 67. łuj e dalej wysunąć część drzewa
przed czopem mprs, więc I I —

=Zj {bx +  2 t) tu jeżeli t, jest natężeniem dopuszczalnem na
ścinanie w kierunku równoległym do włókien.

Porównawszy oba te równania i przyjąwszy =  10 kg:¡cm2, 
otrzymamy 16 b j  = 10Z2 (6, + 2 1), a stąd

'rjĘrn)...........134>
Szerokość czopa bv możemy obliczyć z równania

 136>
Zwykle przyjmujemy t =  ^ , zaś najmniejsze bi =-w , dlaO ó

tycli wartości będzie:
bbl 3 bl

b 2 V ” 2 (6+ 2 h ) ......................... *

Dla ój =  b byłoby
16 bl 9 bl

1 10 (6+ |A ) ”  2 ( 3 6 + 2 6 ) '  • ' • (>
Przykład. P rzyjm ijm y P — 10 t, a=30°, 6= 20  cm, = 2 0  cm, ¡1 ,-2 0  cm 

20 20w tedy  1=  — =  —- =  40 cm,' dalej H = P  dost a =  10x0,866 i. Z rów. 135)
W S t  oc jj?86r>0

otrzym am y ^ , = - ^ ” -  =  14,4 cm, przyjm iem y więc 6, = 6 = 2 0  cm, a w tedy
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z równania 137) otrzymamy dla <=—= 7  cm:ó
, _  9X20X40 7200 ot>
1 2(3X20+ 2 X20) 200 '

Y. Wytrzymałość na zginanie.
§. 37. Związek między siłami zewnętrznemi i wewnętrznemi.

Jeżeli na belkę o osi prostej działają prostopadle do osi 
siły zewnętrzne, będące między sobą w równowadze, i jeżeli 
one leżą wszystkie w płaszczyźnie, przechodzącej przez oś  ̂
wtedy siły wyginaj ą belkę t. j . skracaj ą włókna między dwoma

R ys. 68.

pierwotnie równoległymi przekrojami E F  i GH  (rys. 68) po 
stronie wklęsłej, a przedłużają je  po stronie wypukłej. Rozu
mie się, że między włóknami przedłużonemi a skróconemi le
żeć musi warstwa NC  włókien, które zachowały swą pierwotną 
długość. W arstwę tę nazywamy w a r s t w ą  o b o j ę t n ą  (n. neu- 
trale Faserschiclite, fr. ligne des fibres neutres), jej przecięcie



-  110 -

się C C "  z płaszczyzną przekroju, prostopadłą do osi, nazy
wamy o s i ą  o b o j ę t n ą  (n. neutrale Axe, fr. axe neutre, an. 
neutral axis, r. neiiTpanBiiaJi oct), a przecięcie się A C  z pła
szczyzną, w której działają siły zewnętrzne, l i n i ą  u g i ę c i a  
lub s p r ę ż y s t ą  (n. elastiscke Linie, fr. ligne élastique, an. 
elastic line, r. nnnn narraSa).

Chcąc wyznaczyć natężenia, powstałe w innych włóknach 
wskutek zginania, musimy zrobić niektóre przypuszczénia :

1 . że zginanie jest tak małem, że natężenia pozostają w gra
nicach sprężystości,

2. że przekroje E F  i GH  pozostają po ugięciu płaskimi 
i prostopadłymi do ugiętej osi, co zresztą stwierdził doświad
czalnie Considère,

3. że włókna, równoległe do pierwotnej prostej osi belki, 
pozostają i nadal równoległemi do ugiętej osi.

Wyniki, uzyskane na podstawie tych przypuszczeń, są 
zgodne z doświadczeniami, więc możemy oprzeć dalszą teoryę 
(podaną przez Naviera) na tych przypuszczeniach.

Jeżeli na belkę A B  (rys. 69), działają siły prostopadłe do 
osi, a belkę tę przetniemy płaszczyzną EF , prostopadłą do osi,

prawą część belki odejmiemy, to,

? f  " j
i

°3 a  r  *

T i....

°e
t

¡
À ! <■

. £

ażeby lewa część została 
i nadal w równowa
dze, musimy przyło
żyć do przekroju E F  
siły, równające się si
łom wewnętrznym, 

działającym w EF, 
czyli oddziaływania 
prawej części belki naKys. 69.

EF. Siły te wewnętrzne będą rozdzielone na całym przekroju 
i będą w części wypukłej dodatnie czyli ciągnienia, w części 
wklęsłej ujemne, czyli ciśnienia. One to sprawiają przedłuże
nia lub skrócenia włókien, a stąd wynika bezpośrednio, że na
tężenie w warstwie obojętnej jest równe zeru.

Jeżeli przekroje po ugięciu belki pozostają płaskimi, to 
przekrój GH  (rys. 68) przejdzie w położenie JK, czyli obróci 
się około osi obojętnej o kąt JNG. "Widzimy więc, że przedłu
żenia.i skrócenia włókien, a zatem i n a t ę ż e n i a ,  b ę d ą  pro-  
p o r c y o n a l n e  do  o d l e g ł o ś c i  i c h  do  o s i  o b o j ę t n e j .
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Nazwijmy v odległość włókna m n  = s od osi obojętnej, 
które po ugięciu belki przedłuży się o mm' = ds, natężenie zaś 
tego włókna niech będzie v. Nazwijmy dalej z' i z"  natężenia 
włókien skrajnych E  i F, a ich odległość od osi obojętnej e' 
i e" , to możemy napisać

£ je st to więc natężenie w warstwie, odległej o jednostkę 
długości od osi obojętnej.

Siła, działająca na pasek mn powierzchni = dF , równoległy 
do osi obojętnej, będzie więc vd F , a więc suma wszystkich 
ciągnień

v d F , a. ciśnień.— v'dLF,
jeżeli — v' oznacza ciśnienie. Ponieważ przypuściliśmy, że na 
belkę działają tylko ciężary pionowe, więc dla równowagi musi być

v d F  — j"' v' d F = 0, albo

Ç ^ v d F - ^  v d F \ ~  0 . 139)
v d F  j est momentem statycznym powierzchni przekrój u po-

Î t"o v d F  zaś powyżej osi obojętnej, wrięc 
J '  v d F — ^ v d F  jest momentem całego przekroju ze względu 
na oś obojętną.

W edług równania 139) ma być ten moment statyczny równy 
zeru, bo f  nie jest równe zeru, więc oś o b o j ę t n a  m u s i  
p r z e c h o d z i ć  p r z e z  ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  b e l k i ,  bo tylko 
dla środka ciężkości je st moment statyczny przekroju równy zeru.

Jeżeli odcięta część belki AC  jest w równowadze, to suma 
momentów ze względu na j^unkt C musi być równą zeru. Jeżeli 
J f  oznacza moment sił zewnętrznych, to bez względu na znak 
możemy napisać :

M = ~ ^ '\d A  v ^ Ç ^ 'v 'd F ,
V  f c"lub nareszcie: y  v 2d F . .............................. 140)

Nazwijmy całkę v2d F  t. j. sumę iloczynów elementów 
powierzchni przez kwadraty ich odstępów do osi obojętnej, 
całkę, którą spotykamy także przy ruchu obrotowym, m o m e n 
t e m  b e z w ł a d n o ś c i  (n. Trägheitsmoment, fr. moment d’inertie,
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an. moment of inertia, cz. moment setrnacnosti, r. mombhtł 
nnepniu) i oznaczmy ją  /, to możemy napisać:

Jtf= — , albo vS=M v . . . .  141)v
Jeżeli za v wstawimy wartość e' i e"  i chcemy, aby 

w włóknach skrajnych były natężenia dopuszczalne z' i z", to
otrzymamy: r 'I= M e / i t/ / I=M<b' /................................142)

Opuściwszy znaczki, możemy ogólnie napisać:
z' I  =  Me..............................................143)

Piszemy tutaj z, bo wymiary belki tak obliczamy, aby 
natężenie w włóknie skrajnem było równa natężeniu dopuszczal
nemu. Ażeby natężenie było równocześnie w obu włóknach skraj
nych równe natężeniom dopuszczalnym, musi być według 142)

rrl fjl /
— =  — . . . . .  144)e' e" '

jeżeli z' i z "  oznaczają natężenia dopuszczalne na rozciąganie
i ściskanie. Jeżeli z '= t " , to powinno być e '= e"  i odwrotnie,

jeżeli z '> z " ,  „ „ „ e '> e".
Dla drzewa, żelaza spawanego i zlewnego i stali je s t 

z' — z", będziemy więc obierali takie przekroje, aby środek 
ciężkości był w połowie wysokości przekroju; dla żelaza la
nego zaś, gdzie z " > z '  obierać będziemy przekroje, niesyme
tryczne, aby równ. 144) było choć w przybliżeniu wypełnione.

Z równ. 141) wynika, że natężenie v  włókien je st tern 
mniejsze, im mniejsze je st v, a więc im bliżej leżą one osi obo
jętnej. Stąd wynika dalej, że chcąc materyał jak  najbardziej 
wyzyskać, będziemy obierali takie przekroje belek, aby jak  naj
więcej materyału było jak  najdalej od osi obojętnej.

Z rys. 68. widzimy, że Nmm' oo ONO, więc ds : v —NC: NO. 
Nazwijmy r promień krzywizny linii ugięcia, to OC=r, a po-

g
nieważ N C = m n= s, więc d s : v = s : r , a stąd r —v --. W edług

' , ds v ■ E  • * rowu. 34) j est — =  , więc r = v .— , a ponieważ według rown.
1 h . r  I  J IE141) — =  —, więc a zatem:v M  M

EI==3Ir.............................................145)
Wszystkie te wzory ważne są tylko na mocy złaożenia 

do granicy sprężystości. 0 natężeniach zginających po przekro
czeniu granicy sprężystości powiemy później.
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§. 38. Moment bezwładności.

AV równaniach zasadniczych 141) i 145) widzimy moment 
bezwładności I  powierzchni przekroju belki ze względu na śro
dek ciężkości. Moment bezwładności powierzchni jest, jak  wiemy,

całką iloczynów elemen
tów powierzchni przez kwa
draty ich odległości od da
nej osi. Elementem po

wierzchni niech będzie 
prostokąt o powierzchni 
d 1 F  =  dxdy  (rys. 70), od
ległość jego od osi XX, 
przechodzącej przez środek 
ciężkości S  jest y, to 

I==jjci2E y 2= j jd x d y y 2 . . . .  146)
Jako przykład wyznaczymy moment bezwładności prosto

kąta (rys. 71). Wstawiwszy granice w równ. 146), otrzymamy:

J - dx y'ldy, a stąd: 1 = bli3 
=  12 ‘

147)

Podobnie wyznacza się w mechanice 
rozumowej analitycznie według równ. 146. 
momenty bezwładności rozmaitych figur 
geometrycznych. Tu ograniczymy się więc 
tylko na podaniu wyników i wspomnimy, 
że dla wyznaczenia momentu bezwładności 
figur złożonych używamy twierdzenia, wy

nikającego z równ.

X<_

—T~
h

-LX,

x : x 146., że moment 
wierzchni dla danej

u-i)
Rys. 71.

bezwładności po- 
osi równy je st su-

~ b 3
. . . . . . . .

mie momentów bezwładności jej części 
ze względu na tę samą oś. Momenty 
bezwładności poniżej podane są wszystkie 
obliczone ze względu na oś poziomą, prze
chodzącą przez środek ciężkości przekroju.Rys. 72.

Przykład. M oment bezwładności przekroju wykreślonego n a  rys. 72. 
ze w zględu n a  oś X X  będzie:

. 1 , , ,  „ 1
“12

Statyka. 8
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§. 39. Wyznaczenie momentu bezwładności ze względu na oś 
równoległą do danej.

Znając moment bezwładności I  ze względu na oś przez 
środek ciężkości powierzchni przechodzącą, możemy łatwo zna- 
leść moment bezwładności ij ze względu na oś X iX i (rys. 70) 
równoległą do osi XX, w następny sposób: Nazwawszy mo
ment bezwładności elementu powierzchni d 21, ze względu na 
oś X X , względnie d 2 /, ze względu na oś X lX i , otrzymamy: 

d 21 — d 2F y 2,
d 21, — d 2F (y+ e)2—d 2F y 2+ 2 d 2Fey-\-d2Fe2, a stąd

J, =  1+ 2 e J  J d 2Fy +  e2 J F.

Jeżeli wykonamy jedno całkowanie, naznaczone w drugim

■wyrazie 2 e ^ d 2Fy, między granicami m i n ,  to otrzymamy

pasek m n  o powierzchni \ d 2F = dF , a więc drugi wyraz bę-
J  tli

dzie równy 2 e \d F y .  Ale d F y  jest momentem statycznym

paska mn ze względu na oś XX, a więc je st momen

tem statycznym powierzchni przekroju, który je st ze względu 

na środek ciężkości = 0 . W  trzecim wyrazie jest ^  d- F  =  F,

więc I ^ I  +  F e 2 .....................................148)
A zatem moment bezwładności powierzchni F  ze względu 

na oś, odległą o długość e od środka ciężkości, je st równy mo
mentowi bezwładności ze względu na oś, równoległą do osi da
nej, a przechodzącą przez środek ciężkości, więcej iloczynowi 
powierzchni przez kwadrat odległości e.

Przykłady. W edług 143) je s t  m om ent bezwładności p rostokąta ze 
względu n a  oś, przez środek ciężkości przechodzącą, .1= J ,  bh3. M oment 
bezwładności ze w zględu n a  oś XlXi (rys. 71), przechodzącą przez pod

s taw ę , będzie: h  =  J j  bh3 + bh bil3 ..................................... 149)

D la tró jk ą ta  m am y I= ^b h 3, a ze względu n a  oś X, X, (rys. 78), 

przechodzącą przez podstaw ę,

/' = i Wt3+ł iA( ł ) , = i 1 , l l S    15°)
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§. 40. Promień i elipsa bezwładności.

Znając moment bezwładności ze względu na dwie prosto
padłe osie X 'X '  i Y' Y' (rys. 100), przecinające się w punkcie 0, 
możemy znaleść moment bezwładności danej powierzchni ze 
względu na oś UU, nachyloną do X ' X ' pod kątem cp.

Ł -

Rys. 100.

Niech będzie moment bezwładności danej powierzchni Ix 
ze względu na oś X ' X ', Iy ze względu na oś Y' Y ', a /„ ze 
względu na oś UU. Zauważmy element powierzchni d 2F  w punk
cie F, którego rzędne niech będą x' i y '. Spuśćmy z punktu 
F  prostopadłą na UU i nazwijmy ją  F E = yu, to widzimy z ry
sunku, że y u= F K — EKT=y' dostęr— U L y '  dost (p— x' wst cp.

Wiemy, że I,i= \ \ d 1F y u2, więc
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lu — ^  {y' dost (p—x' wst (p)2 d - F — ̂  ̂ y '2 dost2 <p d 1F +

+  j } > w s t 2 (p d 2 F — Ç \%x' y ' dost p wst (pd2 F, 

czyli nareszcie :

I U= I X dost2 <p-i-Iy w st2y — w st2  çp | x ' y ' d ! F  . 151)

Nazwijmy Iz moment bezwładności ze wrzględu na oś, na
chyloną, do osi X ' X ' pod 45°, .to cp =  45°, a więc z równ. 151) 
otrzymamy :

r,—Ix dost2 45, + 7ÿ wst 45° — wst 90° ij" ̂ x’ y ' d*. F, a stąd

K = J J z y  i .  (ix 4-I ,)  - I z, . . . 152)

jeżeli wyraz ^ x ' y ' d 1 F  oznaczymy literą K. W yraz ten na

zywamy i l o c z y n e m  b e z w ł a d n o ś c i  l u b  m o m e n t e m  
z b o c z e n i a  (n. Zentrifugalmoment, Deviâtionsmoment, fr. pro
duit d ’inertie, moment rectangulaire, an. product of inertia).

Aby wynaleźć najmnlejszość i największość /„ i odnośny 
kąt <p — <p0, musimy zróżniczkować równanie 151) i zrobić po
chodną równą zeru. Otrzymamy więc : 
d I

—2 A dost cp wst (p +  2 1,j wst (p dost cp—2 dost 2 cp iT=0, czyli 

w st2ę j(/y—/*)—2dost2 cp K —0, a stąd

st 2 <p0 = - i ? -  ..... 153)

Temu wyrazowi odpowiadają dwie wartości <pQ, różniące 
się o 90°, a więc q)0 i (p0-\-90°. Kóżniczkując raz jeszcze, łatwo 
się możemy przekonać, że raz otrzymamy drugą pochodną do
datnią, drugi raz ujemną, a więc kąty <pQ i cp0 + 90  wyznaczają 
osie, dla których J„ jest największe i najmniejsze. Osie te,
stojące jedna na drugiej ' prostopadle, nazywamy o s i a m i
g ł ó  w n e m  i,  b e z w ł a d n o ś c i  (n. Ilaupttrâgheitsaxe, fr. axe 
principal d ’inertie, an. principal axis of inertie).

Przyj ęte dowolnie osie X  X ' i  Y' Y' staj ą się osiami głó- 
wnemi, gdy % = 0, a więc gdy

K = 0 ...........................................154)
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Jeżeli oś Y' Y' (rys. 101) jest osią symetryi przekroju, to 

chcąc obliczyć Jf =  y ' d 1 F  i całkując naprzód w pasku mn,

którego środkiem ciężkości jest p, 
możemy wyłączyć y ', jako stałą,

a ^ x 'd 2 F  równa się momentowi

statycznemu powierzchni tego pa
ska ze względu na jego środek 
ciężkości, zatem ==0. To samo zro
biwszy dla innych pasków, zoba
czymy, że K = 0, a zatem ze wzglę
du na 154) możemy powiedzieć, 
że g d y  p r z e z  O m o ż e  b y ć  
p o ł o ż o n ą  oś s y m e t r y i ,  oś 
t a  j e s t  z a r a z e m  o s i ą  g ł ó 
w n ą  b e z w ł a d n o ś c i ,  oś  z a ś  
p r o s t o p a d ł a  do n i e j  j e s t  
d r u g ą  o s i ą  g ł ó w n ą .

Jeżeli przez dany punkt nie 
da się poprowadzić oś symetiyi, to moment zboczenia K  należy 
wyznaczyć z rów. .152). Czasem łatwiej jednak dojdziemy do 
końca w następny sposób, podany przez M u l l e r a  B r e s  l a u a .

Przypuśćmy, że chcemy Wyznaczyć moment zboczenia 
przekroju ze względu na osie OX-4 OY, r ó w n o l e g ł e  do osi 
O,A, i OjF,, przechodzących przez środek ciężkości przekroju 
O, (rys. 102).

[(.%!+x0) (y i+ y 0)d 2FWedle 152) K -

albo K = \^ x l y i d 2 F  +  ar0 d 2F + x0y0^ d 2 F

Nazwijmy Ki moment zboczenia ze względu na osie O, X l 

i Oj Fj, to Aj = ^  {̂ xi y i d 2 F. Dalej mamy ze względu, że Oj jest

środkiem ciężkości x0jj^y l d 2F = 0  i i|'z1cZ2J ,= 0 , zatem

K = I i j + x 0y0P .............................. 155)
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Jeżeli osie OiX 1 i Ol Yi są osiami głównemi bezwładności, 
to iTj = 0 , więc

K = x 0y0F . . . . . . 156)
przyczem uwzględnić zawsze należy znak rzędnych x0 i y0.

Jeżeli nazwiemy 7 moment 
bezwładności ze względu na oś 
główną X X  (rys. 100), a I i na oś 
główną YY, fi kąt nachylenia osi 
UU do osi głównej XX, to ze 
względu na rów. 151) i 152) mo
żemy napisać, ponieważ tu  K — 0, 
I n= I  dost2 ¿3+Iy w st2/? . . 157)'

Dla /3=45° otrzymamy

1 1 = 2 1 ^ - 1  . 158)
Możemy także napisać, wsta

wiwszy w 157) /?= —cp0,
7x= 7 d o s t2 (—(p0) + 7, w st2 (—ę>0)= 7 d o s t2 <p0 +  7, w st2 <p0, 

7JI= 7 w s t2 ę50-¡-/jdost2 9>0, a zatem
/

-7j s t2 ę?0, a więc Iy—Ix s t2 (p0—I t w st2 q>0 s t2 <p0 +
d o s t2ęp0

-t-7j dost2y0, czyli 
Iy dost2 <p0—Ix w st2 ę0 =7j dost4 <p0— 7j(l—dost2 y0)2=  

=7j (2 dost2 % —1),
Iy dost2 %  —I x wst2 <jp0 

2dost2<p0—1 
Dodawszy wartości l x i otrzymamy 

I x+ I r= 7(dost29>0 +  wst 2ę)0) + 7t (wst 2ę>0 +  dost 2y0) =  I + Iy, . 
a więc I = ( I x+ Iy )—I , .................................

I, 159)

160) 
161)

Moment bezwładności wogóle możemy inaczej jeszcze
wyrazić, mianowicie równaniem I = F a 2, .............................. 162)
którebyśmy otrzymali, skupiwszy całą powierzchnię F  w jednym 
punkcie i umieściwszy ją  w oddaleniu a od osi. Iloczyn Fa2 
równałby się momentowi bezwładności 7. Długość a nazywamy 
p r o m i e n i e m  b e z w ł a d n o ś c i  (n. Tragheitsradius, fr. rayon 
de giration, an. radius of. gyration, cz. polomer setrvacnosti).
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Pomyślmy, żeśmy obliczyli dla dowolnej ilości osi, przez O 
przechodzących, momenty bezwładności i odetnijmy na każdej 
z tych osi długość odwrotnie proporcyonalną do pierwiastku

c
momentu bezwładności (rys. 100) tak, że n. p. OM=Tj=, gdy c

\-MU
jest dowolną ilością stałą, a Im momentem bezwładności ze

c 2

względu na OM, to / , „ = Jeżeli rzędne punktu M, odnie

sione do osi głównych, są OP—x i PM-=y, to
X 'U

dost a—-ęyjy-i a wst a = QM i a więc ze względu na 157)

I„. =  I W stawiwszy wartości za OM, otrzy

mamy a więc c2 == Jic2 -h jTj 2/ 2.c c
W stawmy teraz I= F a 2 i —Fax 2, a otrzymamy 

c ^ F a W + F a ^ y * ,  albo
X 2 Y 2 C2
a , 2 ' a 2 _ F a 2a i 2 ................................163)

Jest to równanie elipsy, którą nazywamy e l i p s ą  b e z 
w ł a d n o ś c i  (n. Tragheitsellipse, fr. ellipse d’inertie, an. ellipse 
of inertia). Jeżeli przytem przyjmiemy c2= F a 2al 2, torów . 163) 
możemy napisać

x 2 y 2
a72+ ^ + 1  • • • • • •  16*)

Jestto równanie elipsy bezwładności, której połowy osi 
głównych są a i ai , promieniami bezwładności głównych momen
tów bezwładności. W  tym wypadku jest

c2 F a ia .2 . aa.

Jeżeli MM' i NN' są osiami sprężonemi elipsy bezwład
ności, a kąt między niemi zawarty e, to na mocy znanej 
własności elipsy jest

/-> *r n u  i. • ON. OM .wst e „aa1 =  ON. OM wst e, więc am=  -------=  ON. wst e =  N R.

Widzimy więc, że j e ż e l i  do e l i p s y  b e z w ł a d n o ś c i  
w y k r e ś l i m y  s t y c z n ą ,  r ó w n o l e g ł ą  do d a n e j  osi ,  od 
s t ę p  t e j  s t y c z n e j  od  o s i  j e s t  r ó w n y  p r o m i e n i o w i
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b e z w ł a d n o ś c i  ze w z g l ę d u  n a  d a n ą  oś. Elipsa bez
władności będzie więc obwiedną prostych, równoległych do 
danych osi, poprowadzonych w odstępie równym promieniowi 
bezwładności. A zatem będzie, jak  to już wiemy, O T = O T  =  a, 
OS= OS' — ai , której to własności elipsy bezwładności możemy 
użyć do jej wykreślenia.

Jeżeli punkt O jest środkiem ciężkości przekroju, elipsa 
bezwładności nazywa się wtedy e l i p s ą  ś r o d k o w ą  (n. Zen- 
tralellipse, fr. ellipse centrale, an. central ellipse).

Rys, 103.

Maj ąc elipsę bezwładności wykreśloną, łatwo wyznaczyć 
możemy moment bezwładności dla jakiejkolwiek osi n. p. NN', 
przechodzącej przez punkt O. Poprowadźmy styczną do elipsy, 
równoległą do NN', a odległość obu linii 31'R ' — a„ je st pro
mieniem bezwładności, więc In= F aJ.

Z równ. 157) wynika, że jeżeli / = / , ,  to />,,=/ (dost2j3+ 
+  w st2/?)=/, a więc, gdy momenty bezwładności dla osi 
głównych są równe, to także i moment ze względu na jaką
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kolwiek oś, przechodzącą przez środek ciężkości jest równy 
momentowi ze względu na oś główną, czyli wszystkie momenty 
bezwładności, ze względu na osie, przechodzące przez punkt O, 
są równe; elipsa bezwładności staje się kołem.

Pzzykłady.

1) “W yznaczyć elipsę środkow ą przybliżonego przekroju I  l. 28, w y
kreślonego n a  rys. 108. Przekrój je s t sym etryczny, więc oś sym etryi Y Y  
je s t jedną  osią głów ną, d rugą zaś oś X X x  Y Y .  przechodząca przez środek 
ciężkości.'

Obliczmy naprzód I  i a  otrzym am y 
I = * (1 2 X 2 8 » -(1 2 -1 ,1  (2 8 -3 ,4 )3 )= *  (263 424-162  266)=S 429,8 cm*, 

h  = ik  (2X 1,7X123+ (28-8 ,4) 1 ,1 » = *  (5 865,2-32,7)=48G,0 cm*.
Pow ierzchnia przekroju 1<'=2X12X1,7+  (28—3,4) 1,1=67,86c?«!, więc 

połowy osi głów nych elipsy środkowej będą

11,145 cm, = 1 ^ 5 = 2 , 6 7 6  cm.
V 67,86 ’ V 67,86 ’

2) Dla przybliżonego przekroju kątów ki50.75
8

o w ym iarach, poda

nych n a  rys. 104., obliczyć wielkość 
i położenie osi głów nych środkowej 
elipsy bezwładności.

M usimy najprzód znaleść spół- 
rzędne środka ciężkości O. “W tym  
celu korzystać będziemy z rów nan ia 
S= F e, gdy 5  oznacza m om ent s ta ty 
czny powierzchni przekroju ze względu 
na  dolną podstaw ę A B , F  powierz
chnię przekroju, a  e odległość środka 
ciężkości O od prostej A B. Możemy 
więc napisać

e = ~ ................ 165)

“W staw iw szy w artość, otrzy
m am y

“ 7,5.0,8. 3,75+ (5-0,81)0,4
7,5.0,8+(5-0,8)0,8

23,844 __=2,55 cm.

c, oznaczać będą 
m om ent sta tyczny  ze w zględu na 

pionow ą BC, w zględnie odległość środka ciężkości O od BC, to 
_  Ą. _  5,0.0,8.2,5 + (7,5 — 0,8). 0,4 =  12,14 =

1 F  9,36 9,36 ’
Teraz obliczamy m om ent bezwładności I*  ze w zględu n a  oś X 'X '  

i  l y ze względu na oś Y 'Y ' .  Dla w yznaczenia tych m om entów rozłożym y

Statyka.

r

:

i / \
a"

m

\  \ 
\  \

 ̂ /
: j mMWM
i  y fm m m

M M W /l....
m m m m .
W M l/L

i.....A A ..... ..1 \
W

E ys. ‘104.
9,36

Jeżeli Ą  i
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przekroje n a  prostokąty  i korzystać będziemy z wzorów 147) i 149). Na
zwawszy b i y  podstaw ę i wysokość prostokąta, m am y m ianow icie mo
m enty bezwładności ze względu n a  podstaw ę J, =  |  bh3. N azwaw szy dalej 
I c m om ent bezwładności ze względu na oś BC , la  ze względu na IIA, 
otrzym am y

I c =  l (0,8. 53 +  (7,5-0,8) 0,8 >)=84,48 cm*
I  ¡ ,= i i—Fel 2=34,48—9,36.1,30^=18,66 cm*.

Dalej m amy / a ==|-(0,S . 7,52+ (5 —0,8)0,83=113,22 cm*
I x —Ia —7<'«2=113,22—9,36 . 2,55-’=52,36 cm*.

Teraz obliczymy m om ent zboczenia K  wedle równ. 152) i o trzym am y 
K = - ( l , 30-0,4)(3 ,75-2 ,55) 7,5 . 0 ,8 -(2 ,5 -l,S )(2 ,5 5 -0 ,4 )(5 -0 ,8 )0 ,8  

K = — 6 ,4 8 -8 ,6 7 = -1 5 ,1 5  cm*, 
a ze względu n a  rów nanie 153)

s t 2 ?0 = 2 (-15,15) 30,80 =  0,8991

a stąd
18,66-52,36 33,70

2 ?0=41°57 '28" 
o„ =20° 58' 34".

Teraz obliczymy 1 na podstaw ie rów nan ia 151)
I= I x ' dost2 ł 0 +  /.v' w s t2 r #—‘w st 2 y K  

albo 7 =  52,36 dost2 o +18,66 w s t2 o +  w s t2 ? 15,15=45,65+2,39 +  10,13
7=58,17 cm*,

a dalej wedle 161) 7, =18,36+  52,36—58,17= 12,85cm*.
I l m oglibyśm y też obliczyć z rów. 159)

18,66 do st2 ®0—52,36 w s t2
2 dost2sn— 1 =  12,85 cm*.

Długości połówek osi głów nych elipsy środkowej są w ięc;

V 9,6

W edle rów. 153) m am y teraz
- 2 .9 3 ,5

—=2,493cm, « ,= \ /12’85=l,172cm . 
1,36 ’ ’ 1 V 9,36
3) W yznaczyć elipsę bezwładności

dla zetówki 1. 10 (rys. 105).
Ze względu na oś poziomą A', A',

otrzym am y
7*= *  0,65 . 103+ *  (5-0,65)

( 1 0 - 2 .0,95)3)
7*=54,17+169,82=223,99 cm*.
Ze względu n a  oś pionową TT,

m am y
■ 7y = 'j*  (W—0,95)0,653+ * (0 ,9 5 (5 + 5-0 ,65)3 
7^=0,16+64,71=64,87 cm*.

Dalej m am y m om ent zboczenia 
7 f= 0 —2 . 5 . 0,95 (5—0,475)X(2,5—0,315) 

-fiT=93,50 cm*.

s t 2 ® = 64,87-223,99 
stąd  2 ®0=49° 35'17 

a s0=24°47'38".

1.1745
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Teraz obliczym y 7 na podstaw ie rów. 151)
. 7=223,99 dost2® +  64,87 w st2® +  w st 2 $ . 93,5=184,60+11,41 +  71,19

7=267,20 cm*
7, =64,97 +  223,99-207,20=21,66 cm*.

Długość połówek osi głów nych elipsy bezwładności otrzym am y 
-i 1267,2 , a- i -i / 21,66 ,

« =y «*. > = yT^  r 1,21 Ł' WŁ

4) Przekrój- eliptyczny.
M oment bezwładności ze względu n a  oś poziomą X X  je s t

7 = g |2
N azwijm y połowy osi elips}' a' i 6', to

h b -a '= ^ - ,  5 '=  9 , m am y więc I — — b 'a '3,

a  stąd  połowa osi głównej elipsy środkowej

•i F ~a=
V a'b'r.

Podobnie otrzym am y h =  h 'Z
E lipsa środkowa je s t więc podobną do danej elipsy, a je j osie 

rów nają  się połowom osi danej elipsy. To samo odnosi się do koła.

§ . 4 1 .  Elipsa bezwładności ze wzglądu na osie ukośne.

Jeżeli istnieje w przekroju tylko oś symetryi ze względu
na osie ukośne, to w takim razie 
możemy użyć tych osi do wykre
ślenia elipsy bezwładności. P rzyj
mijmy w O (rys. 106) parę osi 
ukośnych X 'X ' i Y 'Y ', z których 
ostatnia jest zarazem ukośną, osią 
symetryi. Niech ukośne rzędne 
punktu danego F  będą y ' i x 
odstęp punktu F  od dowolnej osi 
U U, nachylonej do X 'X ' pod ką
tem cp. niech będzie

E F = y u — y ' dost y—x' wst cp. 
Moment bezwładności prze

kroju ze -względu na oś UU będzie
/„ =  j J  (y ' dost y—x' wst rp)2 d 1 F  =  

=  dost 2y f i  y ' 3 ¿72 M-i-
Eys. 106.
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+  w st2 ęoj jV 2 d 2 F —2 dost y wst c p ^ x 'y 'd 2 F.

Ponieważ wedle założenia ^\)x 'y 'd 2F — 0 z powodu syrne- 
try i, więc

7„=dost2y j^  y '2 ei27M-wst2 (p\^x/2 d 2F  . . 166)
Z rysunku widzimy, że F L —y ' wst/? i F D = x' wst /?, więc 

/ x.= w st /?Jjy/2 d 2F , 7!/»=w st2/?J \)x/2d 2F. 
"Wstawiwszy to w rów. 166), otrzymamy

Iu =
dost2 y 
w st2/? ■ Ir'

w st2 (p T 
dost2/? f

167)

W stawmy teraz w rów. 167) 
Ix.= F .a '2, 1 , - F .a '! ,  Iu= F a \

to au2 dost2 y w st2<p
a 'i2-w st2/? w st2/?

Poprowadźmy M N/fOU  i na
zwijmy odcinki na osiach OM—p, 
ON=q, to

OR . ORdost y=^— , wst<p=—- , więc

OR2a \  2
Q
OR2a 2

■ w sts/?£2 w st2/3p2’ 
Jeżeli poprowadzimy M N  

w takiem oddaleniu, aby O R= au, 
to

»/2 ai 2
w st2̂ g 2̂ w s t2/?p2 

Jestto równanie elipsy ze względu na odcinki stycznych 
q  i p  i da się wyznaczyć w znany sposób*) równanie obwie- 
dnej stycznych M N

z '2 w st2/? y '2 w st2/? . . . .  169)
a'*

równanie elipsy ze względu na sprzężone osie OX' i OY' (rys. 107). 
A zatem każda para osi, ze względu na którą *\^xyd2F

je s t zerem, czyli k a ż d a  p a r a  osi, z k t ó r y c h  j e d n a  j e s t  
o s i ą  u k o ś n ą  s yme - t r y i ,  j e s t  z a r a z e m  p a r ą  os i  s p r z ę 
ż o n y c h  e l i p s y  b e z w ł a d n o ś c i .

*) p. Ke c k .  Vorträge über Elastizitätslehre, str. 28.



-  183

Rys. 109.

A B  koło, to posłuży nam ono do wyznaczenia momentu bez
władności ze względu na dowolną oś.

Przykład. W  trójkącie A B C  (rys. 108) zróbm y A D —DC, to D B  je s t  
ukośną osią sym etryi, a zatem  B D  i  O X  osiam i sprzężonemi elipsy.

W iem y, że Ix=~bh3, F=-^- bh, więc a — 0,236 h. Zróbm y
OD Z  l o

więc jD, 0 =  OB, =0,236 BD, to D, i B t  
są to  p u nk ty  elipsy bezw ładności, 
w  k tórych  styczne są poziome. To 
samo zrobić możemy ze względu n a  
drugie dw a boki tró jk ą ta  .41? i B C .

§. 42. Koło bezwładności.

Zmiana momentu bezwła
dności przekroju dla osi, prze
chodzących przez ten sam punkt 
a rozmaicie nachylonych, da się 
jeszcze inaczej przedstawić we
dług M i i l l e r a - B r e s ł a u a .

Rys. 108. Niechaj Ox' = Ix■ (rys. 109)
a O y ' = I,f , przyczem przy

puśćmy, źe 1^ >  I,y W ystawmy w x' i y ' prostopadle na O J ',  
mianowicie Bx' = —K  i A y ' =  + K . Zatoczmy teraz na średnicy
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I  tak dla dowolnej osi O U, nachylonej do OX' pod kątem
cp, wykreślmy B E ±O U , przedłużmy B E  do C, wykreślmy
C C '± O X ', to

OG'= O E'—E ' C' =  OE dost cp—EC  wst <p,
O E = IX’ dost cp—K  wst (p,
EC-=K dost (p—ly  wst cp, więc
OC' =  (/,- dost (p—K wst (p) dost cp—(K  dost cp—Iy  wst cp) wst cp. 
OC' = IX' dost2 cp+Iy2 w st2 cp—2 wst <p dost cp IC=IU.

A zatem OC' przedstawia dla osi OU moment bezwładności.
Jeśli kąt cp będziemy zmieniać, to punkt O poruszać się 

będzie po obwodzie koła, a rzut jego C' na prostej. Widzimy 
stąd, że najmn. I — O y= Iu najw. I= O x= I.

Dla najmn. / = / ,  oś OY  musi być _]_ do By, a więc być
równoległą do yA, zaś OX \ Bx czyli OXHAX. "W ten sposób
wyznaczyliśmy osie główne bezwładności.

Z rysunku wynika, że CG '=K' jest momentem zboczenia 
dla osi OU. Moment zboczenia jest zerem dla osi głównych 
i rośnie do pewnej największości OF. Z rysunku też- widzimy, 
że /* .+ /„<= /+  / , ,  co zgadza się z rów. 161).

§. 43. Punkty stałe przekroju.

Na rys. 103 wykreśliliśmy elipsę bezwładności środkową, 
a więc I = F a 2, I, =  A a ,2, a ze względu na oś U będzie 
I„ =  /d o s t2 cp+Ii w st2 cp= I(1—w st2 <?) +  /] w st2 cp=F[a2— (a2+  
+  al 2) w st2 cp\. Moment bezwładności ze względu na oś WW, 
odległą o d= O L  od UU, będzie JK= / 7[a2— (a2—ax 2|jwst2 cpĄ-d2].

Zróbmy według M o h r a  O F = O F '= ia 2—al 2 odległo
ści ogniska elipsy od środka O, to otrzymamy d 2—(a2—al 2) x  
X w st2ęp =  OL2 —  OF3 Avst2 cp = OL2 — OM2 =  (O L ■+ OM) X 
X (OL— O M )= F E .F 'E '= e l e.1, a więc:

I„  =  F [a2+ e ,e 2] .................................... 170)
Na mocy tego równania możemy wyznaczyć moment bez

władności ze względu na dowolną oś, jeżeli znamy elipsę środ
kową przekroju, albo przynajmniej a i punkty F  i F '.

Jeżeli dana oś przechodzi przez punkt F  lub F ', to e, 
lub e.1 staje się równem zeru, wtedy moment bezwładności 
równa się stałej ilości Fci2. Ze względu na tę własność nazy
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wamy punkty F  i F' p u n k t a m i  s t a i y m i  (n. Fixpunkłe). 
Elipsy bezwładności są dla tych punktów kołami. Jeżeli a—a^, 
to punkty stałe przypadają na punkt O.

§. 44. Analityczne wyznaczenie momentu bezwładności dla figur 
nieregularnych.

Dla figur nieregularnych wyznaczamy moment bezwład
ności analitycznie najlepiej za po
mocą znanej metody S i m p s o n a ,  
której udoAvodnienie należy do me
chaniki rozumowej.

W  celu wyznaczenia momen
tu  bezwładności przekroju niere
gularnego (rys. 110) ze względu 
na oś X X  dzielimy przekrój pro- 
stemi równoległemi do X X  na p a- 
r z y s t . ą  ilość równo grubych pas
ków. Nazwawszy długości tych 
prostych b0, 5,, bi . . . b 2„, ich od
stępy od X X  d0, d u d2 . . . d vn 
a grubość pasków a, otrzymamy 
moment bezwładności ze względu 
na X X :

Ił = !  [bo d02+ W W + 4  (bi d, 2+ b 3 d32 +  . . .  + h s d*s

+ 2  (b2 d2 2+ b4 d 4 2+ . . .  +1)2 n-2 d 32 u_ 2)] . . 171)
Znając I i możemy wyznaczyć moment bezwładności ze 

względu na środek ciężkości według znanego równania / = / ,  +  
—F e 2.

sDługość e otrzymamy z równania 165) e---=— , przyczem
moment statyczny S  powierzchni przekroju ze względu na X X  
jest według Simpsona:

iS — g [50 dj -\-b.,n d.in-\- 4 (¿>, d, -j- b, d3 + . . . +  b2n—\ d1H- 1) -)-

-f-2 (ń2 d2 + 5 4,d4 -j- . . . -fi b2n—2 C?2H-2)] • • l f2)
a powierzchnia :

F =  g [6p + ó 2„ +  4(51 +6.. 4- ... +  6„_i) =  2 (b.2 + b:i + ... +  5„_2)]. 173)
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Wzór 171) je st jednak niedogodnym w praktyce, bo mu
simy wykonać 2 n — 1 mno
żeń, dlatego też używamy 
innych wzorów, które za
raz podamy.

Jeżeli mamy wyzna
czyć moment bezwładności 
powierzchni Obcd (rys. 111) 
ze względu na oś OX  i O Y, 
to otrzymamy według 

Simpsona, podzieliwszy po
wierzchnię znów na p a 
r z y s t ą  ilość pasków o gru-

[yo3+ 4  y j3+ 2  y 2 3+ 4  y 3 3= |  y4 3 +  
-t- . . - -¡-4y32 n - l+ y 38 n] ,

a ze względu na oś OY: l . 174)

I) =  y [ 0 2yo +  l 2* 4 y i+ 2 2.2 y 2+ 3 2.4 y 3 +

+  . . . + (2 n —l ) 24 y 2ll_ i+ (2 n )2y2U]
Podobnie otrzymamy powierzchnię:

[y° JrV2’‘ + Ji(y i +Vz + ."  +  2/2n-l) +  2(y2+^4 +••• + ^ 2»-2)] 17&) 

i moment statyczny ze względu na oś OX:

[y0 2 +  y \ n + 4 (y{ 2+ y 32+ . . .+ y \ „_i) +  2 (y22+  y K2 +

+  . . .  + y 22„ -2) ] .............................. 176)
zaś ze względu na oś OY:

Ny=-^[0.yo + 2r cy2«+4( l - y i +3y3-ł-. . .  +  (2„_i) y2„_i]-t-2 (2y2 +
+  4 y 4 +  . . .  +  (2 w—2)y2n—2)............................177)

Wzory te są o tyle dla praktyki korzystniejsze, że kwa
draty i sześciany możemy wziąć z tablic, a przez to znacznie 
sobie ułatwić rachunek.

Przykład. Obliczyć m om ent bezwładności szyny austryack ich  kolei 
pierw szorzędnych (rys. 112). Z powodu sym etry i liczym y m om ent dla po
łow y szyny i dzielim y ją  n a  BO pasków o grubości 0,28 cm.

b

* 0 x 0 »  er*.. d

Rys. 111.

bości a, ze względu na oś 0 X :
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Z wzorów 174) otrzym ujem y:
0 28

= - ÿ - [ 5 :63+ 4 x 5 ,6 5 + 2 X 5 ,63+ 4 x 5 ,6 3+ 2 x 5 ,5 9 3+ . . .  +  4X2,753+ 2,253] 

Jx =  272,94 cm 1.

X\

A.

J/

R ys. 112.

0,283
L - [ 0 2X 5,6+ 1 2X 4X 5,6+ 2 3X 2X 5,6+  . . +  493X4X2,75 +  50!X2,25] 

Iy' — 4143,10 cm*.
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Rys. 113.
1 C?7Z -i ,—— siły długościami, obierzmy dowolny biegun O, poprowadźmy 
x kg
zeń promienie i wykreślmy wielobok sznurowy pm nB .

Punkt D przecięcia się przedłużeń boków skrajnych. Avy- 
znacza położenie wypadkowej R. Przedłużmy boki pm  i mn

M om ent I ,/ sprow adźm y a a  oś ciężkości Y Y . W  tym  celu wyzna- 

czarny odległość środka ciężkości z w zoru e— Momoufc sta tyczny  5 

otrzym am y z w zoru 177):
O A OQ2

±  [0 x 5 ,6 + 5 0 X 2,25 +  4(1X 5,0+3,5 X 6 +  5X 5,6 +  . . .  +49 X 2,75)+
+  2(2X5;6 + 4X5,59 + 6 x 3 ,35+ ...+ 48x3 ,10)]

¿>=401,54 cm3.
Z  wzoru 175):

Ł  == ° | § [5,6+2,25 + 4 (5,6 + 5,6+5,25 + ...  +  2,75) + 2 (5,7 + 5,59 + 3,35+3,10)]
F — 57,2 o n 2 

401,54 9nn
e=~ m r  ^ cm

I y =I,j. -  idj2=4143,10^57,ą x 7 J=1440,30 cmK

§. 45. Wykreślne wyznaczenie momentu bezwładności.

Na rysunku 113 widzimy siły równoległe P , , P2, P3 i P 4, 
których moment bezwładności ze względu na równoległą do 
nich oś X X  mamy wyznaczyć. Wyki^ślmy najprzód w znany 
sposób wielobok sił 01234, wyrażając w przyjętej podziałce
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wieloboku sznurowego do osi X X , to otrzymamy trójkąt 
m fdoc  012, a stąd fd :y 2 =  12: a. Długość 12 = P 2, więc

........................................... 178)
<2

A więc moment statyczny dowolnej siły jest. proporcyo-
nalnym do długości fd, odciętej przedłużeniami odnośnych boków
wieloboku sznurowego, co zresztą wynika wprost z §. 7. Jeżeli
to samo zrobimy ze wszystkiemi siłami, to

P,/2 c
C15 =  A —-  =  — , .................. 179)a a

a stąd moment statyczny S l — a.CB.
Uważajmy teraz odcinki fd  jako siły, to CB będzie wie-

lobokiem sił. Przyjmijmy drugi biegun O', poprowadźmy pro
mienie i wykreślmy drugi wielobok sznurowy w u G "Wtedy 
otrzym am y:

iirfj oo O, fd , a stąd d i f | = — 7^1 •

"Wstawiwszy za fd  wartość z równ. 178), otrzymam}7: .

  180)
P?/2 T

A zatem C. B. =  2 —~~ =  — więc 1 1 ab ab’ *
Ij =  Cj Bj a 1 ) , .................................... 181)

jeżeli ij oznacza moment bezwładności sił P1, P 2, P 3, Pi ze 
względu na oś AA’.

Sposób ten wyznaczania momentu bezwładności podał 
C u l m a n n .  W edług niego więc prosta Ci B i , odcięta na osi 
przedłużeniem boków skrajnych drugiego wieloboku -sznuro
wego, jest proporcyonalną do momentu bezwładności. CiBi od
czytujemy w podziałce sił, odległości biegunowe a i b w po- 
działce długości.

Możemy jednak i w inny sposób wyznaczyć moment bez- 
r JP Vwładności. W edług równ. 178) fd  =  — a więC P 2y1 *=a.fd,

CL
a stąd: , P2y.l 2= a .fd .y .l = 2 a  Afmd.

Jeżeli to samo zrobimy dla innych sił, to powierzchnia

CpB =  , a s ta d :2 a 2a
Ij =  2 a pow. Cp 15.................................... 182)
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A więc moment bezwładności według tego sposobu, po
danego przez M o h r a ,  jest równy powierzchni ograniczonej 
osią, wielobokiem sznurowym i przedłużeniami boków skraj
nych, pomnożonych przez podwójną odległość biegunową a, 
wyrażoną w podziałce sił.

Gdy mamy obliczyć m o m e n t  b e z w ł a d n o ś c i  p o 
w i e r z c h n i  nieregularnej, dzielimy ją  na paski prostemi ró- 
wnoległemi do danej osi, szukamy środków ciężkości tych pa
sków i uważamy powierzchnie tych pasków jako siły równo
ległe, zaczepiające w środkach ciężkości pasków. Dalszy tok 
konstrukcyi je st zupełnie ten sam, co dla sił P ,, P 2, P 3 P 4, 
tylko że zamiast sił wchodzą to  w rachunek powierzchnie. Po
wierzchnie pasków wyznaczyć możemy w rozmaity sposób, 
a mianowicie zamieniając je  na powierzchnie czworoboków 
o danej podstawie lub też za pomocą linii całkowej. Zawsze 
otrzymamy powierzchnie jako iloczyn dwóch długości, a mia
nowicie długości 01, 12 i t. d., pomnożonej przez pewną dłu
gość e, wspólną wszystkim paskom. Zamiast odczytywać dłu
gość CB lub a w podziałce powierzchni, możemy więc odczy
tywać je  w podziałce długości i pomnożyć przez c. Otrzy
mamy zatem z równ. 181) według Culm anna:

I ,  =  C,B[ a . b . c .............................. 183)
a z równ. 182) według M ohra:

I ,  :=* 2 a . c pow. Cp B.................................. 184)
Chcąc w yznaczyć/, moment bezwładności sił P )( P2, P 3, P 4 

ze względu na oś, położoną przez punkt D w kierunku wypad
kowej R, otrzymamy z równ. 179):

CB—~  =  — , a a
gdy e oznacza odstęp wypadkowej od osi XX. Dalej otrzymamy 

A C D B = ^^-, a więc:

Re2 =-2 a A CDB.
Wiemy, źe 7 ■= /, — Re2 =  2 a F — 2 a .A C D B , jeżeli 

F =  pow. CpB, stąd:
1 = 2  a (F— CDB) = 2  aF0, . . . . 1 8 5

jeżeli 7’0=pow . Dpm?iB.
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Analogicznie otrzymamy dla momentu bezwładności po
wierzchni ze względu na oś ciężkości:

1= 2  a .  c . F0......................................... 186)
Licząc dokładniej sposobem C u l m a n n a ,  musimy uwzglę

dnić tę  okoliczność, że moment bezwładności danego paska jest
według równ. 148) ze względu na 
daną oś XX, odległą od środka cięż
kości paska o długość e (rys. 114) 
I, = I+ F e 2, podczas gdyśmy dotych
czas przyjmowali w przybliżeniu 
I l =Fe'1. Jeżeli paski są dość wązkie, 
moment bezwładności I  paska ze 
względu na jego środek ciężkości 
je st mały i możemy go opuścić.

^  Jeżeli zaś paski są większe i chce
my dokładnie wyznaczyć moment bez

władności, to przesuwamy, rysując drugi wielobok sznurowy, 
kierunki sił (t. j. tu  momentów statycznych S). Mamy bowiem

I i = I+ F e 2= F (a 2-\-ei), jeżeli a =  ̂  oznacza promień bez

władności. Moment statyczny S —Fe, więc 
Ą  a 2+ e 2 o_2_
~S ~  e ~'~G+ e ~  ei ’

Robimy więc poprawkę, przyjmując zamiast długości e długość 
e1, a zatem oddalając punkt zaczepienia momentu statycznego

cip OpS  dla drugiego wieloboku o (ei —e)—— . Długość — znajdujemy0 6
łatwo wykreślnie, kreśląc prostopadle do ramienia e E B = a, pro
mieniowi bezwładności *), łącząc punkt A w osi X X  z punktem

oPJB i kreśląc B C A B .  W tedy EC.AE==a\ więc E C = ~  , zatem6
C je st punktem zaczepienia momentu statycznego.

§. 46. Linia całkowa.

Mówiliśmy, że powierzchnie pasków możemy wyznaczyć 
za pomocą l i n i i  c a ł k o w e j .  Otóż zastanowimy się teraz nieco 
nad istotą linii całkowej i nad sposobem jej wykreślenia.

*) D la p rostokąta  a=0,288 h, jeżeli h wysokość paska.
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Rzędne linii całkowej SPM  (rys. 115) są funkcjam i rzęd
nych danej linii EFN , wyrażonych równaniem y = f(x).

kowej w P  do poziomu. Poprowadźmy FC  // NB. a COH P il, to

Długość a nazywamy odległością biegunową a O biegunem. 
Chcąc wyznaczyć powierzchnię, zawartą między linią 

różniczkową, osią i rzędnemi y, i y.2, mamy:

a więc powierzchnia ta równa się różnicy rzędnych linii cał
kowej, pomnożonej przez odległość biegunową a.

Aby dla danej linii różniczkowej wykreślić linię całkową, 
-postępujemy w następujący sposób: Dzielimy linię różnicz
kową, bofg (rys. 116) na części tak krótkie, źe je  uważać mo
żemy jako proste. Z punktów podziału b, c, d, e, f, g, kreśli
my równoległe do osi OX  aż do OY  i łączymy punkty b" , c " , 
d " , e" , f " ,  g " , z biegunem B. Promienie B b " , Bc" , B d " . . . 
będą równoległe do stycznych linii całkowej w odnośnych 
punktach b‘, c', d ', e', f ‘, g '. Jeżeli bc, cd, d e . . .  są proste, 
to odnośne części linii całkowej będą liniami drugiego rzędu, 
a mianowicie parabolami. Jeżeli zaś b' c' jest parabolą, to 
styczne w b' i c' przecinają się w m, jak  wiemy z matema
tyki, w połowie szerokości pasków. Ta własność paraboli po
służy nam do wykreślenia linii całkowej.

Dla linii całkowej będzie

gdzie a i C są ilościami sta
łemu Linię EFN  nazywamy 
wtedy ze względu na linię 
SPM  l i n i ą  r ó ż n i c z k o w ą .

Zróżniczkowawszy to 
równanie, otrzymamy:

jeżeli <p je st kątem nachy
lenia stycznej P i l  linii cał-

Bys. 115.

F = y ( s ) d * = ( F 2- ć 7 ) a —(F ,— C J a - t Y j - Y i J a ,  . 187)
la r.



-  143 -

Obrawszy dowolny punkt b', kreślimy b' m \\B b" , mn\\ Bc", 
n p \\B d "  i t. d., przyczem punkty mnp leżą w liniach poło
wiących paski. W  ten sposób otrzymujemy szereg stycznych, 
a że znamy tu punkty styczności b‘, c', d' i t. d., więc wy
kreślenie linii całkowej nie przedstawia już żadnej trudności. 
Jeżeli paski były dość ważkie, to styczne zastąpią linią całkową.

Jeżeli wyznaczymy powierzchnię pasków, na które po
dzieliśmy powierzchnię przekroju, za pomocą linii całkowej, 
to odległość biegunowa a jest wspólną odległością, którąśmy 
oznaczyli jako c w równ. 183, 184, 185 i 186.

§. 47. Przykład. Moment bezwładności szyny kolejowej.

Tok k o n stru k c ji w yjaśnim y najlepiej n a  przykładzie, w yznaczając 
w ykreśln ie m om ent bezwładności szyny kolejowej (tabl. I.).

D zielim y lew ą połowę szyny na paski, tak , aby lin ię  zarysu n a  
szerokość paska można przyjąć jako  p rostą* ) i w ykreślam y dla tej po

*) Około 80 pasków. Podział ten po w ykreśleniu lin ii całkowej 
•wymazaliśmy dla większej w yrazistości rysunku.
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łow y szyny w edług poprzedniego p arag ra fu  linię całkow ą. Gdy odle
głość biegunow ą przyjm iem y w ie lk ą , to lin ia  całkow a będzie płaską 
i n a  odw rót; tu  przyjęliśm y odległość biegunow ą od podstaw y c—7 cm. 
Z  punktów  przecięcia się prostych podziałowych z zarysem  szyny spu
szczam y prostopadłe n a  podstaw ę n. p. pp' i łączym y spodki tych  prosto
padłych z biegunem  0. P rom ienie te  n. p. Op' są równoległe do stycznych 
lin ii całkowej, k tóre kreślim y po kolei do prostych, połow iących szero
kość pasków. W  ten  sposób otrzym am y lin ią  całkow ą a 1" , 2" , 8"  . . .  c, 
za pomocą której wyznaczym y pow ierzchnię połowy szyny, k reśląc z 0 
i 23 poziome do przecięcia się z lin ią  całkow ą w  a i 28' i kreśląc pionow ą 
przez a. Odcinek a ' 23', pomnożony przez odległość biegunow ą 0 0  daje 
nam  pow ierzchnię połowy szyny. Tu otrzym aliśm y pow ierzchnię połowy 
szyny 16,2. 7=113,4 cm2, całej szyny 226,8 cm2, a  że szyna w ykreślona 
w  podziałce 2 : 1 , więc .4=226,8:4=56,7 cm1.

IV celu w yznaczenia m om entu bezwładności rozkładam y znowu 
pow ierzchnię przekroju szyny n a  paski, k tóre te raz  m ogą być trochę 
szersze, jednak  ty lko  o tyle, aby wielobok sznurow y nie w iele się różnił 
od lin ii sznurowej, k tó rą  w łaściw ie dla pow ierzchni pow inniśm y otrzym ać. 
N a rysunku  podzieliliśm y szynę n a  23 pasków, w ażkich w  głow ie i nóżce, 
a  szerszych w  ściance szyny, bo tu  przekrój mniej się zm ienia. M amy 
w yznaczyć pow ierzchnie tych  pasków  i w ykreślić wielobok sił (czyli 
w łaściw ie powierzchni). Czynimy to zapomocą lin ii całkowej, przedłuża
ją c  lin ie  podziałowe do lin ii całkowej, np. O a d o o ,  11'' do 1", i  spuszczając 
z punktów  przecięcia się a, 1", 2 " . . .  prostopadłe n a  poziomą o ' 1' 2 '...2 3 '. 
Odcinki w  ten  sposób uzyskane, pomnożone przez odległość biegunow ą 
c= 6  cm, p rzedstaw iają pow ierzchnie pasków, a więc 0 ' 23' je s t w ielobokiem 
sił, w zględnie powierzchni. Jeżeli zam iast lin ii całkowej krzyw ej w ykre
ślim y ty lko szereg stycznych, to trzeba aby p unk ty  1" 2 "  3 " . . .  przypa
dały  n a  p unk ty  styczności, a więc dobrze je s t zachow ać te  sam e lin ie  
podziału, co pierwej. Gdybyśm y przyjęli inne lin ie  podziału, to punkty  
te  nie w ypadłyby n a  punktach  styczności, a w tedy należałoby do konstrukcyi 
użyć lin ii całkowej krzywej, a nie stycznych.

N astępnie w yznaczam y środki ciężkości poszczególnych pasków 
i zaczepiam y w  nich siły  równoległe poziome, w zględnie pow ierzchnie 
pasków. Dalej przyjm ujem y biegun 0 "  w odległości a ' =10  cm od prostej 
a ' 23' i kreślim y promienie. Równoległe do tych  prom ieni dają  pierw szy 
w ielobok sznurow y s 9 l. Skrajne boki wieloboku sznurowego przedłużone 
przecinają się w  punkcie D, przez k tó ry  przechodzi w ypadkow a. Poziom a 
D  przecina oś szyny -w środku ciężkości S. Przedłużyw szy boki wieloboku 
sznurowego aż do osi, przechodzącej przez środek ciężkości, o trzym am y 
punkty , oznaczone cyfram i od 1 . . .  23. Jes tto  drug i w ielobok sił względnie 
pow ierzchni, d la  którego obieram y biegun 0 ' w  odległości 6 =  10 cm i k re
ślim y prom ienie. N astępnie prow adzim y równolegle do tych  prom ieni 
d rugi wielobok sznurow y micz. Skrajne boki wieloboku przedłużam y aż 
do przecięcia się z osią ciężkości w  punk tach  B  i C. D ługość B C —20,6 cm 
je s t w edług C ulm anna proporcyonalną do m om entu bezwładności, 
k tó ry  otrzym am y w edług równ. 183), gdy  pom nożym y B C  przez a, b i c.
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Jeżeli zauw ażym y, że B C . o, . b . c  p rzedstaw ia mom ent bezwładności poło
w y szyny, to  chcąc otrzym ać m om ent całego przekroju szyny, m usim y 
pomnożyć w ynik  przez 2. Poniew aż szynę w ykreśliliśm y w  podwójnej 
podziałce (2 : 1), w ięc w szystkie długości są  dw a razy  większe, a zatem, 
aby otrzym ać m om ent bezw ładności rzeczyw istego przekroju, m usim y 
w ynik  podzielić przez 24=16. A więc

r 2 0 , 6 . 1 0 . 8 . 7 . 2  łJJOi j ——  -----=1442 cm'.
I b

W edług M o h r a  zaś otrzym am y, splanim etrow aw szy powierzchnię 
s 9 l Z>=103,6 cm2,

T 1 0 3 , 6 . 2 . 8 . 7 . 2  
h  = ----------- jg -----------=1450 cm '.

Jako  ostateczny w ynik  przyjm iem y średnią ary tm etyczną:
r  1442 +  1450 , l inI x — jr =1446 cm'.A

Jeżeli chcemy w yznaczyć teraz prom ień bezwładności w ykreślnie, 
to możemy to zrobić w edle M i i l l e r a  B r e s l a u a  w następny  sposób:

D la połow y szyny je s t wedle C u l m a n n a ,  gdy odcinek B C  na
zwiemy z, l = a xbcz, F —nc, w ięc

2_ 1 axb c z _axb z
F  nc n

O detnijm y 23' G = b  i zróbmy <7£f//0"23', to  H L —b. Z podobieństw

tró jkątów  m am y b '.ń— Ó "E '.ax, w ięc 0"E= = ^—,  zatem  a 2— 0 " E .  z. Zróbm yn
0 " K = z ,  zatoczm y półkole n a  E E , to

Ó " F 2= 0 " E . z — a‘i, zatem  a — 0 " F .
D la całej szyny niech będzie m om ent bezwładności I ',  pow ierzchnia F ', 
to J '= 2  1, F '= 2 F ,  s tąd  ’

, 1  1  2 1  1  S *o '5 = — == — =  — = 02, zatem  o '= o .

P rom ień bezwładności je s t w ięc dla całej szyny ten sam, co dla połowy.

§. 48. Wykreślne wyznaczenie momentu bezwładności powierzchni 
sposobem Nehlsa.

Aby wyznaczyć wykreślnie moment bezwładności powierz
chni danej cmld ib = F (rys. 117) ze względu na oś OX, kreślimy 
najprzód prostą prjlOX  w odległości a. Badajmy teraz element 
powierzchni, t. j. prostą mmi o grubości nieskończenie małej 
dy, zróbmy m xm ' 1/mO, połączmy O z m', przedłużmy tę prostą 
do m 2, to otrzymamy Om'.mm2 — a:pm ', a stąd, ponieważ p m ' =  
—m m [x będziemy mieli y :m m 2 = a :m m [1 więc

mmmm, —-----a
Statyka. 10
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Zróbmy to samo z innymi elementami, a otrzymamy
f „  f mm,yd% S\m m 1dx—pow. ocm,a2= b 1 =  \ ----  = —, 188)

przyczem wyraz
r*
\m m x y d x = S  przedsta
wia moment statyczny 
powierzchni F  ze wzglę
du na OX.

Zróbmy teraz 
m2m"\\mO  i wykreślmy 
Om" aż do m 3, a otrzy
mamy pod obnie pm ' ':a =  
= m ra3 :y, a zważywszy, 
że p m " —m m ^  

mvi2y

Rys. 117. mrn..dx--

a Sl!ld 
mm2 y dx 

a

a zatem

{m m .y2dx , , T1\m m 3d x = \   =pow . bcm3d3=hęt, więc

F
2 _ a 2’

189)

przyczem wyraz <\j mm^y1dx—I  przedstawia moment bezwładno
ści powierzchni F  ze względu na oś OX.

Po praw ej stronie rysunku  n a  tab licy  I  w yznaczyliśm y w edług 
tego sposobu, podanego przez N e b i s  a, m om ent bezwładności szyny ze 
względu n a  oś pionow ą i to  osobno dla górnej części szyny, a osobno 
dla dolnej. Długość a przyjęliśm y dla górnej części szyny 5 cm, dla dolnej 
w iększą a , = 6  cm, aby rysunek nie w ypadł za papier. Splanim etrow aw szy 
Fu, o trzym aliśm y dla górnej części F".v=29,2 cm1, a dla dolnej i l v '= 35,2 cm2, 
a  więc

/ '= ( N 'V a 2+ P .n '0i2) ~  =  (29,2 . 62+35,2 . 6») ^ = 2 4 9 ,6  em?.

Nareszcie otrzym am y prom ienie bezwładności

SI-6-05:“



-  147 —

Możemy teraz  w ykreślić elipsę bezwładności, znając prom ienie 
bezwładności dla obu osi głównych.

Zrobić tu  jeszcze musimy uwagę, że jeżeliśmy do wykre
ślenia linii cm3d3b z linii cm,d,b  użyli nie prostej pr  (rys. 117)

w odległości a, lecz in
nej prostej w odległości 
n. p. a', to zamiast 
równ. 189) otrzymali

byśmy ^ 2= ~ 7> Jak te

go łatwo dowieść można.
Moment bezwład

ności powierzchni mo
żemy także wyznaczyć 
za pomocą bardzo zmyśl
nego przyrządu, miano
wicie planimetru A ins
i e r a ,  którego teoryę i 
opis podał Dr. W i n k l e r  
w czasopiśmie Austrya- 

ckiego Towarzystwa Inżynierów i Architektów w r. 1870 *).
Powierzchnia F l (rys. 117), wyrażająca moment statyczny 

powierzchni, ma jeszcze inne znaczenie, które zaraz wyjaśnimy.
W edług rów. 138)

— =£. Jeżeli oś OX  przyj

miemy w środku ciężkości 
przekroju, to v —y, więc 

(rys. 118).
Na pasek powierzchni 

mm^dy działa siła 
mm^dy v —m midy  £ y =  

—mmi a f  dy. Jeżeli scał- 
kujemy siły, działające w 
przekroju powyżej osi obo
jętnej, to otrzymamy

Rys. 118.

C" =  \ mm3 dy at, = at,.F^  
Jo

*) p. także 0 1 1 : Vorträge über Baumechanik. II . Theil. sfcr. 124 i n as t.
*
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jeżeli Fi =  pow. Ocm2, a podobnie "wypadkowa natężeń poniżej 
osi obojętnej C" — a£ F2, jeżeli F2 — pow. Oed, przyczem G' =  C". 
Siły normalne, działające w paskach powierzchni przekroju są 
proporcyonalne do mm2, powierzchnie zatem kreskowane Fi i F2

przedstawiaj ą rozkład na
tężeń normalnych w prze
kroju i nazywają się dla 
tego s p r  o w ad  z o n e  m i 
p o w i e r z c h n i a m i  p r z e 
k r ó j  u (n. reducirte Quer- 
schnittsflachę). Jeżeli wy
znaczymy środki ciężkości 
powierzchni F1 i F2 w Ą  
i S2, to punkty te są punk
tami zaczepienia ciśnieniaEys. 120.

i ciągnienia, nazywamy je  więc środkiem ciśnienia względnie 
ciągnienia. Odstęp pionowy środków ciśnienia i ciągnienia niech 
będzie h%, to

C.k.2= M ...........................................190)
Na rys. 118. widzimy powierzchnię sprowadzoną przekroju 

I  i środki ciśnienia i ciągnienia. Widzimy, że tu  odstęp środków 
natężenia /¿2 jest nie o wiele mniejszy od h, w przybliżeniu 
możemy przyjąć h2 =0,9 h.

§. 49. Obliczenie siły ścinającej poziomej.

Siły zginające belkę działają w kierunku prostopadłym 
do osi belki, więc wywołują oprócz natężeń zginających także 
natężenia ścinające. Dla belki o osi prostej je st siła poprzeczna 
wypadkową wszystkich sił, działających po lewej stronie danego 
przekroju, natężenia ścinające pionowe w każdym przekroju 
muszą więc być równe w stanie równowagi sile poprzecznej Q.

Oprócz natężeń ścinających pionowych powstają jednak 
w belce, pracującej na zginanie, natężenia także w innych kie
runkach. Najprzód zastanawiać się będziemy nad n a t ę ż e 
n i a m i  ś c i n a j  ą c e m i  p o z i o m e m i  (n. horizontale Schub- 
spannung, £r. effort rasant, force de glissement longitudinal, 
an. horizontal shearing stress).

W  celu wyznaczenia tej siły wytnijmy z danej belki 
część je j o długości Ax (rys. 120) płaszczyznami prostopadłemi
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do osi i dla równowagi zaczepmy natężenia, które przed prze
cięciem w belce istniały. Zbadajmy teraz siły, działające 
w warstwie p p ', równoległej do osi, a odległej od niej o v. 
ISTa części belki m m 'p‘p  działają po prawej i po lewej stronie 
natężenia normalne, które, jak  wiadomo, zmieniają się według 
prawa linii prostej. Natężenia te dadzą się złożyć na siły I I  i II ', 
które z powodu, że Ax je st bardzo małe, możemy obie przyjąć 
jako poziome. Dadzą one wypadkową A I I= H '—H , działającą 
w kierunku siły większej. Siły działające na część belki pp 'n 'n , 
muszą dać jako wypadkową także AU, lecz działającą w kie
runku przeciwnym, bo warstwa p p ' je s t w równowadze.

MW edług równ. 141) je st v —— v, a więc siła, działająca

Mna pasek p i p2 o długości u  a grubości dv, j est — v udv, a stąd

f* M f e/ / =  \ v u d v = - j\u v d v .

'■mamy

pozostał ten sam; a więc
_  M '— M r  , A M C e - A I I —H '—H —— ——  \ uvdv= —j~  \ uvdv.

Jeżeli przekroje obierzemy bardzo blisko, to możemy na
pisać

dMCe 
d H = ~ Y  \  uvdv.

Siła ścinająca pozioma d l i  działa na długości dx, na 
jednostkę długości wypada więc

M '\c
Podobnie otrzymamy H ' = uvdu,  jeżeli przekrój belki

d l i  dM  . 
g = - r - = -3 r \  uvdv. dx d x .I{ '

Z równania 14) wiemy, że = Q t. j. sile poprzecznej,

całka zaś^ uvdv wyraża moment statyczny powierzchni p imp2 

ze względu na środek ciężkości przekroju O, nazwijmy go S, 

to S =  V uvdv, a więc

a - f   .....................................191)
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Natężenie ścinające poziome al na jednostkę powierzchni
będzie

1 u  Iu
Z równania 191) widzimy, że ponieważ . Q i I  są dla da

nego przekroju i obciążenia stałe, więc a zmienia się propor- 
cyonalnie do S, a zatem s i ł a  ś c i n a j  ą c a  j e s t  n a j  w i ę k s z ą  
w osi ,  a w warstwie skrajnej równą zeru, bo tam S — 0. Dla

przekroju prostokątnego (rys. 121) 
mamy

h

2 ^ b h *

E ys. 121.

Największe a będzie w osi dla

3 Qn a jw  a - g - J -  .

s i ł a  ś c i n a j ą c a  a 
Uj z m i e n i a j ą  s i ę

Widzimy więc, że dla zmiennej v 
i  n a t ę ż e n i e  ś c i n a j ą c e  p o z i o m e

w p r z e k r o j u  
p r o s t o k ą t n y m  
w e d l e  p a r a 
bol i .  W  prze
k ro ju /(ry s . 122) 
zmienia się siła 
ścinająca a we
dle paraboli ab 
i cd w stopie i 
głowie, zaś we
dług innej para
boli hecw ściance.

Z równania 
192) widzimy, że

natężenie ścinające poziome Oj zmienia się proporcyonalnie do

E ys. 122.
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s— . Jeżeli więc szerokość przekroju u nagle się zmienia, toU
i a{ zmienia się nagle odwrotnie proporcyonalnie do u.

Przy przejściu więc ze ścianki w stopę w C następuje 
nagła zmiana natężenia ścinającego. Z rysunku 122. widzimy, 
że natężenia ścinające są bardzo małe w stopie i głowie, możemy 
więc je  pominąć, a przenoszą się prawie w całości na ściankę. 
Na odwrót wedle rysunku 119. natężenia normalne w belkach 
o przekroju I  działają przeważnie w stopie i głowie, a mało 
co w ściance.

§. 50. Natężenia ścinające pionowe.

Wiemy już z poprzedniego, że s u m a  n a t ę ż e ń  ś c i n a -  
j ącyc l i  p i o n o w y c h  (fr. effort tranchant) w każdym przekroju 
pionowym belki o osi prostej równą jest sile poprzecznej Q. 
Zachodzi teraz pytanie, jak  siła poprzeczna rozdziela się 
w przekroju.

W ytnijm y z belki (rys. 123) dwiema płaszczyznami pozio
mami w odstępie dv i dwiema płaszczy
znami pionowemi w odstępie dx grania- 
stosłup o podstawie A B  CD a wysokości 
=  1, to w płaszczyznach DC  i A B  dzia
łają siły ścinające poziome al dx, w płasz
czyznach zaś pionowych siły a2dv,

Rys. 123. a oprócz tego równolegle do osi działają
siły vdv, które się znoszą.

Mamy tu  więc dwie pary sił, dla równowagi musi być
suma ich momentów równa zeru, więc

—aidx.dv+ a.,dv.dx—0, a zatem
ffi =  o2 ...........................................195)

Widzimy więc, że n a t ę ż e n i a  ś c i n a j ą c e  p i o n o w e  ot s ą  
w k a ż d y m  p u n k c i e  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  r ó w n e  
n a t ę ż e n i o m  ś c i n a j ą c y m  p o z i o m y m  o,, w t y m
p u n k c i e  d z i a ł a j ą c y m .

Ze względu na równanie 192) możemy więc napisać
_ Q S  

°2 I u ’
a zatem natężenia ścinające pionowe zmieniają się proporcyo

nalnie do — .u

ądx
aAduO O

VC/(f t e ?dis-
i t p i i a,

A B
oAdv
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Jeżeli siła poprzeczna Q działa na przekrój F, to gdyby 
natężenia rozdzielały się na przekrój jednostajnie (prosta R " R '

w rys. 1 2 1 ), toby największe natężenie było o ~  .

Dla przekroju prostokątnego je s t największe natężenie 
wedle 195) dla v= 0

O T ^ ~  . . . .  196)2 bh 2 F  2 '
Największe natężenie na ścinanie jest więc dla przekroju

prostokątnego |- razy większem, niż przeciętne dla równego
rozdzielenia siły.

Dla przekroju I  OT będzie także nieco większem niż OR
(iys. 122), jeżeli jednak siłę Q rozdzielimy tjdko na ściankę
równo, to będzie się mało co różniło od OR.

Przykład. D la ksztaltów ki /  wykreślonej na rys. 122. niecli będzie
Q—20t. Dla przekroju tego je s t 7=2402 cm3, więc przeciętne natężenie ści-

. . 20000 nające w ściance »0 = 0 3 ^  g =1421 lcglcm\

Obliczmy teraz OT. W  tym  celu wyznaczam y najprzód S  dla v= 0 , 
zatem  5= 9,6X 1,2x9 ,4+0,8X 8,8X 4,4—141,15 cm3, więc wedle 192) i  195)

q15=1469 Jcg/cm\ W artość ta  ta k  m ało się różni od w ar

tości poprzedniej, że często w prak tyce liczym y ty lko natężenie ścinające 
średnie

CT° 7 | § / ................................................  197)
jeżeli b' oznacza grubość a h ' wysokość ścianki.

Obliczmy jeszcze natężenie ścinające w  C, a  otrzym am y

5=9,6X 1,2X 9,4=110,2 cm», wiec OC, 1168Ły/cm^
„ nn 2000X110,2 ,

2  =  2 i 0 2 x 9 f i ~ =  m

§ . 51 .  Natężenia w kierunkach ukośnych. Linie największych natężeń.

Na graniastosłup, którego podstawa jest prostokątem (rys. 
128) działa w stanie równowagi sześć sił, jeżeli zaś przetniemy 
go według przekątni DB  (rys. 124) to w stanie równowagi 
działa 5 sił na ten element, mianowicie v clv, a dv, a dx, v ‘ du, 
a' du. Stosunek tych sił się nie zmieni, jeżeli wszystkie podzie
limy przez dv, wtedy otrzymamy siły

(rysunek 125).

dx . du  duv , a, a —, V  , a’ —  dv d v dv
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A \—  ^
(rdz

Jeżeli siły te są w równowadze, to wielobok sił i sznurowy 
muszą się zamknąć. Co do wielkości i kierunku znamy tylko 
v i u,, co do kierunku resztę sił. Przypuśćmy, że abfeda jest 
wielobokiem sił i że biegun obierzemy w punkcie a. "Wykreślmy

promienie, a równolegle do 
nich wielobok sznurowy. 
Pierwszy promień aa jest 
tu  zerem, drugi ad, kreśli
my więc równoległą do ad 
przez punkt m  do siły

, d u  „  t ,a ' — , przyczem Cm—mB.

Dalej kreślimy mn || ae, 
nr || af, rm  |j ab aż do 
punktu m, ponieważ wie
lobok sznurowy musi się 
zamknąć. Z rysunku wi
dzimy, że aefcom7ir, więc 
mr :A r—ef: bf, czyli 

j- dx : -§- d v = e f : a, stąd 
dxef-= a —. Dalej widzimy, 

że efccoABC, więc

: fc—dz : dv, a stąd

Eys. 124.

dv 

fc = a
dx dv -bf.

V- <?X-----------”-1

E ys. 125.

dv dx 
Ponieważ z rysunku 

także wynika, że X  abc= 
X  adc—90°, więc punkty 
a, b, c i d leżą na okręgu 

koła. Na tej podstawie możemy teraz wielobok sił łatwo wy
kreślić w następny sposób: kreślimy v = ab, b f= a  i przedłużamy 
tę  prostą do c tak, aby fc—bf. Zataczamy koło przez a b c, 

duv' —  czyli ad_\_BC i dc przedłużamy aż doprowadzimy ad j| 

poziomej przez f.
duZ trójkątów egdeo A B C  mamy a' —  : dg=-du: dv, a stąd
(JAJ
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,'ną/w y'

Rys. 180. Rys. 181.

Dla największego a ' mus i  być płaszczyzna, w której działa a' ,  
równoległą do Ac (rys. 126), a v' działać w prostej a A, pr zyczem

d g —a'. Podobnie otrzymamy z trójkątów adh oo ABC  
duv' — : dh = d u : dv, więc dh = v'. dv > -t

Łatwo możemy teraz znaleść kierunki sił v' i a ', dla któ
rych v' i a' przybierają największe i najmniejsze wartości.



punkt d  wpada na punkt A, znajdujący się wpionowej pod O. 
Jeżeli płaszczyznę tę obrócimy o 45°, kierunki te zmienią się 
na cB i aB  (rys. 127), wtedy a'= 0, a v' jest największem. Po 
dalszym obrocie o 45° zmienią się te kierunki na cG i aC  
(rys. 128), a wtedy a' dosięga swej najmniej szóści. Gdy nareście 
jeszcze obrócimy te płaszczyzny o 45° (rys. 129), to otrzymamy 
kierunki cD i aD, a wtedy v' je s t najmniejszością, a a=0.

Widzimy więc, że płaszczyzny, dla którycb a' jest naj
mniej szością i największością stoją na sobie prostopadle, zaś 
płaszczyzny, dla których v ‘ jest naj mniej szością i naj większo
ścią stoją także na sobie prostopadle i tworzą z powyźszemi 
płaszczyznami kąty 45°.

Dla osi obojętnej jest, jak  wiadomo, i> =  0, więc płaszczy
zny, dla największych i najmniejszych v ' , cB i cD są nachylone 
pod 45° do osi belki (rys. 130), a dla największych i najmniej
szych a' równoległe do osi.

Dla włókna skrajnego jest, jak  Aviadomo, <7=0, wrięc pła
szczyzny, dla których v' jest największe i najmniejsze, są ró
wnoległe i prostopadłe, do osi, zaś płaszczyzny, dla których 
a' je s t naj mniej szością i największością aA i aC  (rys. 131), 
nachylone są pod kątem 45° do osi.

Jeżeli w pewnym punkcie belki wyznaczymy kierunki 
płaszczyzn dla największych i najmniejszych v' lub a', potem

w punktach sąsie
dnich, leżących 
w tych kierunkach, 
wyznaczymy znów 

kierunki pła
szczyzn dla naj- 
większości i naj
mniej szóści v' lub 
a' i tak dalej postę

pować będziemy, to otrzymamy linie krzywe, których styczne 
wyznaczają w danym punkcie kierunki wyżej wspomnianych 
płaszczyzn. L i n i e  t e  n a j w i ę k s z y c h  n a t ę ż e ń  (n. Span- 
nungstrajektorie, an. tracłory) wykreśliliśmy na rysunku 132 na 
podstawie powyższych twierdzeń dla belki o stałej szerokości.

Widzimy, że linie największego ciągnienia i ciśnienia 
wychodzą pionowo z włókien skrajnych, są nachylone do pionu

— 155 —

Rys. 132.
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pod kątem 46° w osi i kończą się stycznie do włókien skrajnych. 
Linie największego ścinania wychodzą z włókien skrajnych 
nachylone pod 45°, stają się coraz więcej płaskie i kończą się 
stycznie do osi.

§. 52. Natężenia główne.

Z rysunku 1‘26 możemy otrzymać dwa równania, jeżeli 
utworzymy sumy składowych wszystkich sił w kierunkach ad 
i ed i zrobimy je  równe zeru ze względu na to, że siły te są 
w równowadze.

Tworząc sumę najprzód w kierunku ad, otrzymamy:

v' <̂~ = v  wst  9 + 2  o dost 9 ,

albo, ponieważ
dv
— = w st 9 , v '= i /w s ts 9 +  2 a wst 9 dost 9 ,

Vlub nareście (1 —dost 2 9) +  u wst 2 9 . . . 198)
A

Tworząc zaś sumę składowych w kierunku ed, otrzymamy
, du j  i. , dx , , . , . , d x , ,a' dost 9 — a wst 9 +  cr — dost 9 , lub ponieważ — = d o t 9 ,

a' — v wst 9 dost 9 + a (dost2 9 —w st2<p), albo wreście

o '= ~  wst 2 9 + a dost 2 9 . . . . 199), A
Natężenia v' i a' dadzą się złożyć w wypadkowe natęże

nie £', działające ukośnie na element BC.
Jeżeli przez dany punkt poprowadzimy we wszystkich 

kierunkach proste i odetniemy na nich odnośne natężenia 
we właściwych kierunkach, to końce tych prostych leżeć będą 
na elipsie, ja k  się tego dowodzi w mechanice rozumowej. Elipsę 
tę nazywamy e l i p s ą  n a t ę ż e ń  (n. Spannungsellipse). Osie 
główne tej elipsy są to natężenia, stojące prostopadle na odno
śnych elementach, a więc najw. i najmn. v', gdyż wtedy a '= 0  
(rys. 128 i 130).

Aby wynaleść najw. i najmn. v ', a więc osie główne elipsy 
natężeń, możemy postępować analitycznie na podstawie równań 
198) i 199), albo też możemy użyć do tego wyników, do których 
doszliśmy wykreślnie.
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Z rys. 126 i 128 widzimy, że jeżeli nazwiemy O A = P B =  
— 0G = OD—r, to

uajw. ±  o '= + j-= ± -^ r ^ v ‘i-\-i o2 . . . 200) Z
Również widzimy z rys. 127 i 129, że

n aj w. ±  V =  i O ±  r = ~ - ±-s-V i,2+ ^  ai • ■Z z
Z rys. 126 i 128 widzimy też, że dla położenia płaszczy

zny elementu, dla którego otrzymujemy najw  ±  o',

v ' - £ .............................................  202)
»W

W artości najw ±.v‘ nazywamy n a t ę ż e n i a m i  g ł ó w n e m i  
(n. Hauptspannung, an. maximum stress), a wartości n a jw ± a ' 
n a t ę ż e n i a m i  g ł ó w n e m i  ś c i n a j  ą c e m i  (n. Hauptschub- 
spannung).

Przy obliczaniu wymiarów musimy uważać, aby natężenie 
główne normalne i natężenie główne ścinające w żadnym 
punkcie belki nie przekraczały dozwolonej granicy.

Powiedzieliśmy wyżej, ze najw  ( ±  v) je st zawsze w war
stwie skrajnej, tam zaś jest a =0. Jeżeli wstawimy w rów. 201)

a= 0 , to otrzymamy n a jw ±  
-\-v‘ — v. Dlatego przy obli
czaniu wymiarów na pod
stawie wzoru 143) %I—Me 
uwzględniamy tylko natę
żenie podłużne v  warstwy 
skrajnej, robiąc je  równem 
natężeniu dopuszczalnemu %.

Jeżeli szerokość prze
kroju zmienia się nagle, jak  
n. p. w kształtówce I  (rys. 

133), to w C7 gdzie kształtówka przechodzi w ściankę, je st 
natężenie normalne v dość wielkiem a także i natężenie ścinaj ące 
a, natężenie więc główne normalne v‘ może być większem od 
natężenia w włóknie skraj nem D. Aby temu zapobiedz za
okrągla się przekrój w C i pochyla stopki, przezco zmniejsza 
się natężenie główne.
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Przykład. Niechaj siła  6 1 działa lia końcu belki jednym  końcem 
wm urowanej 0,7 m długiej. Jak ie  będzie natężenie głów ne w przekroju 
przy ściance w  C, jeżeli belka ma przekrój wedle rys. 134?

Rys. 134.

M oment najw iększy w ynosi G x0,7=4,2 ¿«=420000 kgcm. Dla kształ- 
tów ki I  je s t i ’= 2 5 X l +  2 x (H ,5 —1) 1,5=55,3 cm 2

J= -L  (11,1X253—10,1 X223)=5491 cm*.1 a
Natężenie norm alne w  w łóknie skrajnem  I)

W O v= ^ ^ ~ - ’-= 8 1 9  kg/cm*,

96 i . 11,8 „w Cv v = —- ——--= 865  kg ¡cm7.lJjO
N atężenie ścinające otrzym am y w w łóknie skrajnem  u=0, w C, 

QS G000 .( l l , l . l ,2 .1 1 ,9 ) _ 172,8 “ _ 6000.(158,5 +  40,3) 217
In  6491 u u  ’ 5491 u u

172 8
w  Cj je s t « = 11 ,1 , więc <j=— y = 1 5 ,6  kgjcm*,

217w  C je s t « = 1 , w ięc o =  — =217 %/cm2.

Zatem natężenie głów ne norm alne w  w arstw ie  sk ra jn e j: 
v '= v=957 kg/cm*

opc -i I
w Cj v '= —  +  ~ "y865J +  4.15,G5=8G5.3A:y/crn2, analogicznie w  C =873kglcm 7

Tu więc je s t jeszcze natężenie głów ne w  C mniejsze niż w  w ar
stw ie skrajnej, lecz gdyby przy  tej samej sile długość 0,7 się zm niejszyła,
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.zmniejszyłby się moment, a s tąd  v, podczas gdy a zostałoby to  samo i mo- 
¿lhvem by było, że cc"~^>dd".

Z przykładu powyższego w idzim y jednak , że w ypadek tak i byłby 
zupełnie w yjątkow y i zdarzyć się może wogóle tylko tam , gdzie i n a tę 
żenia norm alne i ścinające są w ielkie, że zw ykle jednak  dostatecznein je s t 
obliczenie natężenia norm alnego w  w arstw ie  skrajnej.

Jeżeli v —0, to według 200) najw  -ł- a' — -4- a. Przekrój 
belki więc w dwu punktach podpartej obliczamy na podporze 
(gdzie M =0) według cr. Jeżeli belka jest drewnianą o prze
krój u prostokątnym, to według 194) otrzymamy natężenie na

3 Qjednostkę długości dla v —0 tj. w osi obojętnej , a na jednostkę 
Qpowierzchni

Jeżeli belka jest jednostajnie obciążoną, to według rów.
3 al18) Q=*\ql, więc CT==̂ ^ -  Największy zaś moment w środku jest 

według 20) M = lq l2, więc największe natężenie podłużne:
1 n i l  —

Me 2 , qP
V~  I  ~  T\ b h 3 ~ * b h 2'

Jeżeli dla drzewa miękkiego przyjmiemy z '=  10 kg/cm,2, 
z= 80 Jcg/cm2 i obliczymy wymiary tak, że v —z, to

3 ql 3 q ll . h 80 h
a :z = -~ r :-r ^ r .= h : l ,  więc a = r . - T- =  ——.4 bh 4rbhz l l

Jeżeli więc a ^ z ' ,  to •^ ^ •< 1 0 , czyli

1=0,1251.................................. 203)
O

Belki drewniane bardzo wysokie, dla których li <  0,125 l, 
trzeba więc obliczać ze względu na siłę poprzeczną Q z powodu 
niebezpieczeństwa ścinania pionowego w podporach, zwykle 
jednak ń <  0,125 Z, a wtedy obliczamy je  według największego 
momentu.

§. 53. Wykroślne wyznaczenie siły ścinającej poziomej.

Siłę ścinającą a możemy wyznaczyć także wykreślnie, jak  
•to na przykładzie (rys. 135) dla przekroju I  okażemy według 
C u l m a n n a .  Dzielimy najprzód przekrój na pewną ilość pasków 
{tu na 7), wyznaczamy środki ciężkości tych pasków i zacze



piamy w nich siły proporcoynalne do powierzchni pasków. 
W  tym celu sprowadzamy wszystkie prostokąty do wspólnej 
podstawy a, przeto wysokości, uzyskanych w ten sposób, pro
stokątów będą proporcyonalne do powierzchni. Kreślimy teraz
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E ys. 135.

wielobok sił 0, 1, 2, . . . 7 ,  odcinając po kolei wysokości czwo
roboków, przyjmujemy punkt O w odległości b, kreślimy pro
mienie i pierwszy wielobok sznurowy OBC. Dalej przedłużamy 
boki skrajne, które przecinają się w A, kreślimy przez A pio-



— 161 -

nową i otrzymujemy środek ciężkości S. Przedłużamy resztę 
boków do linii AB, którą uważamy za wielobok sił, obieramy 
drugi biegun O, w odległości c na prostej 07, prowadzimy 
promienie i kreślimy drugi wielobok sznurowy DEF. Jak  wie-

/
my, będzie więc O, D — .

Poprowadźmy z pierwszego bieguna Op // Ot D i połączmy
O j  z  p, odetnijmy dalej Oi H = Q  i poprowadźmy H nH O l F
i pionową mn, to m n— Q, a O,?moo Qxp'p , więc p p ': b—m n : 0 {m,

, , „ f  1 U t  4. 1 , bQabc ab2 cQa zatem, gdy O, m = f, —— : b= Q : f, a stąd f =  ——  =  -— —— .

Długość A B  przedstawia moment statyczny powierzchni 
pierwszych trzech pasków ze względu na środek ciężkości prze- 

S\ 3kroju, więc A B — j-. Przedłużmy mn  aż do r, to m r : f =
S  3 ^

=  : c, a stąd rnr = '~ ^ . i  a "wstawiwszy wartość za f,
Si,n Qab2c

m r ~  l a t o  - ° v -b ■ ■ ■ ■ 204>
"Widzimy więc, że odcinek mr proporcyonalny jest do siły 

ścinającej w warstwie g. Wykreślmy gg' — Im r, dalej ee' =  2.wi l  
f f ' —2. m2,  hfM==2.m4t, m '= 2 .w B , t ó ' = 2 m . 6 ,  to rzędne te po
dzielone przez 2 b przedstawiaj ą siłę ścinaj ącą w tych warst
wach. Wierzchołki tych rzędnych połączone dają l i n i ę  s i ł  
ś c i n a j ą c y c h ,  (an. curve of shearing stress).

Jeżeli chcemy mieć natężenie ścinające u,, czyli siłę ści
nającą na jednostkę powierzchni, to musimy siłę ścinającą a 
w każdej warstwie np. g podzielić przez szerokość warstwy st. 
Na rysunku zrobiliśmy to zapomocą kąta proporcyonalnego 
i połączyli końce odnośnych rzędnych linią kreskowaną. W  war
stwach, gdzie szerokość przekroju nagle się zmienia, zmienia 
się też nagle i natężenie ścinające.

§. 54. Obliczenie przekroju kształtówek I ,  pracujących 
na zginanie.

Kształtówki w kształcie I  używamy często jako belki, 
pracującej na zginanie. Znając moment sił zewnętrznych, dzia
łających na belkę, obliczamy jej wymiary według równania

x!= M e, a stąd: e .........................................  205)

S tatyka. 11
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W yraz — =  W  zależny tylko od przekroju belki nazywamy 
6

m o m e n t e m  o p o r u  (n. Widerstandmoment, fr. module de 
flexion, de section).

Austryackie Towarzystwo inżynierów i architektów w “Wie
dniu wyznaczyło wymiary dla pewnej ilości kształtówek I, które 
fabryki żelaza wyrabiaj ą na zapas i których zatem każdego czasu 
dostać można. Wymiary te, ciężar kształtówek na jednostkę 
długości i moment oporu zestawiliśmy w następnej tabliczce.

M ,Znając M  i t, wyznaczamy iloraz — , który ma być ró

wny momentowi oporu kształtówki. Szukamy więc z tabliczki
w kolumnie -  =  wartość najbardziej zbliżoną, a nie mniej-

ilf 6szą od i obieramy odnośną liczbę kształtówki.

K ształtówki I  (n. I  Eisen, fr. fer en I, a. I-iron, r. gByraBpoBoe
:Ke;ii;3o),

zestaw ione wedle norm austryackiego T ow arzystw a inżynierów  i arch i
tektów  z r. 1915, obliczone dokładnie z uw zględnieniem  zaokrągleń 

N o rm a ln e  • * nachyleń (rys. 136 a).

dla h <,160 mm : b=0,4:11+20 mm
d=0,03 k+ 1,6 mm, dl =  l,b d  

dla h >160 mm : ó=0,3  A+86 mm  
d= 0,4h , dx =1,5  d 

r  =  l,2 d, r, =0,6 d, ciężar gatunkowy y=7,85 
• pochyłość wewnętrzna boków stopy i głowy p  °/0 =0,02/i+7, h w mm.

a Rys. 136. b

"Wyjątki co do b przy kształtówkach szerokostopowych 
1. 18 a, 22 a, 24 a i 28 a.



T a b l i c a  XXI.
KształtówM I .  (przekr. norm. austr.).

Li
cz

ba
 

ks
zt

ał
- 

tó
w

ki W ym iary  w m ilim etrach

nachyle
nie we
w nątrz 
boków 
stopy p

%

prze
krój

F

ciężar
g

ze w zględu na oś X X ze względu na oś Y Y
m om ent
bezwła
dności

Jx

m om ent
oporu
J  • h

T .

promięiń
bezwła
dności

a

m om ent
bezwła
dności

Jy

m om ent
oporu

* 4

promień
bezwła
dności

«i
h b d dt r \ r cm2 kg/m cm K cm3 cm cm4 cm% cm

8 80 52 4,0 6,0 2,4 4,8 8,6 9,08 7,13

—  -----------

97,1 24,8 3,27 12,7 4,90 1,18
10 100 60 4,5 7,0 2,7 5,4 9,0 12,42 9,75 207,9 41,6 4,09 22,8 7,59 1,35
1'2 120 68 5,0 8,0 3,1 6,2 9,4 16,28 12,78 392,7 65,4 4,91 37,8 11,1 1,52
13 130 72 5,5 8,5 3,3 6,6 9,6 18,68 14,66 524,0 80,6 5,30 47,6 13,2 1,60
14 140 76 6,0 8,5 3,5 7,0 9,8 20,55 16,13 659,5 94,2 5,67 55.6 14,6 1,64
15 150 80 6,0 9,0 3,6 7,2 10,0 21*58 17,73 840,3 112,0 6,10 68,5 17,1 1,74
lii 160 84 6,5 9,5 3,9 7,8 10,2 25,43 19,96 1068 133,5 6,48 83,6 19,9 1.81
18 180 90 7,0 11,0 4,2 8,4 10,6 31,21 24,50 1663 184!7 7,30 119,7 26,6 1,96
18 « 180 135 7,0 11,0 4,2 8,4 10,6 41,11 32,27 2364 262,6 7,5S 3S0,7 56,4 3,04
20 200 96 8,0 12,0 4,8 9,6 11,0 37,58 29,50 2429 242,9 8,04 158,8 33,0 2,05
21 210 99 8,5 12,5 5,1 10,2 11,2 40,99 32,18 2899 276,1 8,41 180.8 36,5 2,10
22 220 102 9,0 13,0 5,4 10.8 11,4 44,65 34,79 3434 312,2 8,78 205,5 40,3 2,15
22« 220 135 9,0 13,0 5,4 lOjS 11,4 53,13 41,71 4346 395,1 9,04 457,8 67,8 2,94
23 230 105 9,0 14,0 5,5 11,0 11,6 48,17 37,81 4099 356,4 9,22 242,1 46,1 2,24
24 240 108 9,6 14,5 5,7 11,4 11,8 52,00 40,82 4785 898,8 9,59 272,9 50,5 2,29
24« 240 135 9,5 14,5 5,7 11,4 11,8 59,83 46,97 5774 481,2 9,82 517,0 76,6 2,94
25 250 111 10,0 15,0 6,0 12,0 12,0 56,00 43,96 5556 444,5 9,96 306,1 55,2 2,34
26 260 114 10,5 15,5 6,3 12,6 12,2 60,15 47,22 6117 493,6 10,33 342;6 60,1 2,39
28 280 120 11,0 17,0 6,6 13,2 12,6 68,70 53,93 8527 609,1 11,14 439,0 73,2 2,53
28« 280 150 11,0 17,0 6,6 13,2 12,6 78,90 61,94 10279 784,2 11,41 831,2 110,8 3,25
bO 300 126 12,0 18,0 7,2 14,4 18,0 78,02 61,25 11002 733,5 11,88 537,2 85,3 2,62
32 320 132 13,0 19,0 7,8 15,6 13,4 87,96 69,05 13982 873,1 12,61 650,9 98,6 2,72
35 350 141 14,0 21,0 8,4 16,8 14,0 103,64 81,36 19693 1125,3 13,79 876,8 124,4 2,91
40 400 156 16,0 24,0 9,6 19,2 15,0 132,86 104,30 82709 1635,5 15,69 1354 173,6 3,19
45 450 171 18,0 27,0 10,8 22,6 16,0 165,67 180,05 51284 2279,3 17,59 2001 234,0 3,48
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Przykłady. N a belkach żelaznych spoczyw ają sklepienia płaskie jako  
pow ała. Belki żelazne o rozpiętości 5,5 m  kładziem y w  odstępach 1,2 m. 
Ciężar w łasny pow ały  w raz z obciążeniem tłum em  ludzi je s t 750 kg/m 2. 
J a k ie  m ają być w ym iary  kształtów ki 1?

Na jeden m etr bieżący kształtów ki przypada pow ierzchnia pow ały

1,2 m2, a więc ciężar n a  1 cm bieżący q —— =  9 kg/cm. M om ent naj-1UU
w iększy d la obciążenia zupełnego je s t w środku belki M ? = fq p = l  9 .550!=  

=340312 kg ¡cm1. Jeżeli więc przyjm iem y t=1000 lcg/cm3, to — =  340,3 cm3,

a  w ięc obieram y kształtów kę l .  23, dla k tórej rów na się 356,4 cm3.

2. Balkon w ysta jący  n a  1,2 m podparty  je s t kształtów kam i I  w  od
stępach 1,25 m. Ciężar w łasny  balkonu równo rozdzielony w ynosi 390 kg/m3, 
ciężar ruchom y stanow i tłum  ludzi, k tó ry  przyjm ujem y 400 kg/m 3, ciężar 
poręczy wynosi 300 kg/m.

K ażdy ze średnich dźwigarów jest obciążony ciężarem jednosta jn ie  
rozdzielonym  (390+400) 1,25=987,5 kg/m  i skupionym , działającym  n a  końcu, 
300 X 1,25=375 kg, zatem  wedle 30) najw . itf= — g l Ą l  — P . l  = —\ q l 3— Pl =  
= -  > 0,988.1,2J- 0 , 375 .1 ,2= —0,711—0 ,4 5 0 = - l ,  161 tm, a dla t=1000  kg/cm2 
M  116100 I

T =  TÓOCT ’ T  ’
A zatem  przyjm iem y kształtów kę l . 16, dla której — =  133,5 cm3.

D źw igary sk rajne  niosą ciężar jednosta jn ie  
1 25

rozdzielony (390 +  400)X -75— +  300=794kg/m i skupiony 
1

na końcu SOOK-jJ^=188fcy, z a te m M — —JO,794.1,2J+

-0 ,1 8 8  . l , 2 = - 0 , 5 7 2 -0 ,2 2 5 = - 0 ,797 tm.
M I  79700 ___ ,Z atem  — =  _  =  — —.== <9,< cm3. t 6 JLUUU

M oglibyśmy więc przyjąć dla dźw igarów  skraj
nych kształtów ki l . 13.

Poniżej podajem y też tablicę X X II. w edług 
norm  niem ieckich, wedle k tó rych  długości norm alne 
4—10 m, najw . długość 14 m, r —d , ri=0,G  d, pochylenie 
stopek p=14% , (1 = 7,8), jako też tab l. X X Ili . dla- 

Bys. 137. kształtów ek szerokostopowycli.

§. 55. Inne kształtówki.

Towarzystwo inżynierów i architektów w W iedniu usta
nowiło pewne wymiary także dla innych kształtówek, które po
niżej podajemy zestawione w tablicach wraz z odległościami 
środka ciężkości od podstawy i momentami i promieniami bezwła
dności. Ciężar gatunkowy dla żelaza zlewnego przyjęty y=7,85.
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T a b l i c a  X X II.

Ksztaltóyrki I  (przekr. norm. niemieckie).

c3-O
W ym iary w milimetrach. Ze względu na 

oś X X
Ze względu 

oś Y Y
na

O
Ix W x a ly a,t-5 h b d di F g

cm* cm3 cm cm K cm3 cm

8 SO 42 3,9 5,9 7,58 5,95 77,8 19,5 3,21 6,29 3,00 0,91
9 90 46 4,2 6,3 8,99 7,07 117 26,0 3,61 8,78 3,82 0,99

10 100 50 4,5 6,8 10,6 8,32 171 34,2 4,02 12,2 4,88 1,07

11 110 54 4,8 7,2 12,3 9,66 230 43,5 4,32 16,2 6,00 1,15
12 120 58 5,1 7,7 14,2 11,15 328 54,7 4,81 21,5 7,41 1,23
13 130 62 5,4 8,1 16,1 12,64 436 67,1 5,20 27,5 8,87 1.31
14 140 66 5,7 8,6 18,2 14,37 573 81,9 5,61 35,2 10,7 1,39
15 150 70 6,0 9,0 20,4 16,01 735 98,0 6,00 43,9 12,5 1,47

16 160 74 6,3 9,5 22,8 17,90 935 117 6,40 54,7 14,8 1,64
17 170 78 6,6 9,9 25,2 19,78 1166 137 6,80 66,6 17,1 1,62
18 180 82 6,9 10,4 27,9 21,90 1446 161 7,20 81.3 19,8 1,71
19 190 86 7,2 10,8 30,5 24,02 1763 186 7,60 97,4 22,7 1,79
20 200 90 7,5 11,3 33,4 26,30 2142 214 8,01 117 26,0 1,87

21 210 94 7,8 11,7 36,3 28,57 2563 244 8,40 138 29,4 1,95
22 220 98 8,1 12,2 39,5 31,09 3060 273 8,80 162 33,1 2,02
23 230 102 8,4 12,6 42,6 33,52 3607 314 9,20 189 37,1 2,12
24 240 106 8,7 13,1 46,1 36,19 4246 354 9,60 221 41,7 2,19
25 250 110 9,0 13,6 49,7 39,01 4966 397 10,00 256 46,5 2,27

26 260 113 9,4 14,1 53,3 41,92 5744 442 10,38 288 51,0 2,32
27 270 116 9,7 14,7 57,1 44,90 6626 491 10,77 326 56,2 2,39
28 280 119 10,1 15,2 61,0 47,96 7587 542 11,15 364 61,2 2,44
29 290 122 10,4 15/7 64,8 50,95 8636 696 11,54 406 66,6 2,50
30 300 125 10,8 16,2 69,0 54,24 9800 653 11,90 451 72,2 2,56

32 320 131 11,6 17,3 77,7 61,07 12510 782 12,69 555 84,7 2,67
34 340 137 12,2 18,3 86,7 68,14 15695 923 13,45 674 98,4 2,79
36 360 143 13,0 19,5 97,0 76,22 19605 1089 14,22 818 114 2,91
38 380 149 13,7 20,5 107 84,00 24012 1264 14,98 975 131 2,99
40 400 155 14,4 21,6 118 92,63 29213 1461 15,73 1158 149 3,13

42,5 425 163 15,3 23,0 132 103,62 36973 1740 16,73 1437 176 3,29
45 250 170 16,2 24,3 147 115,40 45852 2037 17,66 1725 203 3,43
47,5 475 178 17,1 25,6 163 127,96 56481 2378 18,61 2088 235 3,58
bo : 500 185 18,0 27,0 179 141,30 68738 2750 19,59 2478 268 3,72
55 1550 200 19,030,0

1 1
213 167,21 99184

1

3607
• .

21,42 3488 349 4,02



-  166 -

T a b l i c a  X X III.
Kształtówki I  szerokostopowe Greya 

wyrabiane przez tow. niemiecko-luksemburskie (Differdingen) 
pochyłość stopki p —9%, r —d, i \  =0,6(7.

Ze vi 
naSi.O F G

¿113
na oś X X

('agięuu
oś Y Y

O
3

h i d ¿i
Ix Wy a Iy Wy «i

cm1 kg/m cm1 cm3 j cm cm4 cm3 cm

18 B 180 180 8,5 12,9 59,9 47,0 3512 390 7,66 1073 119 4,23
20 B 200 200 8,5 13,8 70,4 55,3 5171 517 8,57 1568 167 4,72
22 B 220 220 9 14,7 82.6 64,8 7379 671 9,45 2216 201 5,18
24 B 240 240 10 15,7 96,8 76,0 10260 855 10,30 3043 254 5,61
25 B 250 250 10,5 16,3 105,1 82,5 12066 965 10,71 3575 286 6,83
26 B 260 260 11 17,3 115,6 90,7 14352 1104 11,14 4261 328 6,07

27 B 270 270 11,3 17,8 123,2 96,7 16529 1224 11,58 4920 365 6,32
28 B 280 280 11,5 18,4 131,8 103,4 19052 1361 12,02 5671 405 6,56
29 B 290 290 12 19 141,1 110,8 21866 1508 12,45 6417 443 6,74
30 B 300 300 12,5 20,3 152,1 119,4 25201 1680 12,85 7494 500 7,02
32 B 320 300 13 20,6 160,7 126,2 30119 1882 13,69 7867 524 7,08

34 B 340 300 13,4 21,1 167,4 131.4 35241 2073 14,51 8097 540 7,00
36 B 360 300 14,2 22,6 181,5 142,5 42479 2360 15,30 8793 586 6,96
38 B 380 300 14,8 23,4 19l’2 150,1 49496 2605 16,07 9175 612 6,93
40 B 400 300 15,5 24,6 203,6 159,8 57834 2892 16,85 9721 648 6,91

42‘/ jB 425 300 16 25,4 213,9 167,0 6S249 3212 17,86 10078 672 6,86
45 B 450 300 17 26,7 229,3 180,0 S0887 3595 18,78 10668 711 6,82

47>/2 B 475 300 17,6 27,7 242,0 190,0 94811 3992 19,79 11142 743 6,78
50 B 500 300 19,4 2S,9 261,8 205,5 111283 4451 20,62 11718 781 6,69
55 B 550 3C0 20,6 30,8 288,0 226,1 ;145957 5308 22,51 12582 839 6,61
60 B 600 300 20,8 31,0 300,6 236,0 179303 5977 24,43 12672 845 6,49
65 B 650 300 21,1 31,3 314,5 246,9 217402 6690 26,29 12814 854 6,38
TOB 700 300 21,1 31,3 325,2 255,3 258106 7374 28,17 12818 854 6,28
75 B 750 300 21,1 31,3 335,7 263,4 302560 8068 80,02 12823 855 6,18

80 B SOO 300 21,5 32,3 354,9 278,6 860486 9012 31,86 13269 885 6,11
85 B 850 300 21,5 32,3 365,6 287,0 414887 9762 33,68 13274 8S5 6,02
90 B 900 300 21,5 32,3 376,4 295,5 473964 10533 35,48 13279 885 5,94
95 B 950 300 21,9 33,3 396,2 311.0 550974 11600 37,29 13727 915 5,89

100 B 1000 300 21,9 33,3 407,2 319,7 621287 12425 39,06

■'

13732 916 5,81



T. Ksztaltówka U  (n. U Eisen, fr. fęr a U, an. U-iron, r. Kopo6'ia/roe Łeni^ó) (rys. 1366) (przek. norm. austr.).

Dla przekroi normalnych jest 6= 0 ,256  +25 mm  (zaokrąglone na 5 mm)
¿ = 0,0256+ 4 mm  (zaokrąglone na 0,5 mm) 

d, =1,5 d] 
r, =0,6  d,
?’= l ,5 d ,  

p  =  (0,01 6+7)%

T a b l i c a  XXIV.

Liczba 
kształ
tów  ki

W ym iary w m ilim etrach

Nachy
lenie

wewn.
boków

V
#/In

Odstęp
środka
ciężko

ści
e

Ze względu n a  oś X X Ze względu na oś Y Y

Prze- m om ent pro
mień
bez

w ład
ności

a

m om ent pro
mień
bez

w ład
ności

“i

krój

jv
<J

bez
władno

ści
Jx

oporu

v  • h 
‘ 2

bez
w ład
ności

oporu
Jy :(b—e)

h l> d <6 r, r cm2 kg/m cm cm4 cm2 cm 0711* cm3 cm

G 60 40 5,5 8,0 3,3 8,0 7,0 9,01 7,07 1,44 48,0 16,0 2,31 13,0 5,1 1,20
8 80 45 6,0 9,0 3,G 9,0 7,8 12,06 9,47 1,54 116,1 29,0 3,10 21,9 7,4 1,35

10 100 50 6,5 9,5 3,9 9,5 8,0 15,03 11,80 1,62 227,1 45,4 3,89 33,3 9,8 1,49
12 120 55 7,0 10,5 4,2 10,5 8,2 18,81 14,77 1,74 409,7 68,3 4,67 50,1 13,3 1,63
13 130 60 7,0 10,5 4,2 10,5 8,3 20,56 16,14 1,87 533,4 82,1 5,09 65,3 15,8 1,78
14 MO GO 7,5 11,0 4,5 11,0 8,4 22,40 17,58 1,82 662,2 94,6 5,44 69,9 16,7 1.77
IG 160 G5 8,0 12,0 4,8 12,0 8,6 26,90 21,12 1,95 1038 129,8 6,21 98,2 21,5 1,91
18 180 70 8,5 12,5 5,1 12,5 8,8 31,13 24,44 2,03 1514 168,2 6.97 130 26,1 2,04
20 200 75 9,0 13,5 5,4 13,5 9,0 36,35 28,54 2,16 2182 218,2 7,75 173 32,5 2,18
22 220 80 9,5 14,0 5,7 14,5 9,2 41,21 32,35 2,25 2979 270,9 8,50 221 38,4 2,32
24 240 85 10,0 15,0 6,0 15,0 9,4 47,15 37,01 ‘2,38 405S 338,2 9,28 285 46,5 2,46
20 2G0 30 10,5 15,5 6,3 15,5 9,6 52.63 41,32 2,47 5294 407,2 10,03 352 53,8 2,59
28 280 95 11,0 16,5 6,6 16,5 9,8 59,30 46,55 2,60 6920 494,3 10,80 441 63,9 2,73
30 300 100 11,5 17,0 6,9 17,0 10,0 65,41 51,35 2,69 8727 581,8 11,55 533 72,8 2,85



II . Kształtówki Z, Zetówki (n. Z  Eisen, fr. fer en E, a. Z-iron, r. Z- o5pa3uoe jkęjrhao) (rys. 137)
(przek. norm. austr).

R —d, r= 0 ,4  d, p=O°/0

AA
-o
75
N■fi

AA
ci

'5o
3

w

W ym iary

m ilim etrach

Pr
ze

kr
ój

 
F

O)
>) 

. >  r* £  
CS O 

•N! 34
. ph r/iO o fl

©

Odstęp
środka
ciężko

ści

Ze względu 
na oś

Po
ło

że
ni

e 
os

i 
gł

ów
ny

ch

Odstępy osi 

w  nim

Ze względu na oś główną
X X Y Y

X ’X '  | Y 'Y '  
m om ent bez

w ładności
Ix  j 7 '/

1 I
w

a V I
V «i

h b 4 d r R cm 2 kg  Im «1 «2 cm* Kt a u V w e cm * c m 3 cm cm* cm 3 cm

G GO 40 5,5 8,0 3,3 8,0 9,0 7,0G 30 37,3 48,4 27,1 0,694 13,5 19,4
'

47,0 22,7 62,9 13,4 2,64 12,6 6,5 1,18

8 80 45 6,0 9,0 3,6 9,0 12,1 9,50 40 42,0 116,7 43,7 0,550 17,6 21,9 55,3 33,6 147,6 26,7 3,49 13,7 6,3 1,06

10 100 50 G,5 9,5 3,9 9,5 15,1 11,9 50 46,8 226,7 63,7 0,461 21,5 23,9 65,0 44,0 270,5 41,6 4,33 19,8 8,3 1,15

12 120 55 7,0 10,5 4,2 10,5 18,9 14,S 60 51,5 411,3 94,2 0,399 25,6 25,5 74,8 54,4 467,2 62,5 4,97 37,2 14,6 1,40

14 140 60 7,5 11,0 4,5 11,0 22,5 17,7 70 56,3 666,7 128,5 0,360 29,2 27,2 84,9 64,6 746,8 88,0 5,76 48,4 17,6 1,47

IG 160 65 8,0 12,0 4,8 12,0 27,0 21,2 80 61,0 1046 179,4 0,335 32,4 29,2 95,2 74,6 1161 121,9 6,56 69,4 22,0 1,54

18 180 70 8,5 12,5 5,1 12,5 31,3 24,5 90 65,8 1524 233,4 0,313 35,8 31,1 10,6 84,6 1664 157,6 7,29 93,0 30,0 1,72

20 200 75 9,0 18,5 5,4 13,5 35,5 27,9 100 70,5 2197 310,9 0,299 38,9 33,0 11,6 94,5 2383 205,4 8,19 125,2 37,9 1,88



I I I .  Ksztaltówki T, Tówki (n, T Eisen, fr. fer en T\ a. T-iron, r. !T-o6pa3Hoe st&rbso)' (rys. 138)
(przek. norm. austr.).

Dla przekroi normalnych jest d t ==¿ =  0,1 ó +  l  m m ,  A =  0,77 b,
r, =0,2 d, r2 =0 ,4  d, R ~  0,8 d,

dla przekroi wysokosciennych wymiary jak  dla kształtówek J, z których są zrobione.

• f»
a: 

=3 £ A>-0 N -A
.2 1

Ai

W ym iary w m ilim etrach N achy
lenie

boków

Prze
krój

F

Cię
żar

g

Od
stę

p 
śr

od
ka

 
ci

ęż
ko

śc
i 

e Ze względu na oś X X Ze względu na oś Y Y

6 h d,, d

prom ienie
zaokrągleń

m om ent promień 
bezwład
ności a

m om ent promień 
bezwład
ności a,

bezwład
ności oporu 

J x \{ ] i-e )
bezwład

ności
oporu

' i r 2 R V
<•/ /o

V'
% cm2 kgjm cm cmK cm3 cm cm4 cm3 cm

1. P r z e k r o j e n o r m a l n e .

3 30 23 4 4 0,8 1,6 3,2 4 0 1,99 1,56 0,62 0,84 0,50 0,65 0,89 0,59 0,67
4 40 31 5 5 1,0 2,0 4,0 4 0 3,30 2,60 0,85 2,43 1,08 0,85 2,64 1,32 0,89
5 50 39 6 6 1,2 2,4 4,8 4 0 5,04 3,95 1,04 5,80 2,03 1,07 6,18 2,47 1,11
6 60 46 7 7 1,4 2,8 5,6 4 0 7,01 5,50 1,19 11,1 3,27 1,26 22,5 4.15 1,34
7 70 54 8 8 1,6 3,2 6,4 4 0 9,38 7,36 1,39 20,5 5,1 1,48 22,6 6,5 1,55
8 80 62 9 9 1,8 3,6 7,2 4 0 12,09 9,49 1,59 34,5 7,5 1,69 38,0 9,5 1,77
9 90 69 10 10 2,0 4,0 8,0 4 0 15,06 11,82 1,76 53,9 10,5 1,89 60,1 13,4 2,00

10 100 77 11 11 2,2 4,4 8,8 4 0 18,46 '14,49 1.96 82,1 14,3 2,11 90,7 18,1 2,22
12 120 92 13 13 2,6 5,2 10,4 4 0 26,14 20,52 2,34 169,0 24,6 2,54 185,2 30,9 2,66
IB 150 116 16 16 3,2 6,4 12,8 4 0 40,44 31,71 2,93 408,4 47,1 3,18 446,0 59,5 3,32

2. P r z e k r o j e w y s o k o ś c i e n n e .

20/2 96 97 8 12 2,4 4,8 9,6 0 10,0 18,52 14,54 2,39 141,5 19,3 2,76 79,8 16,4 2,08
22/2 102 107 9 13 2,7 5.4 10,8 0 11,4 21,98 17,25 2,73 209,7 26,3 3,09 102,8 20,2 2,16
24)2 108 117 9,5 14,5 2,8 5,7 11,4 0 11,8 25,66 20,14 2,96 290,6 33,3 3,37 136,5 25,3 2,31
26/2 114 127 10,5 15,5 3,1 6,3 12,6 0 12,2 29,71 23,32 3,29 404,7 43,0 3,69 171,4 80,1 2,40
27/2 120 137 11 17 3,3 6,6 13,2 0 12,6 33,95 26,65 3,50 533,9 52,3 3,97 219,7 36,6 2.54
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iy .  Katówki (n. Winkcleisen, fr. cornière, fer cornière,

A .  R ó w n o r a m i e n n e

r= d , ?,) =0,5 d

• iH
W ym iary  w mot Prze

Ciężar

9

Położenie osi 
g łów nych 

i środka ciężkości

M oment
bez

w ładności
*o-4->ci*r«
ci! ŝ:o

krój j 

F

ze
względu

na
podstaw ę! w e V

6 d n

cm- kyjm cm cm 4

45 5 ! 6.0 8,0 4,29 3,37 3,18 1,82 3,21 15,0
4y*> 45 6 I 6.0 80 5,08: 3,99 3,18 1,88 3,17 18,2

45 7 6,0 3,0 5,85 j 4,59 3,18 1,92 3,14 21,4

50 5 6,0 8,0 4,79 3,76 3,54 1,99 3.59 20,6

! 5 50 6 6.0 3,0 5.68 4,46 3,54 2,05 3,55 24,9
50 7 G.O 3,0 6,55 6,14 3,54 2,11 3,51 29,2

55 6 7,0 3,5 6,29 4,94 3,89 2,26 3,93 32,9
51/, 55 7 7,0 3,5 7,26 5,70 3,89 2,28 3,89 38,7

55 8 7,0 3,5 8,21 6,44 3,89 2,33 3,85 44,5

RO 6 7,5 3,7 6.90 5,42 4,24 2.39 4,31 42.6
6 60 7 7.5 3.7 7,97 6,26 4,24 2,45 4,27 50,1

60 8 7.5 3,7 9,02 7,08 4.24 2,50 4,23 57,6
60 9 7,5 3,7 10,05 7,89 4,24 2,56 4,19 65,1

65 6 8.0 4,0 7.51 5,90 4.60 2.57 4,68 53,9
65 7 8.0 4,0 8,68 6,81 4,60 2,62 4,65 63,3

6 Va 65 8 8,0 4,0 9,83 7,72 4,60 2,67 4,60 72,8
65 9 8,0 4,0 10,96 8,60 4.60 2,73 4,57 82,4
65 10 8,0 4,0 12,07 9,47 4,60 2,77 4,54 92,1

70 7 8,5 4,2 9,39 7,37 4,95 ! 2,80 ! 5,02 79,1
7 70 8 8,5 4,2 10,64 8,35 4.95 . 2,84 ! 4,99 90.9

70 9 8.5 4,2 11,87 9,32 4.95 : 2,90 ! 4,95 102,7
70 10 8,5 4,2 13,08 10,27 4,95 2,97 i 4,90 114,6

75 8 10.0 5,0 11.47 9.00 5.30 3,01 5,37 110,9
* / 2 75 9 10,0 I 6,0 12,80 10,05 5,30 3,07 1 5,33 125,5 1
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an. angle iron, r. yrnoBoe 5KeJi£3 o) (przekr. norm, anstr.) 

(n. gleichschenlcelig) (rys. 139).

^  =  0%.

Ze względu na 
oś A'jX,

Ze względu na 
oś głów ną X X

Ze względu 
na oś 

głów ną Y Y

Dwie i i
znitowane ......... | ‘| ....... 2

katówki .......jj“

m om ent I ot* S o•®*5'A3 2 

1 1

m om ent ń aÔ=>'Z
: i i
| |  
p< '

m om ent
ś ł^'3
1  1 3 'a ogu W f t  <

zo w zg lędu  
n a  oś Ali

ze w zg lęd u  
n a  oś X X1 Hrü h

£ ’o 
o oa

p - !; 'o
® 2 -2 «

S so ••
i *
fe o 

-a «

u

O ^

m om ent p i 0 “ 1 1111011
bozw  lu d n o śc i

mom<!ntl îu ieü

b e z w ład n o śc i

2 lab dab 2 7« a xx
cm* cm 3 cm CVI* cm 3 cm cm* c m 3 cm cm * cm cm* cm

7,86
9,17

10,5'4

2,45
2,89
3,36

1,35
i;34
1,34

12.5
14.6 
16,5

3,94
4,59
5,20

1,71
1,69
1,68

3,19
3,75
4,56

1,75
P99
2;S8

0.86
0j86
0P81

30,0 1,87 
36,3 |1,89 
42,7 1,91

15,7
19,3
21,1

1,35
1.34
1.34

11,2 8,11 1,53 17,5 4,95 1,91 4,84 2,43 1,01 41,1 2,07 22,3 1,53
12,9
14,7

3,64
4,20

1.51
i;50

20,5
23,2

5,78
6,56

1.90
P88

5,41
6,14

2.64 :0,98 
2j91 0,97

49,8 ‘2,09 
58,5 2,11

25,9
29,4

1,51
1,50

17.4
19;9
22,1

4,43
5,11
6,75

1,66
1,65
1,64

27,6
31.4
35.0

7.09
s;o7
9,00

2,09
2,08
2,07

7,21
8,31
9,27

3,19 4,07 
3,64 4,07 
3,98 4,05

65,8
77'S
89,0

2,29
2,31
2,33

34.8
39;?
44,3

1,66
1,65
1,64

22,9
26,2
29,3
32,2

5,31
6.14
6,93
7,69

1,82
1,81
i;so
1,79

36.3
41.4 
46,3 
50,9

8,56
9,77

10,9
12,0

2,29
2,28
2,27
2,25

9,54
11,0
12,3
13,6

3,99
4,49
4,93
5,29

1,18
1.17
1.17 
1,16

85,2
100,1
115.1
lSOjb

2,48
2;51
2,53
2,55

45,8
52.4 
58,6
64.4

1,82
1,81
i;so
1,79

29.0
33.6 
37;3
41.6
45.7

6,20 4,97 
7,23 1,97 
8 ,11 :1,95 
9,10 4,95 

10,07 1,95

46.6 
53,3
59.7
65.7 
71,5

19,1
11,6
13,0
14,3
15,5

2,49 
2,48: 
2,46 i 
2.45 
2,48

11.4
13.9
14.9
17.5
19.9

4,44
5,31
5,58
6,41
7,18

1.23
1.27
1.23 
1,26
1.28

107.8
127.7
145.7
164.8 
184,1

2,68
2,70
2,72
2,74
2,76

58,0
67.2 
74,6
83.2 
91,4

1.97
1.97
1.95
1.95
1.95

42,3
47,9
52.8
56.9

8,42
9,60

10.7
11,6

2,12
2.12
2,11
2.09

67.3 
75,5
53.3 
90,7

13,6 2,68)
15.2 2,661 
16,8 :2,65 ;
18.3 ¡2,63 j

17.3
20.3
22.3 
23,1

j j

6,18 4,36! 
7,12 4,38| 
7,B9 1,87 
7,78 4.33

158.2 
181,7 
205,4
229.2

2,90
2,92
2,94
2,96

84,6
95,8

105,6
113,8

2,12
2,12
2,11
2,09

58.9
65,2

11,0
12,2

2,27
2,26

93,3
103,2

17,6
19,5

2,851 
2,84:

24,5
27,2

8,14
8,S6

1,46
1,46:

221,8
250>

3,11
343

117,8 [2,27 
130,4 2,26
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2  
£ 'O ! -*-> 
ci*

W ym iary  w mm P rze

krój
Ciężar

Położenie osi 
głów nych 

i środka ciężkości

M oment
bez

w ładności
ze

względu
na

podstaw ę
lab

44 1
ci

-° ! N 
°

3 6 d n r

F
a

w e V

! I cm- kg/iit cm cm4

1 75 10
!

10.0 5,0 14,11 11,08! 5,30
!

3,13 j 5,29 140,1

V it 75 11 10,0 5.0 : 15.40 12,09 6,30 3,18 5,24 154,9
75 12 10,0 5,0 j 16,67 18,09 5,30 3,24 j 5,21 169,9 .

80 8 10.0 5,0 ! 12.27 9,63 5,66 3.18! 5,75 134,6
SO 9 10.0

io!o
5,0 > 13.70

15,11
10.75 5,66 8,24 5,71 152,2

8 80 10 5.01 11,86 5,66 3,31. 5,66 169,9
187.8
205.9

SO
80

11
12

10,0
10,0

5.0
5.0

16.50
17,87

12,951 
14,03

5.66
5.66

3,35
3,41

5,63
5,59

90 9 11.5 5,5 15,52 12,18 6,36 3.59 6,46 215,9
90 10 11,5 5,5 17,13 18,45 6,36 3,65 6,42 240,9

9 90 11 11,5 5.5 18,72 14,70 6.36
6.36

3,70
3,76

6,3S 266,1
90 12 11.5

11.5
5.5
5.5

20,29
21,84

15,93 6,34 291,4
90 13 17,14 6,36 3,80 6,31 316,9

100
100

10
11

12.0
12:0

6.0
6.0

19,16 
i 20,95

15,04
16,45

7,07 
! 7,07

3,99
4.04

7,18
7,14

327.0
361

10 100 12 12,0 6,0 22.72 17,84 I 7.07 4.10 7,10 395,8
100 13 12.0 6.0 ! 24,47 19.21 1 7,07 4,17 7,05 .430,5
ICO 14 12,0 6,0 26,40 20,72 7.07

!
4,20 7,03 465,3

j
120 11 13.0 6,5 25.37 ! 19.92 8.49 4,74 8,64 626,3
120 12 13,0 6,5 27,54 21,62 8,49 4,79 8,61 684,3

12 120 13 13.0 6,5 ! 29,69 ! 23.31 8,49 4.86 8,56 744.7
120 14 13,0 6,5 31,82 24,98 8,49 4.90 8,53 S04,2
120 15 13,0 6,5 33,93 26,64 8,49 4,96 8,49 864,0

140 13 14,5 ; 7,2 j 34,93 ■ 27,39 9,90 5,57 10,06 1178
14 140 14 14,5 i 7:2 ! 37.46 I 29,41 9,90 5,61 10,03 1272

140 15 14.5 ! 7,2 i 39,97 ! 31,3S 9.90 6,66 10,00 1366
140 16 14,5 : 7,2 42,46 ; 33,33 9,90 5,73 9,95 1460

160 15 16,5 : 8.2 46,04 ! 36.14 11,31 6,35 11,51 2030
16 160 : 16 16,5 1 8.2 48,93 ! 38.44 11,31 6,41 11,47 2170

160 i 17 16.5 i 8.2 51,80 40.66 11.31 6.48 . 11.42 2310
160 i i s j 16.5 ; 8.2 54,65 ; 42,90 11,31 6,52 1 11,39 2451
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Ze w zględu na 
oś X I ,

Ze względu na 
oś erłówna X X

Ze względu 
na  oś

Dwie 
znitowane 2

A

....... II ••••• X

V giow na Ï  X kątówki n
m om ent

ś « m om ent g « m om ent
ś s"

ze w zg lędu  
n a  o ś  A li

20 w zg lęd u  
u  a oś A '.Y

i i p . 3 a -°'3.— •'■r. 
.§ § i * ? S

‘3
'2 = c, «

•“ •3. — >7J
5 r

m o m en t ; p ro - 
[ m ień m o m en t p ro 

m ień

g o
S a0 « £ 0

5-S
6 'oO ri £ O

s  '!2
£ r<3 0 b e z w ła d n o śc i b e z w ład n o śc i

.o a 0 2 O. *- 0 2 rO S
0 p. ? 2 lab dab 2 Ixx Oxx

cm 4 cm3 cni cm4 cm3 cm cm4 cm 3 cm cm 4 cm cm 4 cm

71.8
76.9 
82,5

13.6
14.7
15.8

2,26
2,23
2,22

112,5 
121.7 

■ 130;3

21,2
22,9
24,6

2,82
2,81
2,80

31.1
32.1 
34,7

9,94
10,1
10,7

1,48
1.44
1.44

280,3
309.8
339.8

3,15
3,17
3,19

143,6
153,8
165,0

2,26
2,23
2,22

72,5
80,4
87,2
95,1

102,1

12,6
14,1
15,4
16,9
18,3

2,43
2,42
2.40
2.40 
2,39

114.6
126.9
138.6
149.9
160.7

20,2
22.4
24.5
26.5 
28,4

3,06
3,04
3,03
3,01
3,00

30.4 
33,9 
35,8 
40,3
43.5

9,56
10,5
10.8
12,0
12,7

1.57
1.57 
i;54
1.56
1.56

269,2
304.5 
339,9
375.5 
411,7

3,31
3,33
3,35
3,37
3,39

145,0
160,8
174,4
190.2
204.2

2,43
2,42
2.40
2.40 
2,39

115.8
126.9 
137,6
147.8
158.9

17,9
19,8
20,6
23,3
25,2

2,73
2,72
2,71
2.70
2.70

183,8
201,2
218,1
234,3
250,0

28,9
31,6
34.3 
36,8
39.3

3,44
3,43
3^41
3,40
3,38

47,8 
52,6 
57,1 
61.3 
67,S

13.3
14.4
15.4 
16,3 
17,8

1.75
1.75
1.75 
1.74
1.76

431.7
481.8 
532,2
582.9
633.9

3,73
3,75
3,77
3,79
3,81

231.6
253.8 
275,2
295.6
318.8

2,73
2,72
2,71
2.70
2.70

174.6 
189,9
204.7 
217,6 
232,4

24,3
26,6
28,8
30,9
33,1

3,02
3,01
3,00
2,98
2,97

280.3
304.3 
327,6 
350,1 
371,8

39.0
43.0 
46,3
49.5
52.6

3,83
3,81
3,80!
3,78,
3,75

68,9
75.5
81.8
85J
93,0

17,3
18,7
19.9
20,0
22,2

1.90
1.90 
L90
1.87
1.88

654,1
722,7
791.6 
860,9
930.6

4,13
4.15
4,17
4.19
4.20

349.2 
379’8 
409,4
435.2 
464,8

3,02
3,01
3.00
2P8
2,97

339,9
367,8
393,4
421,1
446,0

39.3 
42,7 
46,0
49.4
52.5

3,66
3,65
3.64
3.64 
3,62

547,1
589.7 
631,3 
671,6
710.8

64.4
69.5 
74,4 
79,1 
83,7

4,64
4,63
4,61
4,59
4,58

132,7
145.9
155!5
170.6
18li2

28.0
30!5
32:0
34,8
36,5

2,28
2!30
2,29
2,32
2,31

1253
1869
1489
1608
1728

4,97
4.99
s;oi
5,03
5,05!

679.8 
735,6
786.8 
842,2 
892,0

3,66
3,65
3.64
3.64 
3,62

636
681
726
764

63,2
67,9
72,6
76,8

4,27
4.26
4j26
4,24

1015
1083
1149
1214

102,6
109j4
116,1
122,6

5,39
5,38
5,36
5,35

256
280
303
314

46.0
40;9
53,5
54.8

2,71
2.74 !
2.75 i 
2,72!

2356
2544
2732
2921

5,811 
5,83 
5,85 
5,87

1271
1363
1453
1528

4.27
Ł2G
4,26
4,24

1102
1166
1224
1291

95,7
101,6
107.2
113.3

4,89
4.88
1,86
4,86

1747
1848
1947
2044

154.3
163.4 
172,2 
180,7

3,15 
3,14 
3,13 : 
3,12 i

457
484
501
538

72.0
75.5 
77,3
82.5

3,16: 
3,15 ; 
3.11!
3,14 j

4060
4340
4621
4903

6.64
6,66
6.68
5,77

2203
2332
2448
2582

4,89
4!88
P86
1,86
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Odstęp I 
środka 

ciężkości! 
w cm

O J

‘5 10 c >
1

Odstępy od osi 
głów nych cm 

w  centym etrach

b ¡6 , | d r  r, cm"1 i kg/m e I e, ) S t  a w s ! » I t

6 BO
BO

7B
76

7
8

7.5
7.5

3.7
3.7

8,32
9,42

6,53
7,39

2,47
2,52

1,24
1,29

0,430
0,42S|

5,11
5,08

3,76 i 
3,78

2,62
2,60

2,12
2,18

6
9

60
60
60

90
90
90

S
9

10

9.0
9.0
9.0

4.5
4.5
4.5

11,45
12,78
14,09

9,00
10,03
11,06

■2,96
3,00
3,04

1,50
1,52
1,55

0.43ll
0.430!
0)428;

6,14
6,11
6,09

4.51
4:53
4.54!

3,13
3.12
3.12

2,55
2,58
2,62

7
10*

70
70
70

103
105
105

9
10
11

10,0
10,0
10,0

5.0
5.0 
5)0

15,05
16,61
18,15

11,81
13.04
14,25

3,44
3,48
3,59

1,71
1,75
1,79

0,436!
0,433!
0,430,

7,16 
7.14 
7,12

5,27)3,66
5,28j3,6G
5,29i3,Ó5

2,94
2,99
3,0-4

8
12

80
80
80

120
120
120

10
11
12

11,0
11,0
11.0

5.5
5.5
5.5

19,13
20,92
22,69

15,02
16,42
17,81

3,92
3,96
4,00

1,95
1,99
2,02

0,435;
0,432,
0,430:

8,19
8,17
8,15

6,0114,24 
6,0214.23 
6,03 4,21

3,35
3,40
3.44

9
134

90
90
90

135
135
135

11
12
13

12,0
12.0
i2;o

6,0
6,0
6,0

23,70
25,72
27,7-2

18,60
20,19
21,76

4,40
4,44
4,48

2.18
2,2-2
2,26

0,435
0,433’
0,431/

9,21
9.20
9;i8

6.76
6.77
6.78

4,77;3,75 
4,77)3,S0 
4,76.3,85

10
IB

100
100
100

150
150
150

12
13
14
13
14
15

13.0
13.0
13.0

6.5
6.5
6.5

23,72
30,99
33,22

22,56 
24,33 
26,OS

4,89
4,93
4,97

2,42
•2,46
•2,50

0,436
0,435
0,434

10,22
10,21
10,20

7.51
7;53
7,55

5.26
5.27
5.27

4,18
4,22
4,27

11
16J

110
110
110

165
165
165

14.0
14.0
14.0

7.0
7.0
?;o

34,27
36,75
39,21

26,90
28,85
30,79

5.38
6)41
5,45

2,66
•2,69
2,73

0,437
0,435
0,433

|11,25
11.24
11,23

8,26
8,28
8,29

5.81
5.82
5.82

4,59
4,63
4,68

6
8

60
60
60

80
SO
80

7
8 
9

8,0
8)0
8,0

4.0
4.0
4.0

9,38
io;e3
11,86

7.36
8,34
9,31

2,51
2,55
2,59

1,53
1,56
1,60

0,545
0)544
0,542

5,55
5,54
5,52

4,34
4,36
4,38

2.92
2.93 
2;93

2,55
2,59
2,64

8
10

80
80
80
80

100
100
100
100

8
9

10
11

10,0
10,0
10,0
10,0

5.0 
5;o
5.0
5.0

18,87
15,50
17.11
18,70

10,88 
12.17 
13:43 
14',68

3,03
3,07
3,11
3.15

2,04
2,08
2,12
2,16

0,626
0,624
0.622
0,620

6,99
6,98
6,97
6,96

5.72
5.73
5.74
5.75

3.69
3.69 
3)69
3.70

3,34
3,39
3,44
3,49
3,79
3,84
3,89

9
12

90 
i 90 

90

120
120
120

10
11
12

11,0
11,0
11.0

5.6
5)5
5,5

20,13
22,02
23;S9

15.80 
17 ¡29 
18,75

3,75 2,27 
3,79 2,31. 
3,832,35

0,547
0.545
0,548

8,32 6,52 
8,31! 6,53
ą30! 6,54

4.40
4.40
4.40

9
18

90
90
90

130
130
130

11
12
13

12,01 6,0 
12.0! 6.0 
12,0; 6;o

23,15
25,11
27,07

18.17
19,71
21,25

4,20|2,22
4,242,26
4,2712,29

0,468
0,46r
0,464

8,91
8.8£
S,8£

1 6,68 
*6,69 

6,70

4.64
4.64
4.65

3,79
3.84
3!88

10
12

100
100
100

120
120
120

12
13
14

12.0 i 6,0
12.0 , 6,0 
12,0 e;o

23,15 
25,11 
27,07

18.17
19:71

! 21:25

3,682,64 
3,67,2,68 
3.71 2,72

0,67£ 
I 0,67 
|! 0,67«

8,41 
1 8,4( 
i  8,31

7.14
7.15 

17,15

4,48
4.44
4.45

4,22
4.28
4,33

10
14

100
100
100

140
140
140

12
13
14

13.0 6,5
13.0 j 6,5 
13,0| 6,5

27.54
29:69

¡31,82

21,62 ji 4,47 2,50 !! 0,49( 
23:31 4.51 2.54 0.4 9 f
24,98!! 455 2,57 ¡i 0,49'

> 9,6oi 7,34 5,0" 
>: 9,63! 7,36 5,0r 
l! 9,61: 7,37:5,0r

•4,22
■4.25

4.28
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schenkelig) (rys. 140) (przekr. norm. austr.). 
r\ ~

M oment bez
w ładności w cm* 
ze względu na 
kraw ędź zewn.

Z e  w z g l ę d u  n a  oś

*1  X, r , Ty X X Y Y

krótkiegoj długiego 
ram ienia

2'
|
! a ’ V a\ I a Ii "i

In V cmK cm cm K cm cm4 cm cmK cm

97.4
111,7

29,3
33,9

46,6
51,9

2,37 
! 2,35

16,5
18,2

1,41
1,39

53.4
59.5

2,53
2,51

9,7
10,6

1,08
1,06

192,0
216,7
241,4

57,6
65.4
73.4

91,7
101,7
111,2

i 2,83 
2,82 
2,81

31,9
35,7
39,5

1.67
1.68 
1,67

105,3
116,7
127,5

3,03
3,02
3,01

18,3
20,7
23,2

1,28
1.27
1.27

343,1
382,3
421.6

102,9
115,2
127,7

165.0
181.1 
196,7

3,32
3,31
3,29

58,9
64,3
69,5

1,98
1,97
1,96

189,9
208,0
225,6

3,55
3,54
3,53

34,0
37,4
40,6

1.50 
1)50
1.50

569,5
627,9
686,4

170,6
138,9
207,4

275,5
299.8
323,4

3,80
3,79
8,78

97,9
106,1
114,8

2,26
2)25
2,25

317.0 
344,2
368.0

4,07
4,05
4,03

56,8
61.7
67)5

1.72
1.72
1.72

892.2
975.3 

1058,5

267.2 
293,1
319.3

433.4
468.4 
502,2

4,28
4,26
4,25

154.6 
166,3
177.6

2,55
2,54
2.53

498,4
538,0
576,2

4,58
4,57
4,56

89.6
96.7 

103,5

1.94
1.94 
1,93

1335,7
1449.6
1563.7

399,9
435,3
471,1

648.5
696.5 
743,2

4,75
4,74
4,73

231.5 
247,8
263.5

2,84
2,83
2,82

747.0
801.0 
854,0

5,10
5,08
5,07

134.0 
143,4
153.0

2,16
2.15
2.15

1926,3 
2077,8 

2 2229,7

576,3
623,5
671,1

934,5
1002,1
1065,2

5,22
5)22
5,21

333,7
357,4
379,0

3.12
3.12 
8,11

1076.3
1152)4
1223,8

5.60
5.60 
5,59

191,9
207,1
220,3

2.37
2.37
2.37

118,0
135.3
152,8

50,1
57,7
65,4

58,9
66,2
73,2

2,51
2,50
2.48

28,2
31,9
35,0

1.73
1.73 
1,72

71.9
80)8
89,2

2,77
2,76
2,74

15.2
17.3 
19,1

1.27
1.27
1.27

262.8
296.6
330.7
364.7

134,9
152)8
170.6
188.7

135.5
150.6
165.2
179.2

3,13
3,12
8,11
3,10

77,2
85,6
93,8

101,4

2,36
2,35
2,34
2,33

172.9 
192,0 
210,4
227.9

3,53
3,52
3,51
3,49

39,7
44,2
48.6
52.7

1.69
1.69 
1,68 
1,68

569.9 
628)5 

- 687,3

241,9
267.0
293.1

286,9
312,3
336,8

3,78
3,77
3,75

138.2 
149,9
161.2

2,62
2,61
2,60

350.4 
380,9
410.4

4,17
4,16
4,14

74,7
81,3
87,6

1,93
1,92
1,91

796,7
871.0
945,5

267.0 
292,8
319.0

388,3
'419,5
452,0

4,10
4)09
4,09

152,9
164:5
177)2

2,57
2.56
2.56

454,6
491,0
527,4-

4,43
4,42
4,41

86,6
93,5

101,8

1.92
1.93
1.94

. 627,1 
685,9 

- 744,9

364,4
399.2
434.3

322,0
347,7
872,4

3,73
3,72
3.71

203.0 
218,9
234.0

2,96
2,95
2,94

423,6: 4,28 
456,8: 4,27 
488,8, 4,25

101,4
109,8
117,6

2.09
2.09 
2.08

. 1085,9 
1178,7 

- 1271,8

399.2 
434)5
470.2

535.7
574.8 
613,1

4,41
4,40
4,39

227.1 
243;0
260.2

2,87
2,86
2,86

636,2! 4.81 
681,2; 4,79 
727,1! 4,78

126,6
136,0
146,3

2.14
2.14
2.14



V. Zoresówki czyli z loW nvki (n. Belageisen) (rys. 141), (przekr. norm. ausfcr.) r= g.

rd<£*
CS3UOp<
05rONO

W ym iary  w milimefcracli
Prze
krój

F

Ciężar
jed

nost
kowy

i 9

Odstęp środka 
ciężkości od

Moment 
bezwład
ności ze 
względu 
na pod
stawę /,

Ze w zględu n a  oś 
poziomą X X

Ze względu 
pionową

na oś 
Y Y

pod
staw y

e
głowy

«1

mom ent pro
mień

bezwł.
a

m om ent pro
mień 

bezwł. 
a '

bez
w ład
n o śc i/

oporu 
Ile lub 

Ile,

bez
wład.

I '

oporu
/'/e'lub

/'/« ,'
t-ł b' d ' h b h d d, 9 cm3 1 kg/m cm cmK cmi cm3 cm Cli  14 cm3 cm

11 110 60 B5 25 42 5 5 4 7,52 5,90 1 1,74 35,7 12,3 6,97 1,28 ! 60,3 12,06 2,99
16 160 100 55 30 45 6 5 4 10,84 8,51 1 2,66 2,84 122,2 45,5 16,01 2,05 233,6 29,20 4,64
18 180 112 63 34 50 7 7 5 13,90 10,91 3,08 3,22 210,6 78,6 24,4 2,38 366,3 41,03 5,13
«1 210 135 75 37,5 60 8.5 7,5 4 19,32 15,17 3,70 3,80 416,2 152,0 40,0 2,80 722,6 68,82 6,11
24 240 156 87 42 69 10 9 5,5 25,39 19,93 4,32 4,38 744,7 270,7 61,8 3,27 124,4 103,6 7,00
26 260 170 95 45 75 11 10 6 30,20 23,71 4,74 4,76 1061,8 382,8 80,4 3,56 I 173,6 133,6 7,58

YI. (jffierćkolówki (n. Viertelkreiseisen, Quadranteeisen) (rys. 142), (przekr. norm. austr.).
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dn
os

tk
ow

y Odstęp
środka

ciężkości

Moment 
bezwładno
ści ze wzglę

du na oś

Dwa przekroje! 
znitow ane 
ze względu i 

n a  X X  1

Cztery kształtów ki

śre
dn

ica
 ś

re
dn

ia

ze
w

n. ń
£o

żebra

gr
ub

oś
ć

W y
sokość

Za
okrą

glenie

dla osi A B osi CC'

sz
er

ok
oś

ć

gr
ub

oś
ć

p i
m

O-
ień h «2

A B
h

X X
lub
Y Y

Ix=Iy

Ix Ix
«2

a I /
h

a V I
h

a'
F 9

D R R’ b d di h, ht r, »•2 cm3 kg/m cm cm j cm4 cmi cm3 cm cm1 cm3 cm cm4 cm3 cm

10 100 52 48 39 6 4 87 64,5 3 6 7,34 5,76 3,44 5,2e! 143,2 56,5 112,9 21,5 2,74 572,7 65,8 4,42 572,7 88,8 4,42
15 150 78 72 46 8 6 118 87,0 5 9 13,47 10,57 4,93 6,871511,4 184,0 367,9 53,6 3,70 2046 173,4 6,09 2046 285,1 6,09
20 200 104 96 53 10 8 149 109,9 6 11 21,57 16,93 6(46 8,45 1359 459,8 919,7 108,9 4,62 5434 364,7 7,94 5434 ¡494,3 7,94
25 950 130 120 60 12 10 ISO 182,9 7 13 31,64 24,S4 8,00 10,01 2993 971,0 1942 194,1 5,54 11973 665,2 9,(3 11973:901,1 9,73
30 300 156 144 67 14 12 211 155,8 8 15 48,67 34,2^ 9,54 11,56 5803 1825 3650 315,1 6,46 ¡23218 1100 11,5 23213 1490 11,b



m m m m ą

B p. 142.

Podajemy tu  także tablice dla kształtów ek wedle norm 
niemieckich.

StatyŁa. 1^



r= d ,, ri = ^ -  pochylenie stopki 8% (1:12,5).
C i

I a ICształtówki U (przekr. norm. niemieckie).
Długości normalne 4 do 8 m najw. długość 12 m.

Liczba
W ym iary  w  mm

F  
cm2

G
kg/m

Odstęp
środka
ciężko

ści
e

mm

Ze względu n a  oś X X Ze względu n a  oś Y Y

h b d d ., Ix
cm*

Wx
cm3

a
cm

h
cm*

Wy 
cm3

«i
cm

3 30 33 5 7 5,44 4,27 13,1 6,39 4,26 1,08 5,33 2,68 0,99
4 40 35 5 7 6,21 4,87 13,3 14,1 7,05 1,51 6,68 3,OS 1,04
5 50 38 5 7 7,12 5,59 13,7 26,4 10,6 1,93 9,12 3,75 1,13
6'A 65 42 5,5 7,5 9,03 7,09 14,2 57,5 17,7 2,52 14,1 5,07 1,25
8 80 45 6 8 11,0 8,64 14,5 106 26,5 3,10 19,4 6,36 1,3.1

10 100 50 6 8,5 13,5 10,6 15,5 206 41,2 3,91. 29,3 8,49 1,47
12 120 55 7 9 17,0 13,35 16,0 364 60,7 4,63 43,2 11,1 1,59
14 140 60 7 10 20,4 16,01 17,5 605 86,4 5,45 62,7 14,8 1,75
16 160 65 7,5 10,5 24,0 18,84 18,4 925 116 6,21 85,3 18,3 1,88
18 ISO 70 8 11 28,0 21,98 19,2 1354 150 6,95 114 22,4 2,02

20 200 75 8,5 11,5 32,2 25,28 20,1 1911 191 7,70 148 27,0 2,14
22 220 80 9 12,5 37,4 29,36 21,4 2690 245 8,48 197 33,6 2,80
24 240 85 9,5 13 42,3 33,21 22,3 3598 300 9,22 248 39,6 2,42
26 260 90 10 14 48,3 87,92 23,6 4823 371 9,99 317 47,7 2,56
28 280 95 10 16 53,3 41,84 25,3 6276 448 10,84 399 57,2 2,74 |
30 300 100 10 16 58,8 46,16 27,0 8026 535 11,73 495 67,8 2,91



II a  Kształtóirki Z  (przekr. norm. niemieckie).

Długość normalna 4 do. 8 m, najw. długość 12 m

r —cl,

L
ic

zb
a W ym iar y w m m

F  
cm 2

G
lcg/m

Ze względu na oś Położe
nie osi 

głó
wnej 
st x

Ze względu na oś główną
X 'X ' Y ' Y ' X X Y Y

h b rf, d
Jx Ir I  

c m ł
W  

cm 3
a

cm C I I I 4 cm 3
“i
cmcm K

S 30 38 4 4,5 4,32 3,39 5,94 13,7 1,655 18,1 4,69 2,05 1,54 v 1-11 0,00

4 40 40 4,5 5 5,43 4,23 13,4 17,6 1,181 28,0 6,72 2,27 3,05 1,83 0,75

5 50 43 5 5,5 6,77 5,28 25,7 24,4 0,939 44,9 9,76 2,58 5,23 2,76 0,88

6 60 45 5 6 7,91 6,17 44,0 30,8 0,779 67,2 13,5 2,91 7,60 3,73 0,98

8 80 50 6 7 11,1 8,67 108 48,7 0,588 142 24,4 3,58 14,7 6,44 1,15

10 100 55 6,6 8 14,5 11,8 220 74,5 0,492 270 39,8 4,31 24,6 9,26 1,30

12 120 60 7 9 18,2 14,2 400 108 0,433. 470 60,6 5,08 37,7 12,5 1,44

14 140 65 8 10 22,9 17,4 671 154 0,385 768 88,0 5,79 56,4 16,6 1,57

16 160 70 8,5 11 27,5 21,5 1055 209 0,357 1184 121 6,56 79,5 21,4 1,70

18 180 75 9,5 12 33,3 26,0 1594 275 0,329 1759 164 7,27 110 27,0 1,82

20 200 80 10 13 38,7 30,2 2289 367 0,313 2509 213 8,05 147 33,4 9,95



-  180 -

I I I  a  Ksztaltówki T  (przek. norm. niemieckie).
Długości normalne 4 do 8  7n, najw. długości 12 m.

b R  RI. Przekroje normalne R = d = d i ,

P = 4°/0J J3'=2°/0
R  R

II. Przekroje wysokościenne h= b, .R = d  = du ~~ć£i r i = ~2[~

J>= 2 °/o, P ' =  2%.

Liczba

W ym iary  
w  mm 'O M

5» s
o ° o w

Ze względu 
n a  oś X X

Ze
na

względu 
oś Y Y

6 7t 'e
li

o “
i5

•NO-rli
O

f irs ©•
I

cmK
W  

cm3
a

cm
A

cm1 cm3
“i
cm-a P-i

I. P rzekroje norm alne.

6/3
m
8/4
9M‘/3

10/5

60
70
80
90

100

30
35
40
45
50

5.5 
6

I
8.5

4,64
5,94
7,91

10,2
12,0

3,64
4,66
6,21
8,01
9,42

0,67
0,77
0,88
1,00
1,09

2,58
4,49
7,81

12.7
18.7

1,11
1,65
2,50
3,63
4,78

0,75
0,87
0,99
1,24
1,56

8,62
15.1 
28,5
46.1 
67,7

2,87
4,32
7,13

10,2
13,5

1,36
1,59
1,90
4,52
5,64

12/6
14/7
16/8
18/9
20/10

120
140
160
180
200

60
70
80
90

100

10
11.5 
13
14.5 
16

17.0 
22,8 
29,5
37.0 
45,4

13,35
17,90
23,16
29,05
35,64

1,30
1,51
1,72
1,93
2,14

38,0
68,9

117
185
277

8,09
12,6
18,6
26,1
35,3

2,24
3,02
3,97
5,00
6,10

137
258
422
670

1000

22,8
36.9
52.9 
74,4

100

8,06
11.3
14.3 
18,1 
22,0

II. P rzekroje wysokościenne.

2/2
2>/s/2>/2

3/3
3>/2/3V2

20
25
30
35

20
25
30
35

3
3.5
4
4.5

1,12
1,64
2,26
2,97

0,88
1,29
1,77
2,33

0,58
0,73
0,85
0,99

0,88
0,87
1,72
3,10

0,27
0,49
0,80
1,23

0,34
0,53
0,76
1,04

0,20
0,43
0,87
1,57

0,20
0,34
0,58
0,90

0,18
0,26
0,38
0,53

4/4 40 40 5 3,77 2,96 1,12 5,28 1,84 1,40 2,58 1,29 0,68

4%/4‘A
5/5
6/6
7/7

45
50
60
70

45
50
60
70

5,5
6
7
8

4,67
5,66
7,94

10,6

3,67
4,44
6,23
8,32

1,26
1,39
1,66
1,94

8,13
12,1
23,8
44,5

2,51
3,36
5,48
8,79

1,78
2,14
3,00
4,20

4,01
6,06

12,2
22,1

1,78
2,42
4,07
6,32

0,86
1.07 
1,54
2.08

8/8
9/9

10/10
12/12
14/14

80
90

100
120
140

80
90

100
120
140

9
10 
11 
13 
15

13.6 
17,1
20.9
29.6
39.9

10,68
13,42
16,41
23,24
31,32

2,22
2,48
2,74
3,28
3,80

73,7
119
179
366
660

12,8
18,2
24.6 
42,0
64.7

5,42
6,96
8,57

12,36
16,54

37,0
58,5
88,3

178
330

9,25
13,0
17.7
29.7 
47,2

2,72
3,42
4,23
6,01
8,27



IV a  Ifatówki (przekr. norm. niemieckie).
A. Równoramienne.

Długości normalne 4 do 8 m, najw. długość 12m

r l = 0 , 5  (najw d + n a jm n  d ) ,  ł*=4-»y,
2i

b — v
1

~  4
¿ » + 0 - 3 6  d .

W ym iary r ? Z e w z g  1 ę d i n a  o ś Dwie znit.
rON W ?«»! F 9 b— v lab X.X, X X Y Y kątów ki

3
cm2 kgjm cm cm4 zc  w zg l. n a  AB ze w zg l. aa -Y,

b d Ix , WXi a*t I w a A w , ai 2 lab 
cm*

Ctab
cm

2  l xx 
cm K

Oxx
C771

1 % 15 3
4

0,82
1,05

0,64
0,82

4,8
5,1

0,33
0,46

0,15
0,18

0,14
0,18

0,43
0,41

0,24
0,29

0,23
0,28

0,54
0,53

0,06
0,08

0,08
0,10

0,27
0,28

0,66
0,92

0,63
0,66

0,30
0,36

0,43
0,41

2 20 3
4

1,12
1,45

0,88
1,14

6,0
6,4

0,78
1,07

0,38
0,48

0,27
0,35

0,58
0,58

0,62
0,77

0,44
0,55

0,74
0,73

015
0,19

0,17
0,21

0,36
0,36

1,56
2,14

0,83
0,86

0,76
0,96

0,58
0,58

2'A 25 3
4

1,42
1,85

1,12
1,45

7,3
7,6

1,53
2,08

0,79
1,00

0,44
0,57

0;75
0,70

1,27
1,61

0,72
0,91

0,95
0,93

0,31
0,40

0,30
0,37

0,47
0,46

3,06
4,16

1,04
1,06

1,58
2,00

0,75
0,70

3 30 4
G

2,27
.3,27

1,78
2,57

8,9
9,6

3.5
5.5

1,80
2,48

0,85
1,20

0,89
0,87

2,85
3,91

1,35
1,84

1,12
1,09

0,76
1,06

0,61
0,78

0,58
0,57

7,00
11,0

1,24
1,30

3,60
4,96

0,89
0,87

3 y, 35 4
6

2,67
3,87

2,10
3,04

10,0
10,8

5.6
8.6

2,96
4,13

1,18
1,70

1,19
1,17

4,68
6,50

1,90
2,63

1,49
1,46

1,24
1,77

0,88
1,15

0,77
0,76

11,2
17,2

1,63
1,68

5,92
8,26

1,19
1,17

i 40
4
6
8

3,08
4,48
5,80

2,42
3,52
4,55

11,2
12,0
12,8

8,3
12,8
17,4

4,47
6,35
7,90

1,55
2,26
2,90

1,20
1,90
1,17

7,09
9,98

12,4

2,50
3,52
4,38

1,52
1,49
1,46

1,86
2,67
3,38

1,17
1,57
1,81

0,78
0,77
0,76

16,6
25,6
34,8

1,64
1,69
1,73

8,94
12,70
15,8

1,20
1,19
1,17



CŚrON
Wymiary 2 e w z g 1 ę d u n a 0 ś Dwie znit. IIw mm

F g b-v lab X X Y Y kątówki
O

• r-< cm2 kg/m cm cm4 ze wzgl. na Alt ze wzgl. na A", A',
i-4 5 d Zr, WXl ax, I W a h Wi «i 2 lab ddb 2 Ixx Sn

cm* cm cm.1 cm

5 4,30 3,38 12,8 14,9 7,85 2,43 1,35 12,4 3,91 1,71 3,25
/
1,80 0,80 29,9 1,87 15,7 1,35

4% 45 7 5,86 4,60 13,6 21,2 . 10,4 3,31 1,34 16,4 5,16 1,68 4,39 2,28 0,88 42,5 1,91 20,9 1,34
9 7,34 5,76 14,4 27,8 12,6 4,12 1,31 19,8 6,24 1,64 5,40 2,65 0,86 55,6 1,95 25,2 1,31

5 4,80 3,77 14,0 20,4 11,0 3,05 1,53 17,4 4,91 1,91 4,59 2,32 0,98 40,9 2,07 22,1 1,53
5 50 7 6,56 5,16 14,9 29,0 14,5 4,15 1,50 23,1 6,53 1,88 6,02 2,85 0,96 58,1 2,11 29,0 1,50

9 8,24 6,47 15,6 38,0 17,9 5,19 1,44 28,1 7,94 1,85 7,67 3,47 0,97 76,0 2,14 35,8 1,44

6 6,31 4,95 15,6 32,8 17,3 4,39 1,66 27,4 7,04 2,09 7,24 3,27 1,07 65,7 2,29 34,7 1,66
B*/, 55 8 8,23 6,46 16,4 44,2 22,1 5,7 1,64 34,8 8,96 2,07 9,35 4,03 1,05 88,5 2,33 44,3 1,64

10 10,07 7,90 17,2 56,0 2G,3 6,9 1,62 41,4 10,64 2,03 11,27 4,64 1,06 112,0 2,37 52,6 1,62

6 6,91 5,42 16,9 42,5 22,7 5,3 1,82 36,1 8,51 2,29 9,43 3,95 1,18 85,1 2,48 45,5 1,82
6 60 8 9,03 7,09 17,7 57,5 29,2 6,9 1,80 46,1 10,9 2,27 12,1 4,85 1,17 115,1 2,53 58,5 1,80

10 11,07 8,69 18,5 72,8 34,8 8,4 1,77 55,1 13,0 2,24 14,6 5,58 1,20 145,6 2,56 69,8 1,77

7 8,7 6,83 18,5 63 33,4 7,2 1,97 53,0 11,5 2,48 13,8 5,25 1,27 126 2,70 66,9 1,97
6'A 65 9 11,0 8,62 19,3 82 41,3 9,0 1,95 65,4 14,2 2,45 17,2 6,31 1,26 164 2,74 82,7 1,95

11 13,2 10,34 20,0 101 48,7 10,8 1,91 76,8 16,7 2,41 20,7 ‘7,30 1,25 202 2,77 97,4 1,91

7 9,4 7,38 19,7 79 42,3 8,4 2,12 67,1 13,6 2,68 17,6 6,29 1,36 158 2,90 84,6 2,12
7 70 9 11,9 9,34 20,5 102 52,5 10,6 2,11 83,1 16,8 2,65 22,0 7,57 1,37 205 2,94 105 2,11

11 14,3 11,23 21,3 126 62,0 12,7 2,08 97,6 19,7 2,61 26,0 8,65 1,35 256 2,99 124 2,08

8 11,5 9,03 21,3 111 59,0 10,9 2,27 93,3 17,6 2,85 24,4 8,11 1,46 222 3,11 118 2,27
75 10 14,1 11,07 22,1 140 71,0 13,4 2,26 113 21,3 2,82 29,8 9,54 1,48 280 3,15 143 2,26

12 16,9 13,11 22,9 170 82,5 15,8 2,22 130 24,6 2,80 34,7 10,71 1,44 340 3,19 165 2,22

i

8 ;12,3 9,G6 22,6 135 72,0 12,5 2,43 115 20,3 3,06 29,6 9,25 1,57 270 3,31 145
s 80 10 15,1 11,86 23,4 170 87,5 15,4 2,40 139 24,5 3,03 35,9 10,8 1,54 340 3,35 175

12 17,9 14,05 24,1 206 102 18,2 2,39 161 28,4 •1,00 43,0 12,6 1,56 412 3,39 204

9 15,5 12,17 25,4 216 116 17,9 2,73 184 28,9 3,44 47,8 13,3 1,75 432 3,73 232
<) 90 11 18,7 14,68 26,2 266 138 21,5 2,71 218 ■84,3 3,41 57,1 15,4 1,75 532 3,77 275

13 21,8 17,11 27,0 317 15S 25,0 2,70 250 39,3 3,38 65,9 17,3 1,76 634 3,81 317

10 19,2' 15,07 28,2 329 177 24,6 3,02 280 39,7 3,83 73,3 18,4 1,90 658 4,13 354
10 100 12 22,7 17,82 29,0 398 207 29,1 3,00 328 46,3 3,80 86,2 21,0 1,90 796 4,17 414

14
t *

26,2 20,57 29,8 468 235 33,5 2,97 372 52,6 3,75 98,3 23,4 1,88 936 4,20 470

10 21 2 16,64 30,7 438 239 30,1 3,36 379 48,7 4,23 98,6 22,7 2,16 876 4,54 478
11 110 12

_ i ,
25,1 19,70 31,5 529 280 35,7 3,34 444 57,1 1,21 116 26,1 2,15 1058 4,59 560

14
>

29,0 22,75 32,1 621 319 40,9 3,32 505 64,8 4,17 133 29,2 2,14 1242 4,63 638

11 25,4 19,94 33,6 626 340 39,4 3,66 541 63,8 4,64 140 29,4 2,28 1252 4,97 6S0
12 120 13 29,7 23,31 34,4 745 393 46,0 3,G4 625 73,7 4,61 162 33,4 2,29 1490 5,01 7S7

15 33,9 26,61 35,1 864 445 52,5 3,62 705 83,2 4,58 186 37,5 2,31 1728 5,05 891

12 30,0 23,55 36,4 869 472 50,5 3,97 750 81,6 5,00 194 37,8 2,54 1738 5,38 944
13 130 14 34,7 27,24 37,2 1020 540 58,0 3,95 657 93,3 4,97 223 42,4 2,54 2010 5,41 10S0

16 39,3 30,85 38,0 1171 604 65,5 3,92 959 104 4,94 251 46,7 2,53 2342 5,46 1208

13 35,0 27,48 39,2 1175 638 63,5 4,27 1014 102 5,39 262 47,3 2,71 2350 5,81 1276
14 140 15 40,0 31,40 40,0 1363 723 72,5 4,26 1148 llfi 5,36 298 52,6 2,76 2726 5,85 1446

17 45,0 35,33 40,8 1554 805 81,0 4,23 1276 129 5,33 334 58,0 2,72 3108 5,88 1610

14 40,3 31,64 42 1556 845 78,5 4,58 1343 127 5,77 347 58,3 2,93 3112 6,22 1690
15 150 16 45,7 35,87 43 1790 949 88,5 4,56 1507 142 5,74 391 64,4 2,92 3580 6,26 1898

18 51,0 40,04 44 2039 1052 99,0 4,52 1665 157 5,71 438 71,1 2,93 4078 6,30 2104

15 46,1 36,19 45 2027. 1099 95,5 4,89 1745 154 0,15 453 71,3 3,15 4154 6,64 2198
16 IGO 17 51,8 ¡40,66 46 2308 1225 107 4,86 1945 172 6,13 506 78,4 3,11 4616 6,68 2450

19 57,5 45,14 46 2590 1348 118,5
1

4,84 2137 189 6,10 558 84,8 3,11 5180 6,71 2696

2,43
2,40
2,39

2,73
2,71
2,70

3,02
3,00
2.97

3,3G
3,34
3,32

3 6G 
3,64 
3,62

3.97 
3,95 
3,92

4,27
4,26
4,23

4,58
4,56
4,52

4,89
4,86
4,84



B. Nierównoramienne.
Długości normalne 4 do 8 m, najw. długość 12 m. 

r = 0,5 (najw. d +  najrnn. d), rx=-^-r.U

1 ' W ym iary Odstęp środka 
ciężkości Położe

nie osi

Z e  w z g l ę d u  n a  o ś
i c5 U W »1»! i ' a X, X, Yi * i X X Y Y

O N Y Y
3  Ł 6 5, i cm2 • Jcglm e «i St a V a' o'i Tx af ly «u

i S t o s u n e k r a m i o n 2 : 3

2/3 20 30
3

4

1,42
1,85

1,11
1,45

9,9
10,3

4,9
5,4

0,422
0,421

1,25
1,60

0,94
0,93

0,45
0,55

0,56
0,55

1,42
1,82

1,00
0,99

0,28
0,33

0,44
0,42

30 45
;

2,87
3,53

2,25
2,77

14,8
15,2

7,4
7,8

0,433
0,429

5,77
6,99

1,42
1,41

2,05
2,46

1,68
1,14

6,63
8,01

1,52
1,51

1,19
1,44

0,64
0,64

4r/G 40 60
5
7

4,79
6,55

3,76
5,14

19,5
20,4

9,7
10,5

0,432
0,428

17,3
22,8

1,90
1,87

6,20
7,99

1,14
1,11

19,8
26,3

2,03
2,00

3,66
4,63

0,88
0,84

5/71 50 75
7 8,33 6,54 24,7 12,4 0,430 46,3 2,37 16,4 1,41 53,1 2,53 9,58 1,08
9 10,5 8,24 25,6 13,2 0,427 57,2 2,33 20,1 1,41 65,4 2,50 11,9 1,06

0V2/10 65 100
9 14,2 11,15 33,1 15,9 0,410 140 3,14 46,6 1,81 160 3,36 26,8 1,37

14 17,1 13,42 34,0 16,7 0,407 167 3,12 65,3 1,80 189 3,32 32,9 1,37 •

/

8/12

10/15

10 19,1 14,99 39,2 19,5 0,435 276 3,80 97,9 2,26 317 4,07 56,8 1,72

80 120
12 22,7 17,82 40,0 20,2 0,430 323 3,78 115 2,25 370 4,03 67,5 1,72

12 28,7 22,53 48,9 24,2 0,436 649 4,75 232 2,84 747 5,10 134 2,16

100 150
14 33,2 26,06 49,7 25,0 0,434 744 4,73 263 2,82 854 5,07 153 2,15

S t o s u n e k  r a m i o n  1 : 2

3 1,72 1,35 14,3 4,4 0,258 2,81 1,28 0,46 0,58 2,96 1,31 0,31 0,42

2/4 20 40
4 2,25 1,77 14,7 4,8 0,253 3,58 1,26 0,60 0,52 3,78 1,30 0,40 0,42

5 4,29 3,37 21,5 6,8 0,254 15,6 1,91 2,61 0,78 16,5 1,96 1,71 0,63

3/6 30 60
7 5,85 4,59 22,4 7,6 0,248 20,6 1,88 3,42 0,76 21,8 1,93 2,28 0,62

6 6,89 5,41 28,5 8,8 0,257 44,9 2,55 7,66 1,05 47,6 2,63 4,99 0,85

4/8 40 80
8 9,01 7,07 29,4 9,6 0,252 57,5 2,53 9,62 1,04 60,8 2,60 6,41 0,84

8 11,5 9,03 35,9 11,2 0,267 116 3,18 19,6 1,31 123 3,27 12,8 1,04

5/10 50 100
10 14,1 11,07 36,7 12,0 0,266 141 3,16 23,5 1,29 150 3,27 14,6 1,02

10 18,6 14,6 46,5 14,5 0,257 320 4,15 54,4 1,71 339 4,27 35,4 1,35

C/s/13 65 130
12 22,1 17,35 47,5 15,3 0,255 374 4,11 62,8 1,69 395 4,23 41,3 1,37

12 27,5 21,59 57,2 17,7 0,269 719 5,11 122 2,11 762 5,26 79,4 1,70

8/1G 80 160
14 31,8 24,96 58,1 18,5 0,268 822 5,08 139 2,09 875 5,25 86,0 1,64

14 40,3 31,64 71,2 21,8 0,261 1654 6,40 282 2,65 1754 6,60 182 2,13

10/20 100 200
16 45,7 35,87 72,0 22,6 0,259 1863 6,38 315 2,63 1973 6,57 205 2,12
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= t  r, =0.6  fZ +  1,3.

V a Zoresówki (przekr. nor. niemieckie), (rys. 143).
Długości normalne 4—Sm, naiw. długość 12 m.

l ly s .  143.

.Rys. 144.
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VI. Ćwierćkołówlii (przekr. nor. niemieckie), (rys. 144). 
Długości normalne 4 do 8 m, najw. długość 12 m. 

r, =0,03 7?, r , — 0,06. D.
Wymiary w mm Dla 4 ćwierćkołówek, wiec pełnej rury

S3 3
f-i

D
średnica

rury
6 L d F  

cm 2
U

ky/m
/  

cm4
WX =  Wy 

cm2
w ,
cm3

5 100 35 4
8

6
8

29,8
48,0

23,39
37,68

576
906

66,2
102

89,3
135

150 40 6
10

8
10

54,9
80,2

43,10
62,96

2068
2982

175
248

237
331

10 200 45 8
12

10
12

88,1
120

69,16
94,20

5511
7478

370
495

501
663

12'/, 250 50 10
14

. 12 
14

129
169

101,27
132,67

12161
35788

676
867

917
1157

15 300 35 12
18

14
17

179
249

140,52 
195,47 •

23637
32738

1120
1530

• 1515 
2051

§. 56. Dźwigary blaszane.

Dla większy cli rozpiętości lub ciężarów, gdy największe 
kształtówki I  nie wystarczają, uży waruje d ź w i g a r ó w  b l a 
s z a n y c h  (n. Bleehtr ag er, fr. poutre en tôle, an. wrought-iron 
girder, cz. nośnik plechovy).

Belka blaszana (rys. 145) składa się ze ś c i a n k i  A (n. 
Blechioand, Stehblech, fr. âme, a. tueb, cz. stoina), czterech kątó- 
wek B  i n a k ł a d e k  G (n. Lamelle, Deckplatte, fr. plate-bande, 
a. flange-plate, cz. pdsnica, r. naiuranKa). Zwykle przyjmujemy 
wymiary ścianki, kątówek i szerokości b nakładek, a obliczamy 

grubość ich d. Grubość ścianki przyjmujemy 
zwykle w budownictwie 7 do 8 mm, przy 
mostach większą, a mianowicie w przybliżeniu 

g= S ,5  +  0 ,151 mm  . . 206)
jeżeli l oznacza rozpiętość w m. Szerokość 
kątówek możemy przyjąć w budownictwie 
iredług wzoru Tb1=0,21 +  5 cm)
a nakładki b =0 ,41 +  16 emj
przy mostach zaś b2 =  0,41 +  6 cm\ 
a nakładki 1) = 0 ,8 1 + 1 8  cmJ

207)

208)

jeżeli l oznacza rozpiętość w m.
Wysokość belek li obieramy zwykle w bu

downictwie równą V12 ¿o Vis rozpiętości, 
w budowie mostów ł/8 do ł/12 rozpiętości.
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Wzory te podaliśmy tylko jako wskazówkę, jakie mniej 
więcej mamy obierać wymiary ścianki, kątówek i szerokości 
nakładek, ale ściśle trzymać się icb nie potrzebujemy, bo jeśli 
przyjmiemy mniejsze wymiary kątówek lub węższe nakładki, 
to za to wypadną nam nakładki grubsze i na odwrót. Wszystkie

te części składowe belki łączymy ni- 
tami w jedną całość, przyczem roz
różniamy nity  poziome i pionowe. 
Ostatnie urządzamy w dwu rzędach. 
Jeżeli nakładki wystają o długość 
c >  6,5 cm, (rys. 145) wtedy musimy 
połączyć nakładki jeszcze dwoma 
rzędami nitów s k r a j n y c h  (n. Rand- 
nieteri), (rys. 146).

Średnicę nitów przyjmujemy zwykle 16 18 20 do 2 4 mm  
dla szerokości kątówek do 60 70 80 i wyżej mm.

Bys. 146.

§. 57. Obliczenie przekroju belki blaszanej.
Belki blaszane obliczamy także według rów. z I —Me. 

Moment bezwładności I  rozłożymy tu  na dwie części tak, że
.   209)

przyczem ij jest momentem bezwładności kątówek i ścianki, 
który zaraz możemy obliczyć z danych wymiarów, zaś J2 mo
mentem bezwładności nakładek. Z poprzedniego widzimy, że
(rys. 145)

12 b(h3— 3) 210)
Z rysunku zaś widzimy, że h —hi + 2d . W stawmy tę wartość 
i po odciągnięciu dziur na nity  pionowe b' =  b— 2 d zamiast b,
a otrzymamy J2 = ^ -b '(h ,3— 6A, 2d + 1 2 d 2h{ +  8 d 3—h ,3).

Ponieważ d w stosunku do hi je st bardzo małem, więc 
możemy wyraz 8 d s wobec wyrazu 6h l 2d opuścić, a w tedy :

b‘ \  d
1 F (h1+2d).

W stawmy tę wartość za I% i e- 
i 143), a otrzymamy:

h, +  2 d w równ. 209)

z ł ,- b' h, d% ,T „ „ , ,  1
9 (ht + 2 d ) = ( / ¿ 4 + 2  d), a s tą d : 

M 2 1 ,d=
IPlijZ b '11, (li, + 2 d) 211)
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W  drugim wyrazie tego równania po prawej stronie wi
dzimy jednak w mianowniku ilość d, której nie znamy. Mu
simy więc obliczyć d naprzód w przybliżeniu, wstawiwszy 
w równ. 211) d = 0. Tak otrzymamy przybliżoną wartość dla d

 212)
b lij t l>'U,

W artość tę wstawiamy w równ. 211)' po prawej stronie 
i otrzymujemy dokładną wartość d.

W  równania te  wchodzi M, które się zmienia według po
łożenia przekroju. Dlatego obliczamy naprzód przekrój dla 
którego M  jest największe, n. p. w belce, w dwu punktach

podpartej, jednostajnie obciążonej, dla ■ Grubość d roz

dzielamy w danym razie na kilka nakładek, przyjmując gru
bość pojedynczej nakładki 8 do 15 mm.

Potem obliczamy dla innych punktów belki odnośne d we
dług tych samych równań, wstawiając tylko odnośne wartości 
za M. Długość nakładek wyznaczamy najlepiej wykreślnie (rys. 
147). Obliczmy grubość nakładki d w środku belki i zróbmy 
d=CC'. Dla punktów A i B  jest il/= 0 , więc z równ. 211) wy
nika, że grubość d będzie tu  ujemną, równą A A ' = BB '. W y
kreśliwszy odnośne grubości także w kilku punktach pośrednich

D iE ,  łączymy punkty A 'D ' 
E' C '. . . linią k rzyw ą, lub, 
j eśli punkty te są dość bliskie, 
prostemi, a powierzchnia mię
dzy tą linią a osią .4 B  przed
stawia teoretyczną grubość 
nakładki. CC' dzielimy na od

powiednią ilość nakładek i kreślimy poziome, których prze
cięcia się z linią A' C' B ' wyznaczają końce nakładek. W  ry
sunku 147. widzimy w środku belki cztery nakładki potem 
trzy, dwie, jedną, a nareszcie widzimy, że niedaleko podpór 
nie potrzeba wcale nakładek. Ze względów ustrojowych prze
dłużamy nieco nakładki poza linią A 'D 'E 'C ',  jak  na rysunku 
uwidoczniono.

Przy obliczeniu momentu bezwładności 7, trzeba ewen
tualnie uwzględnić osłabienie przekroju przez nitowanie. Ścianka 
osłabia się wskutek spajania przy kładkami, gdy bowiem dłu
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gość jednej blachy nie wystarcza, musiiny dwie lub więcej 
blach spajać.

Jeśli przy spajaniu uwzględnimy nity (c|> cZj) w odległości

pionowej a i nazwiemy « = -  1 , to osłabienie ścianki uwzglę-
Cl

dnimy biorąc w rachunek zamiast grubości ścianki g grubość vg. 
W  przybliżeniu możemy przyjąć v — 0,77, więc przyjmiemy 
zamiast g tylko 0,77 g do 0,8 <7. Przykładki dajemy zawsze 
z obu stron ścianki, grubość ich mogłaby być połową grubości 
ścianki, nie używamy jednak cieńszych przykładek niż 6 mm.

Co do obliczenia odległości nitów w przykładce, to dla 
przekrojów niedaleko podpór, gdzie siła poprzeczna Q jest 
wielka, możemy ją  obliczać w następny sposób. Siła poprze
czna, jak wiemy z §. 49., nie rozdziela się jednostajnie 
w przekroju, lecz jest w osi obojętnej największą, a miano-

O 9
wicie wynosi według 19) na jednostkę długości o-— —  , a więc

Q<y
na długości a, równej odstępowi nitów, działa a —  ■ Dla war
stwy obojętnej możemy w przybliżeniu przyjąć:

S - A .  |  zaś 1= 2 - f ‘

jeżeli ~  oznacza odstęp środka ciężkości połowy przekroju od
r \A ¿ię )— —i •' r\

osi obojętnej. Na długości a działa więc siła a —, 2 ,2 .,= g —
* 2f ( y /  2

Przyjm ijm y /j|Ł0,9,A, to a ~  =  stąd

. . . .  213)

Równanie to jest ważnem wtedy, gdy po obu stronach 
szwu przytwierdzimy przykładki jednym rzędem nitów. Jeżeli, 
jak  zwykle, znajduje się po dwa rzędy nitów, to

18 jtd*hx{ __ 0 g .pPhr,
a " 20 g  • • • “14)

W  pobliżu środka belki jest Q bardzo małe, a że tu  mo
ment wielki, więc obliczamy nity przykładek ze względu na 
moment.

Niechaj f  oznacza odstęp skrajnych nitów a S  siłę dzia
łającą we wszystkich nitach. Moment M  da się rozdzielić na
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31', działający na ściankę i 31" na kątówki i nakładki. Jeżeli
nazwiemy odnośne momenty bezwładności I ' i I" , to M ': M " =
=  / ' : I "  i =  a stąd:

MI' MI'
~ I '-V I"  ~~ I  ‘
M ' przenieść się musi przez nity, więc

1 ~ 2 „ S f  . „ 3 M', więc o =

3P--

O O O j O O O oi
O  O  ! O  O  1

O O | o o 
O O I o o 
o  o  j o  o 
O O | o o

........

o ! 
f S• i 
 *....

o o

Rys. 148.

M'~~ 2 S X  3 3 ’ " ‘'t~ ~ f
Jeżeli siła działająca w nicie 

odległym, a od osi obojętnej jest P, 
to w drugim rzędzie będzie 2 P, 
w «-tym rzędzie nP, a więc gdy 
mamy dwa rzędy nitów po obu stro
nach zetknięcie będzie:

S ,‘a więc-¿yS=2 (P + 2 P +  . . . .P )= P (1  +  «)« zatem P =  ,
. . .  3 JP  2« (1+ »)

siła w nicie najwyższego rzędu a że z rysunku

mamy f= 2 n a ,  więc 

uP= S3P 2 d 2n

2 f (1+s)
t, , a s tą d :

GM'— 2 m l2 Tj f  
Ze względu na ciśnienie na ściankę dziury jest: 

3 M '

2 ' K 4 )
= dgx2, a stąd:

d g  t 2 f 2
3 M '— 2 d g r 2 1“

Z tych dwu równań przyjmujemy a mniejsze.

§. 58. Obliczenie grubości ścianki belki blaszanej.

Wiemy, że siła ścinająca w osi ciężkości je st największą, 
że tę więc wyznaczyć musimy dla obliczenia grubości ścianki 
belki blaszanej. Jeżeli siłę ścinającą poziomą nazwiemy a, to

wiemy, że według równ. 191)
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W yrazy S i l  obliczamy w przybliżeniu, jak  w poprzednim 
paragrafie; dla warstwy przez środek przechodzącej będzie więc

o 2o=

A więc na jednostkę długości działa siła a =  w- na ściankę,
«2

f  t, a powierzchnia ścięcia l .g = g  (rys. 145), to  g ■§■ t = w -,
n  2

jeżeli zatem natężenie dopuszczalne na ścinanie blachy je st

de:

a st,d ¡ , - f

W  przybliżeniu przyjmiemy według W e y r a u c h a ,  jak  
pierwej, h2=0,d h, więc

1 , 8 4  . . . .  215,
9 . 0  i h 9 %h r l i

W zór ten nie uwzględnia jednak natężeń ukośnych, które
w belce blaszanej mogą być większe, niż o=y~. Dla warstwy

n 2
obojętnej jest wprawdzie v — 0, lecz w tern miejscu przekroju, 
gdzie przekrój się nagle rozszerza, t. j. w punkcie a, gdzie się 
znaj duj ą poziome ramiona kątówek, natężenia ukośne mogą być, 
ja k  wiemy z §. 52, większe. Tu bowiem natężenie ścinające 
nie je s t o wiele mniejsze, niż w środku, a i natężenie v je s t tu  
prawie =%. Jeżelibyśmy przyjęli v —a, to według równ. 201)

najw. v 2+ 4 a 2-= 2 +  ^ 1 + 4 = - ^ -  ( l+ fb ) .  Jeżeli

więc chcemy, aby
1 +  2,23 . %

najiu. v ' = t, to t =  —  a = l , 625 u, więc ff==j~g2-

Ze względu jednak na mniejszą wytrzymałość blachy na
• 7/ścinanie w kierunku włókien przyjmiemy u=--g. Zatem będzie

w  M - S ł’a ^  ’

I -  • ■ ■ ■
Dla belek zwykłych, w budownictwie używanych, otrzymu

jem y często z wzoru tego bardzo małą grubość g, w praktyce
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jednak przyjmujemy najmniej g = 6 do 8mm. D iabełek mosto
wych, gdzie siły są większe, da się wzór ten z pożytkiem użyć.

Przykład. D la  be lk i g łów nej m o s tu  b laszanego  o ro zp ię to śc i 10 m 
n iech  będzie obciążen ie  q = 5 ,5  t/m, za tem  n a  podporze

najio. Q = \  5 ,5X 10=27,5  i.

K iech będzie dalej h — 100 cm, t= 7 2 0  kg/cm2, to  g — 2 . = 0 ,76  cm.
(20 . 100

P rzy jm iem y  w ięc  g — 8mm.

§. 59. Obliczenie nitów belki blaszanej.

a) O b l i c z e n i e  n i t ó w  p o z i o m y c h .

Nity łączące belkę blaszaną w jedną całość, narażone są 
na ścięcie wskutek siły ścinającej poziomej, której wielkość na

jednostkę długości jest o, 
I . O 1 Q  ^ a zatem, jeżeli nity urzą-
I v*3  O  w  'U ' | dzimy w odstępach a (rys.

1 d l )  C f e  C f e  1 1 4 9 ^ ’  n a  d ł u S 0 Ś Ć  a  s i ł a  t a

1 wynosi aa. Ponieważ nity 
poziome są dwucięte, więc

k < 2  * Ą * a  - + - 2 H  ! „ 0 = 2
1 4 ' I

J a stąd
-1 oi 71
J  2 QS ‘ 0

j gdzie S  oznacza moment 
0^) | statyczny powierzchni prze-

,__ ¿1\__ /~s. j /•>  L - O - i  I kroju nad nitem poziomym,
E T - J L  —I  —  —t—— l— -L- — —  1— -t— ■ r ■ — -1-—  *+— ——i a więc nakładek i częścip — ;— i— 3
i i '— | '—" i I J kątowek ze względu na oś
| (£p) (^¡) | obojętną, a d  średnicę nitu.
|_______ j______ i______ i______j__ j Z równ. 217) widzimy,

k-^y-3Ag- . | że im większą je st siła Q,
 ;  tern mniejsze muszą być

Rys. 119 i 150. odstępy nitów a i odwrotnie.
A  zatem ponieważ siła Q 

przy podporach jest największą, więc tam muszą być nity naj
gęściej umieszczone, w środku zaś belki, gdzie siła poprzeczna 
jest bardzo mała, nity  mogą być rzadsze.

Stutyka. 13
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Zbadajmy także ciśnienie na ściankę dziury. Jeżeli ciśnie
nie to nazwiemy v%1 będzie a a= dg  v2, przyczem g oznacza 
grubość ścianki; a więc

¿9*2 = 2 a Tj‘ ■ ■ 218^
Stąd otrzymamy dla

— = 1  1,5 2 2,5
9

— =1,57 2,35 3,14 3,92

Widzimy, że natężenia v,2 są bardzo wielkie; według wzoru
j

217) licząc dla — =1,5, otrzymamy dla t 2 =  700, =2,35 x  700=

(Z=  1645 lcgjcm2. Jeżeli — >1,5, to nie możemy już liczyć wedle 

wzoru 217), ale nazwawszy %% ciśnienie dopuszczalne na ściankę 

dziury, otrzymamy dg a, więc

dg % I 219)
QS ............................

przyczem możemy przyjąć t,2 =1600 kg ¡ c m 2 .

UJ N i t y  p i o n o w e  umieszczamy zwykle oba w jednym 
rzędzie (rys. 150).

Nazwijmy odstęp nitów aif to otrzymamy
QSt d 2n  

«1^ - 0! - g  =  2 TU

przyczem uwzględnimy, że nity  są raz cięte, ale na długości a, 
muszą być ścięte dwa nity. Z powyższego równania otrzymamy

» • - f . i i r   220)
gdzie iSj oznacza moment statyczny nakładek ze względu na 
środek ciężkości przekroju. Oczywista rzecz, że S >  <Sj, więc 
z równ. 217) i 2-20) wynika, że zawsze a <  ai . Jeżeli nity 
poziome obliczamy według 219), to a jest tern bardziej mniej- 
szem niż a t. Ale ponieważ nity  pionowe umieszczamy w środku 
między nitami poziomymi, więc przyjąć musimy a. =a, obli
czamy zatem tylko odległość nitów poziomych i w tej samej 
odległości przyjmujemy też nity pionowe.
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Często otrzymujemy z tych równań gdzie Q je st bardzo 
małe, odstęp nitów a bardzo wielki, ze względów konstruk- 
cyjnych więc przyjmujemy największe

iiajw a = G d .................................... 221)

§. 60. Obliczenie belek drewnianych.

Belki drewniane obliczamy także według równ. 143) 
%1—Me, jeżeli ń <C 0,125Z, gdy l oznacza rozpiętość belki w dwu 
punktach podpartej (p. §. 52).

Dla przekroju prostokątnego (rys. 151) mamy z i  bhs=JL/j
-M  a stąd

bli- GM
z

GiliPrzyjąwszy b—nh, otrzymamy nhs=  , a stąd

li 3/6 M

222)

223)

Jeżeli przyjmiemy pewną wartość dla b, to

h - V - B 7 -  ...............................................................  2 2 4 )

Wysokie przekroje są korzystniejsze, bo z 222) wynika 

b h = F —~ z a t e m  przekrój będzie tern mniejszym, im większa

wj^sokość.
Byłoby jeszcze do rozwiązania pytanie, jak i je s t pod 

względem wytrzymałości najkorzy
stniejszy przeluńj belki, wyciosanej 
z pnia okrągłego. Z  równ. 222) wi
dzimy, źe M  będzie tern większem, 
a zatem belka tern więcej uniesie, im 
większym jest wyraz bh2. Nazwijmy 
bh2 — u , to otrzymamy najprzód z ry 
sunku 151, jeżeli (¿jest średnicą pnia 
h 2 — d 2—b2, a więc

u = b h 2̂ b ( d 2—b2).
Szukać teraz będziemy wartości 

b, dla której u  będzie naj większem,
a więc musi być
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^ = 0 = d 2— 3 b 2, a s tą d 62= ^ - ,  zatem:

b = d  Yi. • . . . 225)
d 2 2Z rysunku widzimy, że h 2= d 2— b2= d 2— ^ =  -g- d 2, więc

h = d %    226)
Porównawszy równ. 222) i 223), otrzymamy b : h — 1: Y2, 

czyli 5 : h —1 : 1,41, albo w przybliżeniu
b l i = 5 : 7 .......................... . 227)

Jest to najkorzystniejszy stosunek podstawy do wysokości 
belki z pnia okrągłego wyciosanej. Jeżeli z punktu E  spuścimy 
prostopadłą na średnicę JlB, to

b2= A B .A C , a h 2= A B .B C ,
A B .A C = ~  i A B .B C = ~ d -, a więc A C ~ d ,  a B G ^ d .

Na tern polega konstrukcya najkorzystniejszego przekroju. 
Dzielimy średnicę na trzy  części; w punktach C i G wysta
wiamy prostopadłe i w ten sposób otrzymuj emy punkty E  i F, 
wierzchołki prostokąta.

Zauważyć tu  jednak musimy, źe równ. 227) odnosi się 
tylko do belki z jednego pnia wyciosanej i to bez względu na 
koszta ociosywania. Dla tego nie potrzebujemy go się ściśle 
trzymać, a tylko pamiętać, że ze względów wytrzymałości wy
sokość h powinna być większa od szerokości b mniej więcej 
w stosunku 4 : 3. W  praktyce musimy się też stosować do wy
miarów belek, które w handlu można dostać.

Przykład. Ganek drew niany szeroki 1,2 m  spoczywa n a  belkach dre
w nianych  jednym  końcem w m urow anych czyli w spornikach, oddalonych 
jeden  od drugiego 1 m  (rys. 152). Obliczyć w ym iary  belek, jeżeli ciężar

w łasny i  obciążenie tłum em  
ludzi w ynoszą 400 kg/m 2.

^  R  Ą  Poniew aż odstęp belek
T p  je s t 1 m, w ięc n a  m etr bie-

jac— 120 =4 «-'-I00~4s-1-O0»i ŻW' belki "TPada 1 w*
A  * ! ganku, a zatem  400 kg/m —

= 4  kg/cm. N ajw iększy mo- 
By s. 152. m ent jest, ja k  wiadom o z §.

14. w  B , a m ianow icie M — 
= q lX \ l= % q l2, tu  więc, poniewraż l —1,2, j¥ = £ 4 x 1 2 0 2=28SOO kgcm. Jeżeli 
w ięc t= 8 0  kg/cm2, to w edług równ. 219)

, , ,  6.1/ 6X28880 .oh2——  = ----——— =2100 m 3:
t bu



T-. 197 —

a  w ięc: . ' d la 6=10, 7i2=216, h = 14,7 cm
f -  6 =  12, 7ł2=180, 7i =  13,4 cm.

J a k o  najbardziej odpow iadające równ. 224) w ybieram y więc w y
m iary  6=10 cm, 6= 15  cm.

§ . 6 1 .  Obliczenie belek stropu mięszanego.

Jak o  przykład  obliczenia belek drew nianych i blaszanych poda
jem y obliczenie belek stropu  mięszanego (tabl. II).

Niechaj strop m ięszany sk łada się z belek żelaznych li . umieszczo
nych w odstępach 72=4,5 m i belek drew nianych K , spoczyw ających n a  
b.elkach żelaznych, um ieszczonych w  odstępach a ■< 1 m. Rozpiętość belek 
żelaznych w  św ietle w ynosi l i t » ;  ponieważ w m urow anie je s t za m ałe, 
aby m ożna belki przyjąć jako  poziomo w m urowane, w ięc obliczamy’’ jo  
ja k o  w  dwu punk tach  podparte. Teoretyczne punk ty  podparcia przyjm u
jem y 15 cm odległe od kraw ędzi m uruj w ięc rozpiętość teoretyczna 7, =  
= 7+0,8»»—11,3 m. Ciężar w łasny  pow ały i podłogi wynosi 300 kg/m 2, ob
ciążenie tłum em  ludzi także 300 k g / m Ciężar w łasny belki drew nianej 
przyjm iem y tymczasowo g, = 4 0  kg/m, belki żelaznej (/,= 70+ 15 ł kg/m, dalej 
d la  drzew a t= 8 0  kg/cm2, d la żelaza x=1000 kg/cm2.

N ajprzód m usim y obliczyć odstęp a belek drew nianych. Poniew aż 
przy  m urze um ieszczam y po jednej belce drew nianej, w ięc jeżeli przyj
m iem y n  pól, a  szerokość belki 6, to  l= n a + b , a w staw iw szy w artość za 7

10 8i przyj ąwszy tymczasowo 6=0,2 tn, l l = » a  +  0,2, a s tąd  a =  — 7- .

n  m usi być liczbą całą, zaś a < l  »», przyjm ujem y w ięc »=11, a więc 
10 8u = ——-=0,982 m. Belkę drew nianą K  możemy’ teraz obliczyć w edług równ. 

6 Jfcf
222) 67t2= —  . P ierw ej jednak  m usim y w yznaczyć najw . m om ent M, k tó ry
d la  obciążenia jednostajnego zupełnego będzie dla połowy rozpiętości belki 
w edług 20) M = lą l i 2. przyczem q je s t obciążenie n a  jednostkę długości. 
Poniew aż 1 m  belki K  niesie a m 2 pow ały, a  obciążenie n a  m2 w ynosi 
300 +  300=600 kg, w ięc obciążenie belki drew nianej przy uw zględnieniu 
ciężaru w łasnego rów na się a . 600 +  40=0,982.600 +  40 kg/m, a  więc:

0,982. ^ + 40 =6292fcg/cm

Rozpiętość 72 w ynosi 4,5 » ¡= 450 cm, w ięc ¥ = j  6,292x450!=159266 kgcm. 
W staw m y teraz w artość w  równ. 222), a otrzym am y 662= / ff 159266= 
=  11945 cm3, w ięc dla 6= 20  cm, 7t=24,4 cm. Poniew aż stosunek podstaw y 

•do wysokości je s t  (stosow ny, więc zatrzym ujem y jako  w ym iary  belki 
drew nianej 6=20 cm, 7i=25 cm. W  przeciw nym  razie przyjęlibyśm y 6 większe 
lub  m niejsze, w edług tego, czy w ym iar 7i był za w ielki czy za mały.

Z nając w ym iary , obliczyć możemy ciężar belki drew nianej n a  m 
bieżący. P rzyjąw szy ciężar gatunkow y drzew a 0,7, w iem y, że ciężar 1 d m 3 
drzew a je s t 0,7 kg, s tąd  m bieżący belki w aży 2 .2 ,5  .1 0 . 0,7=35 kg, a  w ięc 
trochę raniej, niżeśm y p ierw otnie przyjęli, przez co jednak  nie potrze
bujem y zm ieniać obliczenia belki.
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Teraz przystępujem y do obliczenia belki blaszanej. Ciężar pow ały  
i obciążenie tłum em  ludzi przenosi się n a  belkę żelazną w  punk tach  E  
i  F . N azw ijm y odnośne siły  g  i <?', to p u n k t E  dźw iga aZ2 m 2 pow ały 
i Z, m. b. belki drew nianej, więc G=aly 600+1, 35, a w staw iw szy w artości 
g = 0,982.4,5 . 600 +  4,5 . 85 =2808,9 k g = 2,8 t.

Siła (?', działa jąca w punkcie i 1, je s t nin iejszą, gdyż szerokość 
paska pow ały, ciążącego n a  tym  punkcie je s t m niejszą, a m ianow icie:

n ,  n  a + b . a + 6  _ 0,982 +  0,2a wzęc 6 '= g - ^ - = 2 , 8  g ^  =1,68 Z.

Obliczywszy siły działające n a  belkę b laszaną, w ykreślam y wielo- 
bok sił, przyjm ujem y biegun O tak , że odległość biegunow a wedle po- 
działk i s ił w ynosi 2 0 Z, kreślim y w ielobok sznurow y, zam y k a jącą , w y
znaczam y oddziaływ ania i siły poprzeczne wedle §. 8. Aby w ykreślić po- 
działkę m omentów, zastanów m y się, że w  rysunku  na tabl. I I  1 cm w  po- 
działce m om entów rów na się w edług podziałki długości 0,5 m, pomnożo
nem u przez odległość b iegunow ą, w ięc przez 20 i, a  zatem  w edług po
dzia łk i momentów 1 cm rów na się ^ . 20=10 łm. Możemy więc w ykreślić 
te raz  podziałkę momentów.

Dalej uwzględnić jeszcze m usim y ciężar w łasny belki żelaznej y2, 
k tó ry  możemy przyjąć n a  1 m bieżący 70+15 Z, a  więc y2= 7 0 + 1 5 .1 1 =  
= 235  kg/m =0,235 t/m. M oment zatem  we środku Mw— \ y2 Z, 2=  > 0,235.11,33=  
= 3 ,74  łm. M oment ten w ykreślam y w edług podziałki m om entów i kre
ślim y  w  znany sposób parabolę, jako  lin ię  momentów.

Obliczymy jeszcze m om ent Mb dla p u n k tu  K  analityczn ie w  n a
stępny  sposób: O ddziaływ anie D1 rów na się połowie w szystk ich  ciężarów,

„  2 g '  +  10 ćr 2X 1,68+10X 2,8 , e „0 j
w ięc: Ą = ------ g----- = ------- ]— g-------- —= 15 ,681,

a m om ent w  punkcie K
J /6=15,68X5,16—1,68X4,9—6 . 2 ,8x2x0,972  
M6 =80,91-8 ,23-27 ,50=45 ,18  łm.

Podobnie o trzym am y m om enty i dla innych punktów  dla obciąże
n ia  ciężarem  pow ały i tłum em  ludzi: do tego m usim y jeszcze dodać mo
m enty  z ciężaru w łasnego w edług w zoru 18) M = { g x ( l— a;). W  ten  sposób 
obliczyliśm y:

dla * =  0 0,25 1,23 2,21 3,20 4,18 5,16 m
M ' d la obciążenia ciężą-1
rem  pow ały i tłum em  , = 0  3,92 17,65 28,60 36,99 42,46 45,18 łm

ludzi J
M "  d la ^ lęż a ru ^ w łasn e - |_ q  Q 1;45 2,36 3,03 3,50 3,72 „

Kazem M = 0 4,24 19,10 30,96 40,02 45,96 48,90 łm
Podobną tabliczkę otrzym am y dla sił poprzecznych, licząc w edług 

rów nań  8) i 18):
x  =  0 0,25 1,23 2,21 3,20 4,18 5,16 m
Q' =  15.68 14,0 11,2 8,4 5,6 2,8 0 t
Q " =  1,33 1,27 1,04 0,81 0,58 0,24 0,11 t
n  -  1701 J16,95 »15,04 112,01 |8,98 (5,84 12,91 ,
V -  -W.W; | 15,27 \12,24 \  9,21 t<U8 (3,04 \0,11 f
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Teraz możemy przystąp ić do obliczenia przekroju belki blaszanej. 
Przyjm ujem y wysokość ścianki, zależną od wysokości, ja k ą  n a  strop 
m am y do rozporządzenia, 7i,=60 cm, kątów ki wedle rów nan ia 207) 70 mm

szerokie a 8 mm  g ru b e ; grubość ścianki byłaby w edług 216) g —2 — =X jOOO. oO
=0,6 cm, zam iast tego przyjm ujem y 8 mm. Dalej niech będzie szerokość 
n ak ładk i w edług 208) 21 cm, a n i ty  o średnicy  20 mm. Po odciągnięciu 
dziur będzie więc użyteczna szerokość nak ładk i 6, = 2 1 —2.2 ,0=17,8  cm.

U w zględniw szy dziury  n a  n ity  i osłabienie śc ianki o 25% otrzym am y 
^ = * ( ( 1 4 ,8 - 4 ,0)603-(1 2 ,4 -4 ,0 )58 ,43-1 ,6 .463-0 ,25 .0 ,8 . 60!],

J, = Ą  (2332800—1673084—155738—43200)=88400 cm*.
W edle rów nan ia  212) m am y w  przybliżeniu grubość nak ładki

d = M 21,

w ięc dla x -
b ,h , t  6, A,’

=5,1G, w staw iw szy w artości w  cm i kg. 
4 890 000 2XSS400

17 X 60X1000 17 . 605
a te raz  dokładnie w edług rów nan ia  206)

4 890 000 2 x  3S400

8,54 cm,

6 17 X60X1000 17 X60(60 +  2 X3,54)==3,4 cm.

Dla x = 0  otrzym am y z rów nan ia  212):
2 x  38400

“ 17^002 lj26 cm ro 1,8 cm.

Podobnie o trzym am y i dla innych punktów  grubości nakładek, 
a m ianow icie będziemy m ie li:

d 0 = -

d,
- 1 3  - 8

d1 d3 d, ds d0
+  6 + 18  +  27 +  33 +  34 mm.

Grubość nakładek w pojedynczych punk tach  w ykreśliliśm y n a  ry 
sunku i końce rzędnych połączyliśm y prostem i. W  ten  sposób otrzym aliśm y

teoretyczną grubość nakładek. W edług poprze
dniego m am y najw iększą grubość d6 = 34  nim, 
przyjm ujem y więc trzy  nak ładki, z k tórych  
pierw sza 12 mm gruba, a dwie górne po 11 mm 
i w yznaczam y w ykreślnie długości nakładek.

Teraz obliczamy jeszcze odstępy nitów , 
przyjąw szy w edług 221) jako  najw iększy od
stęp 6 r f= 6 .2,0=12 cm. Obliczamy więc naj- 

'eh.FP-i.O g  przód odstęp n itów  poziomych dla 0,25 > x > 0 .
rO Poniew aż tu  średnica n itu  d ' je s t 2 razy  w ięk

sza od grubości kątów ki, więc m usim y liczyć
d 'g x3I

  Z.

R ys. 153.

w edług rów nan ia 219) a —"  - . W staw iam y
QS

tedy w artości t3=14CO fcy/cm2, 1=1,, bo tu  niem a
żadnej nak ładki, ¿ ' =  1,6, Q=  17,011 =  17010 kg, 
£=(14,S . 0,8) 29,6+2,4 .3 , L 27,7=556,55 (rys. 153),

2 X0,8X1400 X38400Więc
17010X556,55 =9,00 cm.
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Gdybyśmy użyli wzoru 217), otrzym alibyśm y: 
it 6 0 0 .22. 38400 , cnnn 

° =  2.17010.556,56 = 1 6 ’200’ 
zatrzym ujem y więc w yn ik  pierw szy mniejszy.

D la długości od a;=0,25 m  do początku pierwszej nak ładk i otrzym am y: 
2 X0,8X1400 X38400 ‘

“  15270X556,65 ’ '
Od początku pierwszej nak ładki do x = l  ,23 ni m a m y : 

j= J ,  +  TV 21 (62,43—603)=38400 + 47198=85598 
5=556,55+21 X 1,2 X30,6=1327,7, w ięc: 

2X0,8X1400X85598 .  ,
15270X1327,7

Dla długości od a:=l,23 m do początku drugiej nak ładk i m a m y : 
2X0,8X1400X85518

1224(7x132777 =  C"'~
Podobnie otrzym am y dla długości od początku drugiej nak ładk i do

x=2,21 hi, a = l l ,8 c jn :
11 m • • 1 1 O  o n  I 2 nak ładk i, a = 1 5 ,l c m ,dla długości od x=2,21 m  do 3=3,20 m  i  „  ,  ,  P°  . ’ ’ l 3 nakładki, a=21,6 c m ,

„  , „ a-=3,20 h i  „ 3=4,18 m 3 nakładki, o=3l,4cw ,
„ „ „ a:=4,lS m „ ar=5,1 G m 3 nakładki, a=33,2 cm,

zam iast tego jednak  przyjm ujem y a=22cw .
Odstępy a n itów  stosować się muszą ze względów konstrukcyjnych 

także do długości pól, k tó ra  m usi być w ielokrotną długości a, przyczem 
jednak  a n ie może być większem od w artości obliczonej.

§. 62. Natężenia zginające po przekroczeniu granicy sprężystości.

Wiemy z §. 37, że wzór 141) v I= M v  ważnym jest tylko 
do granicy sprężystości.

Gdy obciążenie wzrasta i granica sprężystości zostanie 
przekroczoną, wzór ten nie jest już ważnym, zwykle jednak 
w braku innego, obliczamy natężenie wedle niego. Rozumie się 
jednak, że tak obliczone natężenia różnią się od rzeczywistych. 
Jeżeli ciało obciążamy aż do złamania i obliczamy z wzoru 
natężenie w tej chwili powstające, to otrzymamy spółczynnik 
wytrzymałości na złamanie. Przy zginaniu występują jednak 
natężenia na ciśnienie i ciągnienie, belka łamie się w ten spo
sób, że albo ciągnione włókna się przerywają albo ciśnione 
zgniatają. Gdyby wzór 141) był ważnym aż do złamania, toby 
musiał spółczynnik wytrzymałości /i, na złamanie być równy 
mniejszemu ze spółczynników wytrzymałości na ciągnienie fi 
lub ciśnienie fit . Ponieważ jednak wzór ten nie je st ważnym
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do złamania, -więc okazuje się, że dla fi2 otrzymujemy inną 
•wartość.

Doświadczenia okazały np. że dla belek drewnianych 
o przekroju prostokątnym śpółczynnik wytrzymałości na zła
manie fi2 ma przeciętnie następne w artości:

fh  w kg ¡cm2 
drzewo jodłowe 410

„ świerkowe 430
„ modrzewiowe 540
„ dębowe 600
„ bukowe 700

Jeżeli te wartości porównamy z wartościami dla f i  i /t, 
w §. 18, to okazuje się, że dla drzewa fi2 ma wartość średnią 
między fi a /i2, a w przybliżeniu ¿¿2=0,65//.

Dla stali otrzymał B a u s c h i n g e r  następne w ynik i:
zawartość

węgla
w % 

0,14

spółcz. wjTfcrzymałości 
na na 

ciągnienie a złamanie p2 
kg ¡cni1 kg/cm2
4430 >  7920

V-

> 1 ,7 8
0,19 4785 > 8 6 0 0 >  1,79
0,46 5330 8340 1,56
0,55 5656 8825 1,58
0,66 6295 8600 1,36
0,80 7230 7645 1,06
0,96 8305 8480 1,02

Dla żelaza lanego wyprowadza Ba c l i  z doświadczeń na
stępne praw idła:

Śpółczynnik wytrzymałości na zginanie przewyższa spół- 
czynnik wytrzymałości na ciągnienie tern bardziej, im bardziej 
skupiony je st materyał około osi obojętnej. B a c h  wyraża tę 
względność następnem równaniem :

, 2 =  cY ^ , .....................................228)

przyczem śpółczynnik c leży między c/5 a 4/3, e i e0 oznaczają 
odstępy skrajnego włókna ciągnionego od osi obojętnej i od 
środka ciężkości ciągnionej przekroju.

I  tak  gdy w pewnym wypadku było f i  — 1369 kg i cm 2, 
otrzymał o n :
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a) dla przekroju kwadratowego, któ- fi2 fi2
rego przekątnia leży w płaszczyźnie kg/cm2 fi
o b c i ą ż e n i a  3218 do 3323 2,44

b) dla przekroju H . . . . . . 2929 „ 3153 . 2,22
c) „ „ okrągłego . . . 2905 „ 2986 2,16
d) „ „ kwadratowego . . 2572 „ 2238 1,77
e) „ „ / ......................  1979 „ '2111 1,49

C o n s i d e r e  otrzymał stosunek ^

dla żelaza lanego 
miękkiego twardego 
{fi=1130) {fi =  2230)

dla przekroju 1..............................1,40 1,15
„ „ prostokątnego 1,82 1,57
„ „ okrągłego . 2,21 1,84

Widzimy z poprzedniego, że natężenia zginające po prze
kroczeniu granicy sprężystości są różne dla różnych materya- 
łów, a przyczyną tego są rozmaite kształty  linii odkształceń 
dla rozmaitych materyałów. Zastanawiać się więc teraz bę
dziemy osobno nad belkami drewnianemi, osobno nad żelaznemi.

§. 63. Natężenia przy złamaniu belek drewnianych.

Jeżeli belkę drewnianą o przekroju prostokątnym obcią
żymy aż do złamania, to z powodu, że granica sprężystości dla

ciągnienia leży bardzo blisko 
b y  b  spółczynnika wytrzymałości, na

tężenia na ciągnienie a' (rys. 
154) będą proporcyonalne do od
stępów v' od osi obojętnej, da
dzą się więc przedstawić prostą 
Oc. Inaczej rzecz się jednak 
będzie miała z natężeniami na 
ciśnienie. Otrzymamy tam prostą
0  a do granicy sprężystości
1 krzywą, zamiast której mo
żemy przyjąć prostą ab. Dla 
tego założenia je st dla ciśnionej

części przekroju aż do granicy sprężystości:
a =  av
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a poza tą. g ranicą:
(Ti =  a [w0 +  a, (v—v0) ]= av0 (1—a,) +  aa, v

—ai) + aai v .........................  229)
Dla części ciągnionej je st a' — a v ' .........................  230)
Suma natężeń dodatnich, i ujemnych musi być równą zeru, 

więc gdy szerokość belki b je s t stałą

a stąd: e' = ^ v 0 + ?0-̂ --  (e—v0) . . . .  231)

Jeżeli przypuścimy, że równocześnie przerywają się włó
kna ciągnione i zgniatają ciśnione, to możemy napisać ze względu 
na to, że dla drzewa szpilkowego spółczynnik wytrzymałości 
na ciągnienie je st dwa razy tak  wielki, ja k  na ciśnienie*),

Ł V> J L  
2 2v= (i= -

j  i • 1 1 , 1 , r  3dalej ff# = — *==— ■ v '= - ą - fi', z a te m e '= — v0+ -£ -(e—1>0).

W stawmy dalej :

e—h —e' i v0= — =  ̂ 7 »'  =  - ;  e '= \ e ' ,  to:0 a a' v ' 4 ’
1 3 /  1 \

+  e'— T e'} ’ a stąd:

e' — 0,4 h ................................ 232)
Oś obojętna leży więc w chwili złamania poniżej osi belki 

w odległości 0,1 h.
Moment sił zewnętrznych M  musi być równy momentowi 

sił wewnętrznych, więc gdy fi.2 nazwiemy natężenie przy zła
maniu, obliczone z wzoru 141), to:

Po wstawieniu powyższych wartości za v, o0, v0, e' otrzy
mamy :

k \  ih = ¡ V ' e' 2+  ¿4 /*'e' 2+  h ( vo+ e~ ir 1)  ]

h 2/j2 ¡i' . 0,16 A3=  fi' h (0,1 h + ~ h )j  =0,725 ii' h 2 

za tem : /i2 =  0,725 n ' ................................ 233)

*) Porów . §. 18.
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"W poprzednim paragrafie widzieliśmy, że doświadczenia 
okazały, że /¿2=0,6bfi, wynik więc doświadczeń jest bardzo 
zbliżony do teoretycznego i teraz poznajemy prawdziwą przy
czynę tego zjawiska.

§. 64. Natężenie przy złamaniu belek z żelaza spawalnego, 
zlewnego i stali.

Podobnie jak  z belkami drewnianemi ma się rzecz także 
z belkami z żelaza spawalnego, zlewnego i stali. Tu jednak 
odpowiednio do kształtu krzywej odkształceń, wykazanego 
w §. 20., linia natężeń będzie dla ciągnienia jak  i ciśnienia 
krzywą, zamiast czego możemy podobnie jak  dla drzewa przyjąć 
dwie proste, (rys. 155], więc dla ciągnienia Oa{ i a, e, ,  dla 
ciśnienia Odi i dt 5,. Linie Oax i Odt spadaj ą w tej fazie ob
ciążenia prawie z osią, możemy więc napisać:

+  ...............................
o — On Ą- (xv i

\Y
f  - I -s J

N . 3 L____ ... ly

— --------
i x j

L  ! J 1

Ejrs. 155.

Dla równowagi musi być suma natężeń równa zeru, więc 

^ o' dF — 0, a wstawiwszy wartość za a i a', otrzymamy:

o0|  dF-\- v d F — a'Q Ij d F — v 'd F = 0. 

Nazwijmy ^ d F = F i powierzchnię części przekroju poni

żej osi obojętnej, dF=&\ moment statyczny tej powierzchni 

ze względu na oś obojętną, względnie ^ d F = F 2 i^ v '  d F =  S 2
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powierzchnię i moment statyczny części przekroju, poniżej osi 
obojętnej, to :

a0 + a S 1 — o'0 F2 — a' aS'2= 0 . . . . 235)
Dla żelaza zlewnego i stali możemy w przybliżeniu przy

jąć ct0 =  (70/ i a = ca', więc:
' a ,(F l - F i )+-a(Si - e S l ) ^ 0 .  . . . . 236)

W stawmy wartość za a z równ. 232), to :
a—<r0 „ v —a0a =    a lb o    , więcv e ’ Y

ao (F1- F 2) + ^ = ^ ( S 1- c S 2)= 0 . . . . 237)
v

Wedle doświadczeń C o n s i d e r  e’ a *).można przyjąó w po- 
przedniem równaniu dla stali miękkiej, a0 =  3000 kg ¡cm2, c—3. 
Dla żelaza spawalnego możemy przyjąć a0—2000 kgjcm2, c nie 
znamy z doświadczeń, w braku ich moglibyśmy tymczasowo 
przyjąć także c= 3 .

Jeżeli kształt przekroju jest dany, to możemy Fu F2, <?, 
i S.2 wyrazić jako funkcye oddalenia osi obojętnej od osi cięż
kości i na podstawie rów. 237) wyznaczyć v.

Drugi warunek równowagi brzm i:

M — a v d F — a' v' d F.

W stawiwszy wartość za a i o' z 232), otrzymamy: 

i¥=(r0i|> v d F + u <\̂ V"1 d F Ą - a '^ ^ 'd F Ą - a '^  y^dF .

Nazwijmy moment bezwładności powierzchni przekroju 
poniżej osi obojętnej ze względu na oś obojętną powierzchni 
zaś powyżej osi obojętnej I 2, to możemy napisać:

M = o0 +  a /, 4-a'0 S2 + a 'I 2, albo:
M=<tv (Sj +  S2) +  (* (7j + c  J2)

wreszcie: 31=cr0 (Si +  S2) +  CT° ( I j + c l 2). . • ■ 238)
c

Jeżeli zastosuj emy ten wzór do prób wytrzymałości na 
złamanie, to wstawimy v —fi. Spółczynnik wytrzymałości na 
złamanie w zwykłem rozumieniu będzie:

Me

*) P . Ann. des ponts e t chaussés 18S5, str. 574 i nast.
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Z rów. 238) otrzymamy dla f i—v
Me=([i—<r0)(Ij + c/ 2) +  (70 e{Sl + S.l ), zatem: 
lh  =  + c 7 2) , fo e ( Ą + ^ )  — ( i j +c i o)

+  f i  /
239)

fi  I

AVidzimy więc, źe s p ó ł c z y n n i k  z w i ę k s z a j ą c y  (fr. 
coefficient de majoration) k= ~~  zależny je st od kształtu prze
kroju, bo jest tern większym, im większe jest

Zastosujmy wzory powyższe do przekrojów prostokątnego 
i okrągłego.

Dla prostokąta mamy Fx—b[~--\-v^j (rys. 156)

|Y
! N

F
srv!,

- ¿ r t c
yv

¡y
B y s. 156.

F%= b i ~ ~ y0j ,  a więc Fi —F2= 2 b v ^

S\ = -|- ( I  + v°)  +

f = 4  ( i “ vo)2=  i  { ^ - hv* + vĄ

więc 5, — 3 52 =  ( — g“+ 4Jiv0- 2 v 0 2j .

AVstawiwszy to w równ. 237), otrzy
mamy : 
f i — a„ b 

"22 o0 b v0 + j ~ L y  ( - ~  + 4 :h V o -2 v A ^O ,

albo :
! v “ i + H U «o+2V)- • • • 24°)

W staw m y n. p. dla s ta li 50=3000, u.=7000 kg  jem 2, to otrzym am y 
4000 /h *  . , , „

6000 *’»= /7+2^ V 2" _4/,Ł'0+2t: I'
Stąd o trzym am y: »#==0,097i.
Obliczmy te raz  M  wedle w zoru 238), a otrzym am}":

Ą  +  S i= b  ( j  +  i 2)  =  5 ( ~  +  0,00S1 7»2)

S l +  Ą  =0,25S1 57i2

7, +  C J2 =  - |  [ ( -  - r 0) 3 +  c ( | -  +  % ) 'J  =  ~ (0,205 +  3 X0,0689)=0,137 W*3

40C0więc M =  3000.0,2581&7i2 +  ;
0,59 h

il/= 6  /i2(774,3 +  930)= 1704 Ud.

0,137 bid
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M oment obliczony wedle zwykłego wzoru je s t: 
7,7.2

Mo = - — .7000=1107 bid,O
M  1704 

Zatem: Mo =  1161=

Bys. 157.

2 dv„ o0 -!■ fi
el

- +  »(

Dla koła otrzymamy (rys. 157):
_ . dP-K , _  . d^n
Fi= -Q — ^ dvo’ F2= - q------dV{>’

stąd Fi —F2= 2dv0 

Si - 3  ą  = ~ ( 4 v 0-O ,42d)-2dv0 2, 

Z równ. 237) otrzym am y: 

2) = 0,— {~y - (4 wo— °>42 d)—~ dv,

albo: f i -

i a ' V' - d +  2 0,42 d)j. 241)

W staw m y znów d la s ta li 50 — 3000, ¡¿=7000 kg/nd, to  o trzym am y:

6000 ’* - i f S ;  ( 4 *■’ —̂  (i ■’o — °.42 <*)) 
a  stąd o trzym am y: ra=0,08<7.

Obliczamy teraz M  w edle w zoru 236), a o trzym am y:
¿ ! r  r/id  U l tt i lr  i

Ą  +  Ą = - g -  (®o +  0,21 ¿) +  J L  +  _  (0,21 d -  „0) +  ̂ = 0 , 1 6 4  ¿ 3

/, =0,00686 ¿ ‘ +  -^-(0,2122 d +  r0)2 + 4*  ¿"o3O O
/, =0,00686 ¿* +  0,03353 ¿*+0,000171 ¿*=0,04056 ¿*,

/ 2 =  0,00686 ¿* +  (0,2122^—0,08 ¿)2— ¿ ¿ p*,
O o

J2=0,00686 ¿*+0,00686 ¿*-0,000171 ¿ ‘=0,01355 ¿*,
Ą + c Ą =(0,04056 +  3.0,01355) ¿ ‘=0,0812 ¿*,

M =3000, 0,164¿3+ -^ ^ .0 ,0 8 1 2 ¿ * = (4 9 2 + 5 6 0 )  ¿ 3 
U,ub d

M =1052d*
M oment obliczony wedle zwykłego wzoru je s t:

m o= y t  • 7000=0,0982.7000 ¿ 3=687,4 d*

4/ 1053 _ _0zatem : ---- = ---------=1.58.
J /0 . 687,4 ’

w ięc:
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A zatem dla koła, przy którem materyał jest więcej sku

pionym, niż dla prostokąta, otrzymujemy -=j-, a zatem •&=-—
M 0 f i

większe, niż dla prostokąta. Powyższy wynik stwierdziły też 
doświadczenia z żelazem łanem, przytoczone w §. 62.

Spółczynnik Ic zależny jest wedle równ. 239) także od 
spółczynników a0, /¿, e, zmienia się więc z jakością materyału. 
Doświadczenia Bauscłiingera, przytoczone w §. 62. wykazują, 
że spółczynnik k jest tern większy, im stal jest miększa.

§. 65. Natężenia zginające w belkach z żelaza lanego, 
kamienia i betonu. Prawo Bacha.

Już na str. 42 stwierdziliśmy, że dla żelaza lanego niema 
właściwie żadnej granicy sprężystości, a z rys. 41 widać, że 
linia odkształceń dla żelaza lanego nie jest wcale prostą, lecz 
krzywą. Podobnie rzecz się ma z kamieniem, betonem, cemen
tem a w mniejszym nieco stopniu i z drzewem (rys. 42). Otóż 
prawo H o o k a  (str. 36, r. 29) ściśle rzecz biorąc do tycb ma- 
teryłów właściwie się nie stosuj e. Pomimo tego obliczamy belki 
z tych materyałów wedle zwykłych wzorów i otrzymujemy 
dziwny wynik, że wytrzymałość na złamanie je st znacznie 
większą, niż wytrzymałość na ciągnienie. O drzewie mówiliśmy 
już  w §. 63 teraz będziemy mówić o innych, powyżej przy
toczonych materyałach.

Prof. B a c h  wyznaczył na podstawie doświadczeń równa
nie krzywej odkształceń w ogólnym kształcie:

d l
1

= ( t r

które przechodzi w równanie H o o k a  (r. 29) dla m = 1. W ar
tość spółczynnika m, rozmaita dla różnych materyałów, nie wiele 
się różni od jedności; podajemy ją  w następnej tabliczce: 

Materyał
1 ) żelazo lane: 

przedtem nie obciążone . 
obciążone przedtem silnie

2) cementowa zaprawa:
1 cz. cementu 1 % cz. piasku
1  T) » 3ł/2 „ „
1 n t> ^72 n r>

C iągnienie
E

kgjcm^ n

1338000 
1150000

1,083
1,1

Ciśnienie 
E  

kg/cm'1

11S0000 
1170000

1,052
1,05

356000
315000
230000

1,11
1,15
1,17
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M ateryał Ciągnienie
k

Ciśnienie
E

3) beton : Jcffjcnd m kg/cm2 m
1 cz. cem entu  2 ,/2 CZ. piasku 5 cz. żw iru  — — 298000 1,145
1 tj » 5 V » 6 n n 280000 1,137
1 :i „ & 77 „ io . n V , 217000 1,157
1 n » 27s 77 » 5 u n 457000 1,157
1 » » 3 7? » 6 !) V 380000 1,164
1 » . » 5 77 „ 10 n n 367000 1,207

Przyjmujemy tutaj także, jak  w §. 37, że przekroje po 
ugięciu belki pozostają płaskimi, że więc przekrój G il  przejdzie

w położenie J K  (rys. 158 a) czyli obróci się około'osi oboj ętnej 
o kąt JOG. Widzimy więc, że przedłużenia i skrócenia włókien 
będą proporcyonalne do odległości icli od osi obojętnej, zatem

dl v 1— y — — ctvm, przyczem a = - - - .
L Jcj JBj

Spółczynnik a nazwaliśmy za Bachem s p ó ł  c z y  u n i 
k i e m  w y d ł u ż e n i a  (n. Dehnungscoeffizient, fr. coefficient
d’allongement, a. coefficient of extension, r. Koeij)(()nn,ieiirj> ge- 
$opMan,in).

Z rysunku wynika wtedy:
d l v

T  = 7==y'h
dl'
;/• - y - = 72;

242)

V '  , i h1
W  ogólności je st spółczynnik sprężystości dla ciągnienia 

różny, więc: y —ai vm<, y '—a2v”̂ , ................................. ,243)
Statyka. 14
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a stąd: 7 t = « i  V ‘'l
y2 =  a2 

a z rysunku wynika:
h  =  h m
Vl h2 '

Z równ. 243) i 244) wynika:

244)

245)

v m } ,ra , _ ------

7l 7il
1 !

zatem :

i analogicznie

v = v ,

m,lv/
. 246)

Jeżeli złożymy ciśnienie w wypadkową Z> a ciągnienie 
w wypadkową Z , to dla równowagi:

D = Z  1 
i D d+ Z z= M > '

Otóż mamy dla szerokości 6 = 1  cm

r*. C*1”1/*' , n'fT v«
D - \ vd " - v\  N a f " ' 1

-+i

+  1
W,m,+i 1

Wj +  1 m2 + 1
'1 Ir r ł'i *i*

Podobnie otrzymamy:
„  f ',J , m 2 ,Z = \  v’d v=  -—-7^rV2h2 .Jo 7 7 * 2 + 1 ^ “

\ I t  vdĘ - $ i ź + i * ' h 

r v  P  ,Zz=  ^ v 'v ' dv — v Ą  y  —  v 'd v=
m2

a stąd:

277*2 +  1 2 2

,  ,”H y 7t i +   y ^  2= 1 /
2 TTZi -f-1 1 1 t 2 to2 +  1 2 2

>n, . m2 , i— v. h. =  g s  r ,  6,.m. +  1 77Ł. -r 1■tj -r -l /«2
Z równ. 244) i 245) wynika:

«!»■»! y, /¿i
®25;OTj2 72 2̂

Nareszcie je st: A = 6t +/ij .

247)

248)

249)

250)

251)

252)

253)

254)
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Jeżeli znam y mi,, m 2, ai i a2, to z czterech rów nań 251), 
252), 253) i 254) dadzą się obliczyć cztery nieznajom e h i7 h21 
v x i v2.

G e u s e n  przyjm uje pewne skrócenie w obliczeniu. "W" ma- 
teryałach, o k tórych tu  mowa, je s t  spółczynnik w ytrzym ałości 
n a  ciągnienie u ' <  fi spółczynnika w ytrzym ałości na ciśnienie.

Jeże li przyjm iem y n-tą pewność, to %'■=—  je s t  natężenie do-
Tb

puszczalne na ciągnienie.
Zróbmy w 252) x' — v2, to

mi, m. + 1  h.y ,v. —   5----- r1 ?'.m i + 1 m, hx
, ,  .. m., mi, + 1N azw ijm y------------------------------ —— =  c p ..........................  255)

W2 “p i

to —(Pz'~r~.....................................   256)“ i
Z równ. 252) mamy v2h1 •

Równ. 251) możemy więc napisać:
, ( h. vi. mi, h~\

V, k, JT—  k -  -----1— r  - 2- — M,
\2 mi, + 1 2 m2 +  l  <p /

albo cpx' h2 (h i j  +  —  n m%. ) = M  . . 257)Y 2 \  j 2 m i ,  +  1  (p 2 m i 2 +  1 /

a że ń j = / i —h1) więc z tych  dwu rów nań możemy obliczyć A2.
Spółczynniki m  podane powyżej nie są zupełnie dokładne 

i zm ieniają się wedle jakości m ateryału. Przyjm iem y w  p rzy
bliżeniu z B a c h e m  dla żelaza lanego mi, =  1,04, mi2 =  1,10, to

m— ~  i 027
9  1,04 2,10 ’

m t _  1 _ o  3377  ̂ m i |_  ^ 0  3346
2mi, + 1  3,08 ’ ’ cp 2 mi2 + 1  1,027 3,20 u’dci4u-

D la g ran itu  je s t  mi, =  1,12, mi2 =  1,40
i ,40 2^2 Q mi, 1,12 
1 ,12 ' 2,40 ’ ’ 2mi, + 1  3,24 ’

1 mi2 1 1,40
ip 2mi2+ 1  1,10 3,80 ’

Z tego widzimy, że w  przybliżeniu dla obu m aterya łów :

w'i 1 -  1 2581
2 mi, + 1  cp 2 m  , + 1 3
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Jeżeli to wstawimy w równ. 257), to 

<PZJ l? (hl +  h2) =  Al, zatemO

h = _ £ * *  ...............................  259)
cp v '  li

Mamy zatem z 256):
Tl2 3 i!/" OCA"!

m • • • '  • 260)
Dla złamania możemy wstawić ¡i' zamiast z', więc

_  3 J f  
c p n '  h '

3 MNazwijmy h2 = ah, to u' =  — ] 2, ’a że dla szerokości 1 cm
h* aCp 1IF = -g -, więc:

/*'— q^ “   261)2 a  (p W

Ponieważ acp jest dla granitu i żelaza lanego prawie 
równe jednostce, więc:

  262)
Rzeczywista wytrzymałość na ciągnienie żelaza lanego 

i granitu, je st więc prawie równa połowie wytrzymałości, otrzy
manej z doświadczeń na złamanie, a obliczonej zwykłym sposo
bem wedle hypotezy Naviera (proporcyonalność wydłużeń i na
tężeń), co zgadza się z doświadczeniem. Dla betonu znalazł 
C a r l i n g * )  ten stosunek 2,2.

§. 66. Natężenie w belkach, gdy siły nie działają w płaszczyźnie 
osi głównych.

Przypuśćmy, że obciążenie belki działa w płaszczyźnie ZZ, 
a osie główne przekroju (rys. 159) są X X  i YY. Moment sił ze
wnętrznych ze względu na ten przekrój niech będzie M, to  
moment ten rozłożyć możemy na dwa momenty składowe, dzia
łające w płaszczyznach X X  i YY, mianowicie:

Al wst a działający w płaszczyźnie prostopadłej do Y Y
i Al dost a - n n n XX .

*) Por. Zeitschr. des osterr. Ing. Arch. Ver. 1897 str. 11.
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Jeżeli nazwiemy I  moment bezwładności ze względu na 
oś X X , Jj ze względu na oś YY, to momenty powyższe wy
wołują natężenia dla dowolnego punktu przekroju L 

Al dost a y M  wst a x

a zatem v =  vi Jr v2

’ ’
„ , / wdos t a  a; w st a-■M ( - — ?------h

st a \rr 263)
i  A

Dla punktu Lx je s t x ujemne. "Widzimy więc, że w ćwiart
kach, przez które przechodzi prosta ZZ, x i y  mają te same

znaki, w dwóch innych zaś odwrotne.
Jeżeli chcemy wyznaczyć poło

żenie osi oboj ę tn e j, to zróbmy 
w równ. 263) ^ = 0 , więc

y dost a x  wst a
+ ■ 0.

1
Jest to równanie osi obojętnej, 

które da się napisać te ż :

y —— y x s ta .  . 264)
A

Jest to równanie linii prostej, 
zatem oś obojętna jest linią prostą 
i przechodzi przez środek ciężkości O, 
bo dla 2= 0, y  = 0.

Niech prosta NAT będzie osią 
obojętną. Dla punktu jej U je s t

TJU,=y, OTJ,=—x, więc s ty  =  - ^ ~ • =  — —, albo po wstawię-LJ uj X
niu wartości z 266) :

R ys. 159.

s t (p= -y- s t a .  
*1

265)

A więc położenie osi oboj ętnej niezależne j est od wielkości 
obciążenia ani momentu, lecz tylko od przekroju i położenia 
płaszczyzny obciążenia.

Jeżeli mamy wykreśloną elipsę bezwładności, to równanie 
2 2

jej wedle 16.4) je s t: +  stąd:

2 x,dx, 2 y, dy\ dy ,
V  +  u 2 Zatem' dx, V\ «i 2*
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Jeżeli zastosujemy to równanie do punktu D, to

st/3= 

a s tą d :

dyi _  2, a'2 
dx i y i o , :

a
5 st-a= F a 2  4 .  1  i-2 s t a = — st a = s t  <p,

a ,  i 1 « ! , 2

. . . . . . .  266).
A zatem oś o b o j ę t n a  j e s t  o s i ą  s p r z ę ż o n ą  os i  ZZr 

w k t ó r e j  d z i a ł a j ą  s i ł y .
Natężenia v są, ja k  wiadomo, proporcyonalne do odstępu 

od osi obojętnej, więc największe natężenia są w £  i F, które 
to punkty otrzymamy, poprowadziwszy styczne do obwodu 
przekroju, równoległe do osi obojętnej.

Z równ. 263) wynikają dla punktu F  wartości x= x ', y = y r 
M d o sta .y ' M w s t a . x 'najw v- + 267)

1  Ir
Dla przekroi symetrycznych, których obwód jest prosto

kątny, więc prostokąta (rys. 160), kształtówki I, U największe
natężenie je st w rogu A, tu
więc:

h
y ' = e = — , a;/==ei :

b_
2

zatem z równ. 267):
M dost a e najw v —  ------- 1-

+

I
M  wst a e,

albo gdy nazwiemy: 
lH d o sta= Jf,, i¥ w s ta = i¥ 2,

— =  TFj, ^  =  W%, e u e, 2’

najw  v = Ł +  A .  268)

Jeżeli chcemy obliczyć 
przekrój dla danego M, to 

zrobimy najw v — t . Nazwijmy dalej :
. . . . .  269)

to :

Wi =  e W2 
M l . cMn a s tą d :

270)
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Jeżeli dla danego przekroju znamy c, to dla danego mo
mentu możemy z 270) obliczyć -wprost moment oporu, a stąd 
liczbę kształtówki lub wymiary prostokąta.

-ni 1 w  hhl w  hb2Dla prostokąta Jk2 =  —̂—, w ięc:

bh2 6 h
c — .6 '*** .1» ..........................

"Wartości e dla kształtówek I  i U podajemy w następnych 
tabliczkach.

K s z t a ł t ó w k i  I  (norm. austr.).

271)

liczba c 1. c 1. c 1. c ■ 1. c

8 4,96 15 6,59 21 7,66 24a 6,28 30 8,60
10 5,48 16 6,71 22 7,75 25 '8,05 32 8,86
12 5,90 18 6,94 22a 5,83 26 8,21 35 9,04
13 6,11 18a 4,66 23 7,73 28 8,32 40 9,45
14 6,50 20 7,86 24 7,90 28a 6,63 45 9,70

K s z t a ł t ó w k i  U (norm. austr.).

liczba c ’• c 1. c 1. c 1. c

6 3,14 12 5,03 16 6,04 22 7,05 28 7,74
8 3,93 13 5,13 18 6,47 24 7,27 30 7,99

10 4,63 | 14 5,70 20 6,71 26 7,57

K s z t a ł t ó w k i  I  (norm. niem.).

liczba c Ł c 1. c 1. e i !• c

8 6,50 15 7,83 2-2 8,34 29 8,99 40 9,76
9 6,80 16 7,92 23 8,50 30 9,07 42</2 9,89

10 7,01 17 8,01 24 8,50 32 9,23 45 10,1
11 7,23 18 8,10 25 8,54 34 9,40 47‘/2 10,1
12 7,38 19 8,20 26 8,72 36 9,53 50 10,3
13 7,57 20 8,26 27 8,76 38 9,67 55 10,3
14 7,65 21 8,31 28 8,91

K s z t a ł t ó w k i  I  sz e r o k o s t o p o w e  (Differdinger] .

liczba c Ł c 1. c 1. c 1. c

18 B 3,28 27 B 3,35 34 B 3,84 47‘AB 5,37 75 B 9,44
20 B 3,29 28 B 3,36 36 B 4,03 50 B 5,70 80 B 10,2
22 B 3,34 29 B 3,40 38 B 4,26 55 B 6,33 85 B 11,0
24 B 3,87 30 B 3,60 40 B 4,46 : 60 B 7,07 90 B 11,8
25 B 3,37 32 B 3,59 42>/,B 4,78 ! 65 B 7,83 95 B 12,7
26 B 3,37 45 B 5,06 70 B 8,63 100 B 13,6
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K s z t a ł t ó w k i  U  (norm. niern.).
liczba c 1. c 1. c 1. c 1. c

3 1,59 8 4,16 14 5,85 20 7,09 26 7,76
4 - 2,31 10 4,84 19 6,32 22 7,28 28 7,SS !
5 2,82 12 5,48 1S 6,73 24 7,57 30 7,90
6</a 3,50

Przykład. 1. W punkcie C leży na krokw i nachylonej do poziomu 
pod kątem  a=34° (rys. 161) p ła tew  drew niana. Odstęp w ięzarów  wynosi 
7 w, ciężar pionowy na w 2 dachu pochyłego i20 kg, odstęp p ła tw i lm .

Bys. 101.

W yznaczyć w ym iary  p ła tw i dla t= 8 0  kg/cni2. Siła działająca na m. b. 
k rokw i je s t q— 120 kg/m, w ięc m om ent najw iększy

3 / = - !  0,12.72=0,735 im =73500 kgcm,O
k ą t ot=34°, w ięc Mt = M d o st34°=73500X 0,829 =  60931 kgcm 

il/, =  Jfwst34°=735000 x0,559 =  41088 kgcm.

P rzyjm ijm y ^ -= 2 , to  c=2 , więc wedle 270):

bh2 Jtf, + 2 iV2 _ 60931 +  2.41088 
6 ~  80 ~  80 ’

'M 2=  =10733, a że y = 2 ,  więc ;<"=20766, 7>=27,5.

Przyjm ijm y więc 5=14 cm, 5= 28  cm.
Zbadajm y te raz  w  celu próby, jak ie  je s t natężenie najw iększe

w przekroju. W edle rów n. 268) otrzym am y natężenie w  punkcie T) (rys. 162).
60931.14 410S8.7 '  _ ,  , ,v = - ------------- 1--—-----------= < 7 ,41 kg/cm7.

^2 14 .283 ^ 2 8 .1 4 *

zatem  mniejsze, niż 80 kg/cm2, bośmy w ym iary  zaokrąglili w górę.
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2. Obliczyć p ła tew  z kształtów ki I, położonej na krokwi, nachylonej 
pod kątem  a, przyczem sł a=0,6. Długość p ła tw i niech będzie 6 m, ciężar 
jednosta jn ie  rozdzielony n a  ca łą  długość 1,650t, więc m om ent najw iększy

1,560.6=1,1026 i/?i=116250 kgcm.

3f, + cMW edle 270) je s t TF, =  -

i
M amy d a le j: 

s i* =  0,6, log sł »=9,77815, a= 3 0 °6 7 '5 0 "  
log 11=5,06540 log 37=5,06540 

łoydost *=9,93323 log w st *=9,71139 
log 3f, =4,99863 logU 2=4,77679
log Mt — 99685 log 3/2 =  59912

P rzyjm ijm y t= 8 0 0  kg/cm2, a  tym 
czasowo c=8 , to :

99685 +  8.59812W,-
800

=722,73 cni3.

Z tabl. w  §. 54 znajdujem y d la 
kształtów ki 1. 30, IF, =733,5 cm3.

•■^s. Przeliczm y teraz dokładniej. D la 
1. 30 je s t dokładnie c=8,60,

w ięc IF, =
99685 +  8,60.59812 ,— =709 cm3.

Kys. 162.

TF,=

800
A zatem  kształtów ka 1. 30 je s t 

za m ała. Przyj ąwszy 1. 32, o trzy
m am y c=8,85, w ięc:

99605 +  8,86.59812
800 -=787 cm3,

a  że dla 1. 32 je s t IF, =  873,8 cm2, w ięc kształtów ka 1. 32 je s t w y sta r
czająca.

Ale szerokostopowa kształtów ka 1. 28« je s t także w ystarczającą, 
bo IF, =734,2, a c=6,63, w ięc potrzebne:

99685 +  6,63x59812
1F,=

800
-=620,3 cm 3,

a  zatem  kształtów ka ta  je s t aż nad to  silną. Poniew aż kształtów ka ta  w aży  
61,94 kgjm  a  1. 32 69,85 kg/m, w ięc korzystniejszą je s t kształtów ka 1. 28 er.

§. 67. Dźwigary drewniane złożone.

Jeżeli obciążenie je s t  tak  wielkie, że wytrzym ałość jednej 
belki drewnianej o zwykłych wym iarach nie w ystarcza, w tedy 
kładziem y kilka belek jedna na drugiej (rys. 163 a).

Łatw o zrozumiemy, że belki te  położone jedne na drugiej 
uniosą sumę ciężarów, k tóreby uniosła każda belka z osobna.
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Jeżeli na belkę AB, podpartą, w dwu punktach, działają, 
siły, wtedy każda belka z osobna się ugnie tak, że przekroje, 
znajdujące się przed ugięciem w linii C, przesuną się po ugięciu 
(rys. 163 b). Jeżeli przesunięciu temu przeszkodzimy przez to, 
że wytniemy w belkach z ę b y  (n. Zahn, fr. dent, an. tooth, 
r. cyoT.) albo wetkniemy k l i n y ,  z a p ó r  k i  (n. Dilbel, fr. la clef 
d’assemblage, an. key, r. ramiib) w odpowiednie wycięcia, wtedy 
belki wszystkie razem wygną się, jak  gdyby były jedną belką 
(rys. 163c). Belki takie nazywamy d ź w i g a r a m i  z ł o ż o n y m i

więc M2 je st o wiele większe od Mu a dźwigary złożone mogą 
o wiele więcej unieść, niż belki jedna na drugiej położone bez 
połączenia.

Ponieważ jednak połączenie dźwigarów nie może być 
w praktyce tak dokładnem, aby dźwigary tworzyły jedną belkę, 
bo już ściśliwość drzewa i wżeranie się między włókna drzewa 
czelnego sprawia nadzwyczaj małe przesunięcie poziome, więc, 
aby uwzględnić zmniejszoną przez to wytrzymałość dźwigara 
złożonego, należy przyjąć mniejsze natężenie dopuszczalne, 
o czem poniżej mówić będziemy szczegółowo.

Połączyć belki możemy przez zazębienie albo zaklinowa
nie. Rozróżniamy więc dźwigary złożone z a z ę b i o n e  (n. ver
zahnter Balken, fr. poutre à crémaillères, an. indented beam 
(rys. 163 c) lub k l i n o w a n e  (n. verdübelter Balken, fr. la poutre 
à crémaillères, an. built beam wlth Iceys) (rys. 164). Jeżeli od-

(n. zusammengesetzter, gekuppelter 
P p. p . Balken, fr. poutre composé, a. built

beam, r. cnoacHan Banna). Jeżeli 
zważymy, że M  jest w prostym

mentowi M ,, a przy tern:

ZT B Jeżeli te belki połączymy klinami, 
Rys. 163. wtedy w przybliżeniu:

J/ćj: ilf =  (hj -j- h 2 J- ) “: h , ,
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1

A
rys. 165.

A

A"
■ i i i

-9- 4-"" 4 A

stęp belek dźwigara je st znaczny, nazywamy dźwigary k l o c 
k o w y m i  (n. Klotzeltrager) (rys. 165).

Często wyginają dźwigary zazębione przy wycinaniu zę
bów w górę, aby powiększyć wytrzymałość. W skutek sztucz
nego wygięcia bowiem powstaje w górnych włóknach ciągnienie,

a w dolnych ciśnienie, wskutek zaś 
Eys. 164. obciążenia przeciwnie w dolnych

włóknach ciągnienie, a w górnych 
ciśnienie, a stąd natężenie je st mniej - 
szem, niż w belkach pierwotnie
prostych; tego jednak w obliczeniach 
nie uwzględniamy.

Przy dźwigarach zazębionych 
muszą być zęby bardzo dokładnie wycięte, aby zęby jednej
belki wypełniały zupełnie wycięcia drugiej belki, gdyż inaczej
możliwem jest małe przesunięcie belek w kierunku poziomym, 
a wtedy belki nie działają już jako całość, jako dźwigar zło
żony, lecz każda belka osobno, przez co wytrzymałość znacznie 
się zmniejsza.

Jednak chociaż zęby są zupełnie dokładnie wykonane, to 
później wskutek zsychania i wżerania się drzewa nie zupełnie 
przystają. Przy dźwigarach klinowanych nie mamy tych nie
dogodności, kliny bowiem składają się z dwu części (rys. 166)
i dadzą się wbić tak daleko, że szczelnie wypełniają dziury, 
a w razie zeschnięcia się drzewa możemy je  pobić tak, że 
znów będą przystawały. Z drugiej strony 
jednak, jeżeli dźwigar podlega wielkim I Aj
wstrząśnieniom, kliny rozchełtują się, nie- . ' T I A °
dogodność tę możemy jednak usunąć w ten 1 f i  ' \
sposób, że zabijamy po dokładnem spoję- r  "1
niu belek gwoździe na cieńszych końcach |___  1
klinów. *

Wiemy, że moment oporu belki je st Rys- 16G-
proporcyonalnym do bh'\ a więc do wy
sokości w kwadratowym stosunku; ta więc belka ma większy 
moment oporu, której wysokość je st większą. Ponieważ zaś 
przy dźwigarze zazębionym tracimy na wysokości przez wy
cięcie zębów, a przy dźwigarze klinowanym przeciwnie zy
skujemy na wysokości wskutek odstępu między belkami, zatem
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korzystniej je st i z tego względu używać dźwigarów klino
wanych.

§. 68. Natężenie dopuszczalne.

Wspominaliśmy już, że dźwigara złożonego nie jesteśmy 
w stanie tak wykonać, aby belki nieco się nie przesunęły jedna 
względem drugiej, wskutek czego dźwigar złożony nie jest 
tak  wytrzymałym, jak  jednolity. Aby tę okoliczność uwzglę
dnić, musimy więc przy obliczaniu przekroju dźwigara złożo
nego przyjąć mniejsze natężenie dopuszczalne, n iż . dla belki 
jednolitej. Zachodzi teraz pytanie, o ile należy to natężenie 
dopuszczalne zmniej szyć.

W  r. 1691 ogłosił major inżynieryi Maurycy B o c k  spra
wozdanie *) o licznych doświadczeniach, robionych z drewnia
nymi dźwigarami złożonymi, które dały następne wyniki.

Doświadczenia rozpoczęto z dźwigarem złożonym z trzech 
belek i tylko ześrubowanym. Po obciążeniu nastąpiło jednak 
natychmiast przesunięcie belek i tak Avielkie ugięcie, że oka
zało się, że śruby wcale nie przyczyniły się do powiększenia 
wytrzymałości; przy obciążeniu bowiem belki ściskają się i wy
sokość ich zmniejsza się w ten sposób, że natężenie w śrubach 
spada do zera. Pomimo, że śruby były tak silnie naciągnięte, 
że wcisnęły się w drzewo o 5 mm, po obciążeniu stały się 
w środkowej zwłaszcza części dźwigara nietylko zupełnie luźne, 
ale można było jeszcze między podkładką a naśrubkiem wsta
wić blaszkę 5 do 10 mm  grubą. A zatem n a  t a r c i e ,  w y w o 
ł a n e  n a c i ą g n i ę c i e m  ś r u b ,  n i e  m o ż e m y  w c a l e  l i 
c z y ć  p r z y  d ź w i g a r a c h  z ł o ż o n y c h .

Doświadczenia dalsze robione z dźwigarami klinowanymi, 
zazębionymi i klockowymi wykazały, że dźwigary łamały się 
już  przy natężeniu 141 do 239 /cy/cm2, obliczonem z wzoru 
v J= M e, który, jak  wiadomo, ważnym jest jednak tylko do 
granicy sprężystości.

Dla porównania robiono próby z belkami pojedyńczemi, 
przyczem okazały one wytrzymałość 440 kgjcni2, a więc około 
2 razy większą.

*) Por. W ochenschrift des dsterr. Ing . u. Arch. Yer. 1891, s tr . 21.
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Na podstawie tych doświadczeń ogłosił prof. M e 1 a 11 *) 
teoryę złożonych dźwigarów drewnianych, którą tu  wyłożymy.

Ponieważ przecięte dla klinów lub zębów włókna skracają 
się wskutek ciśnienia podobnie, jak  i kliny, a to proporcyonal- 
nie do ciśnienia, i ponieważ wykonanie nie może być zupełnie 
dokładne, następuje małe przesunięcie włókien dwu belek są
siednich, co spowodowuje różnicę natężeń w tych włóknach Aa. 
Natężenia w danym przekroju dźwigara złożonego rozłożą się 
wtedy w sposób wskazany na rys. 167.

Natężenie w odstępie v od osi obojętnej je st w tedy: 
w średniej belce o — a v 
w skrajnych ai = a v —A < 

gdy v oznacza odstęp włókna danego od osi obojętnej, a a spół- 
czynnik, przedstawiający natężenie w odstępie v = l.

272)

Suma momentów sił zewnętrznych musi być równą sumie 
momentów sił w ew nętrznych*•*), a więc moment: 

r.7„* (*'/.*
iJ f= 2 \ ovclF+ 2 \  a, vdF, jeżeli 

Jo J*/,»
dF= bdv  oznacza element powierzchni. Wstawiwszy wartość za 
v z rów. 272), otrzymamy:

f*7,» r'i,h
M=  2 ab\ v2 dv— 2 b \  vAadv, czyli 

Jo Jv>

M=^2 a b 4-4* — % b A a ~ =  T\ a b h 3— Aabh2. . .273)
8 9

*) Por. W oclienschrift des osterr. Ing . n. Arcli. Yer. 1891, str. 46.
**) Por. §. 87.
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Nazwijmy teraz natężenie włókna skrajnego belki skrajnej
hs, to z drugiego równania 272) otrzymamy dla v =

ah  . , 2 (s-f der)
s *=  Aa, a stąd a = —h—j -— ~i

co wstawiwszy w 273), będziemy mieli:
Ti/»2 2

M  =  (s + d a) ~  - 1 Aa bh2 =  (3 s - d o).

Jeżeli nazwiemy s, największe natężenie o b l i c z o n e  

wedle zwykłego s0 = -^ -~ - (równ. 222), to bh2 ==~ ~ " )  00 w sta

wiwszy w poprzednie równanie, otrzymamy:

A f = * ( 3s —do), a stad 
18 s0

s0= s  — -jder. . . . . .  274)
Jeżeli dźwigar złożony składa się z dwóch belek, otrzy

mamy w ten sam sposób:
s0 = s — ^-der....................................  275)

Ogólnie możemy więc napisać:
s0 =  s — ó . A a , ...............................  276)

przyczem lub J- według tego, czy dźwigar składa się z 2
lub 3 belek.

Dalej przypuszcza Me 1 an  , że różnica natężenia Aa  jest 
proporcyonalną do ciśnienia z na kliny lub zęby, a zatem

d e r= /? z ,...................................... 277)
co jednakże tylko w przybliżeniu jest ważnem, bo przesunię
cia, powstałe wskutek niedokładnego wykonania nie są pro- 
porcyonalnemi do ciśnienia tak, że właściwie powinniśmy na
pisać dcr=/?0+/?z, gdzie /?„ i /? są ilości stałe. Ale że trudno 
ocenić, ja k  wielkie w praktyce może być /30, więc przypu
ściwszy bardzo staranną robotę, załóżmy #, =  0, więc der =  /?z. 

Możemy więc napisać zamiast równ. 276):
s0 =  s—/?<5z.....................................  278)

A więc wedle M e 1 a n a obliczać możemy dźwigary zło
żone jako dźwigary jednolite według zwykłych wzorów, jeżeli 
zamiast natężenia dopuszczalnego s przyjmiemy natężenie do
puszczalne mniejsze s0 wedle 278).

Na podstawie doświadczeń B o c k a  wyznaczył M e l a n  
dla rozmaitych dźwigarów złożonych spółczynniki /?, gdyż 
w każdym wypadku znanem było w chwili złamania s0, s, ó i z.
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M e l a n  otrzymał dla belek klinowanych /3=7,2 j
„ „ zazębionych /?=»4,6 j . 279)
„ „ klockowych /3—3,7 j

Ale powyższe wzory M e la  n a  nie były uzasadnione, bo 
gdyby były one prawdziwe, otrzymalibyśmy tak małe natęże
nie dopuszczalne, że użycie dźwigarów złożonych nie byłoby 
możliwe w praktyce, co się nie zgadza z rzeczywistością. 
Przyczyną tego jest, że równ. 278) odnosi się do chwili zła
mania, a nie może być wprost zastosowane do natężenia do
puszczalnego. Jeżeli natężenie dopuszczalne dla belek poje
dynczych nazwiemy t, a dla złożonych dźwigarów t, , ci
śnienie dopuszczalne na ząb %' a spółczynnik pewności dla 
ciągnienia n, względnie dla ciśnienia n', to

z„=-— <£=.£_ x’ =  S- , a z równ. 278)
" n n ri

n z0— m —(idn 'z ', zatem

t 0 =  z—3 ó —  %' . . . . . 280)n
Oprócz tego zwrócić należy uwagę, że M e l a n  wy zna czył 

/? z doświadczeń na złamanie na podstawie wzoru zwykłego, 
ważnego jednak tylko do granicy sprężystości. Po przekrocze
niu tej granicy rozdzielają się natężenia w przekroju zupełnie 
wedle innego prawa. Jeżeli więc chcemy korzystać z doświad
czeń na złamanie, musimy wyznaczyć natężenia, które powstają 
w chwili złamania i na tej podstawie wyznaczyć spółczynnik /?.

Granica sprężystości drzewa dla ciągnienia leży bardzo 
wysoko tak, że spada prawie ze spółczynnikiem wytrzymałości 
H, granica sprężystości zaś dla ciśnienia leży przy 130 do 
150 kg/cm2. Jeżeli to uwzględnimy, jakoteż i różnice w natę
żeniu A a włókien sąsiednich dwu belek, to natężenia rozłożą 
się w chwili złamania w dźwigarze złożonym wedle rys. 168.

Linia natężeń będzie tu  kilka razy łamaną. Linie natężeń 
poza granicą sprężystości cd i fg są naturalnie stromsze, niż 
inne. Ponieważ przekroje zostały osłabione przez wcięcie na 
kliny więc musimy to także uwzględnić i nie przyjmujemy 
w tych częściach przekroju żadnych natężeii.

Z warunku, że suma natężeń dodatnich i ujemnych musi 
być równą zeru, da się udowodnić*), że oś obojętna po prze-

*) P. art. au to ra : „P rzegląd Techniczny“ 1891, str. 20.
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kroczeniu granicy sprężystości znacznie się zniża (poniżej 
czwartej części wysokości). Z drugiego warunku, że moment 
sił zewnętrznych musi być równy momentowi sił wewnętrznych 
w  przekroju, otrzymaliśmy w przybliżeniu v, z którego wynika 

dla dźwigarów klinowanych /3== 2,1 
„ „ zazębionych 7?=1,5
„ „ klockowych fi = 1,1

Ponieważ to wyznaczenie nie było zupełnie dokładnem, 
przyj mi j my dla pewności:

dla dźwigarów klinowanych /?—3 1
„ ,, zazębionych /?=2,2 j . . 281)
„ „ klockowych /3—1,6 j

Teraz trzebaby jeszcze zbadać, jak  Avielkie możemy przy
jąć  z i z', względnie jaką przyjmiemy wartość dla n  i ri. Po
dobnie jak  dla nitów przyjmowaliśmy większe ciśnienia do
puszczalne na ściankę dziury *), niż w ogóle ciśnienie w pręcie, 
tak  i tu  możemy przyjąć mniejszy spółczynnik pewności dla 
ciśnienia na kliny, więc gdy n. p. w=4, możemy przyjąć « ' =  1,7,
zatem  =  0,425.n

Z S 77/̂  Z XOgólnie mamy: n' — , n = — , więc — = ----- 7, a zatemX X 77/ S X
Z Xz0= z - / 3 ó - y — z', czyli

T0 =  T( l _ / ? < 5 . - ^ j .........................  282)

Dla dźwigarów klinowanych możemy przyjąć s= 450  kglcm2, 
z =  120 kg/cm2 prostopadle do włókien, /3=3, więc z0 = z ( l—0,80<5). 

Dla dwu belek Avięc t 0= 0 ,8 0 t, dla trzech ^  =  0,737:. 283)
Dla dźwigarów zazębionych przyjmiemy: 

s = 4 5 0 kgjcm2, z —300kglcm2, § = 2,2, więc z0 =  z(  1—1,46D). 
Dla dwu belek więc r0 =  0,64 z, dla trzech z0 =  0,51 r. 284) 
Dla belek klockowych jest: s= 450  kg cm2, 2=300 kglcm2, 

/?—1 ,6, więc t0 =  t (1 —l,06d); zatem:
dla dwu belek będzie z0 =  0,74 z, dla trzech % =0,65 z. 285) 
Przy zastosowaniu tych wzorów należy przyjąć z', mamy

77/ Z 4  Z Zna mocy poprzedniego z' =  - 7 — t = ^ :— z, t / =2,35 — z, więc
77/ S ( S S

dla dźwigarów klinowanych t '  =  0,61t, dla dźwigarów zazębio
nych i klockowych podłużnych wypadałoby 7; '=  1,54 77 przyjmu

*) Por. §. SI.
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jem y jednak znacznie mniej, zwykle z ' =  0,8 -r, z  należy przy
jąć 80, 100, względnie 120 lcg\cm'i.

Z powyższego widzimy, że dźwigary złożone musimy obli
czać dla natężeń dopuszczalnych znacznie niższych, mianowi
cie niższych dla 2 belek o 20 do 36%, dla trzech belek o 17 
do 49°/0 tak, że korzyść z użycia dźwigarów złożonych, zwięk
szająca się w stosunku kAvadratowym do wysokości, staje się 
znów z tego powodu coraz m niejszą, im więcej belek do dźwi- 
garu używamy.

E  oz p o r z ą d z e n i e  a u s t r .  m i n .  k o l e i  z r. 190-i §. 8, 9. P rzy  
dźw igarach z drzewa, złożonych z dwu lub więcej belek (dźw igary kli
now ane lub zazębione) oblicza się m om ent oporu całego przekroju po
przecznego d źw ig a ru :

przy 2 belkach zazębionych tylko na 80%
n 3 „ >, „ „ 60%
„ 2 „ k linow anych „ „ 70%
'i 6 „ „ „ „ 50%

§. 69. Obliczenie przekroju dźwigaru złożonego.

1. D w i e  b e l k i .
Nazwijmy wysokość całego dźwigaru (rys. 169) A, wy

sokość i szerokość jednej belki h' i b, średnicę śruby d, wy
sokość klinów i klocków A,, zębów A2, odstęp między belkami 

to możemy napisać:
aj d la  d ź w i g a r u  k l i n o w a n e g o :  

/ = j r ( 6- d ) ( A * - V ) l
z I = \h M  J • 286)

Przyjmijmy A0 =  O,l h', to A=2A'  +  
+  A0 =  2,1 A', a stąd h' = 0 ,476A.

Przyj mij my" dalej tymczasowo: 
b =0 ,75h', A, ==0,3 A', d--=0,lb, 

to wstawiwszy te wartości w równ. 286), 
otrzym am y:

/=tV 0,9A  [A3- ( 0 ,3x0,476 A)3], a dalej
O

— A(AS—0,0029A3) = | AJ f ,  nareszcie:

li=2,66 \J~r- - • 287)
Jest to jednak tylko wartość przybli

żona ; po dokładnem obliczeniu klinów i śrub i wstawieniu dokład
nych wartości w równ. 286) otrzymamy dokładną wartość A. 

SU!yVa. 15



tylko b= h', otrzymamy

Jeżeli przyjmiemy wszystkie wartości jak  poprzednio,

I— ................................. 288)

Wogóle, jeżeli przyjmiemy szerokość blc razy większą, 

to wysokość h otrzymamy -r=- mniejszą.

b) D ź w i g a r  z a z ę b i o n y .
Tutaj mamy h = 2 h '— h2 (rys. 168c). Przyjąwszy 62 = 0 ,2 h', 

otrzymamy 6= 1 ,8  6 ', a stąd 6 ' =  0,5566, dalej gdy 6 = f 6 ' 
a <¿=0,16, otrzymamy zupełnie w ten sam sposób:

h - 8, 5 2 ^ / 1 ..............................

Dla b—h' otrzymamy podobnie:

h - 2 , 3 9 ^ ............................................................................

c) D ź w i g a r  k l o c k o w y .
Tutaj znów 6 = 2 6 ' +  /i0. Przyjm ijm y 60 = 0 ,4 6 ', to 6 = 2 ,46 ', 

więc 6 '= 0 ,417 h. Przyjm ijm y dalej 6= 0 ,756 ', 6 ^ 0 , 86 ', (¿=0,16, 
to trzym amy: 7 =  ^ 0 ,9 x 0 ,7 5 6 '[6 3—(0,8x0,417h)3]=0,0220564, 
więc t.0,0220564 =  -|-6 77, a stąd:

\ i= 2 ,8 S \J ~ .  . . . 291)

Dla 6 =  6 ' otrzymamy podobnie:

289)

290)

li=2,57 W -  ■ • •
292)

2. T r z y  b e l k i :
a) D ź w i g a r  k l i n o w a n y .  Jeżeli wy

miarów dźwigarów klinowanych (rys. 170) 
oznaczymy w ten sam sposób, co pierwej, 
otrzymamy podobnie:

/ =  ̂  (jb-d) [6 3- ( 6 ' +  6, +  6 ,)3 + 1
+  (6'  +  60- 61)3] . 293)

x I = \h M  I
Przyjąwszy tymczasowo, ja k  pierwej, 

6=0,756 ', 60=O ,16', otrzymamy 6 = 3 6 ' +  
+  2 6 0= 3 ,26 ', a stąd 6 '=0,313 6 . 

"Wstawiwszy te wartości w równanie 293), otrzymamy
~/M

7=0,01650 6 4, a stąd: h = 3 ,1 2 \j~- 294)
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295)

296)

297)

Dla 6 = 6 ' otrzymamy podobnie:

1 ,-3 ,88^ 1 . . . . . .

b) D ź w i g a r  z a z ę b i o n y .  Podobnie otrzymamy dla 
dźwigarów zazębionych dla tych samych przypuszczeń, co dla dwu 
belek, 6 =  3 6 '—2 62 =  2 ,66', stąd 6 '=0,385, 62 =  0,2h '=0,0776,

7=0,021666 4, a więc: k = 2 ,8 5 ^ — ...............................

Dla 6 = 6 ' otrzymamy podobnie:

b - i & s j j . ..............................

c) D ź w i g a r  k l o c k o w y .
Przyjmijmy, jak  pierwej, 6,5=0,46', 6 , = 0 ,8 6 ', to 6 =  3 6 ' +  

+ 2 6 0 =  3,86', a stąd 6 ' =  0,263 6. AVtedy otrzymamy dla 6= 0 ,756 ',

d= 0 ,1 6 , 7=0,0119864, z a ś h = 3 ,4 7 y /^ .  . . . . .  298)
3 I jr

Dla 6 =  6 ' otrzymamy: h = 3 ,1 5 y /--- ................................ 299)

Wzorów dla dźwigarów, składających się z czterech belek, 
nie podajemy, bo przy tak  wielkich wysokościach lepiej użyć 

belki bratowej, o której poniżej będziemy 
mówić. Dlatego też w praktyce nie uży
wamy dźwigarów złożonych z więcej be
lek, niż trzy.

Przykład. Obliczyć przekrój dźw igaru  zło
żonego dla m ostu tym czasowego (do 2 la t)  kolei 
głównej, dla którego najw . Jlf=7,636 łw.

Jeżeli dźw igar m a być k l i n o w a n y ,  to  
przyjm iem y wedle §. 68. d la  dźw igaru  dwubelko- 
wego t0= 0 ,8 .100= 80  kgjcmK O trzym am y zatem

3 /'
=2,66  y -

763600
80 =56,39 cm.dla 6 =  — h ' z równ.287)/i

a  s tąd  7i'=0,476x56,39=26,84 — 27,g
zaś ¿ = - j- .2 7  =  20cm. Przekrój ten  przedstaw iliśm y 
n a  rys. 171.

D okładnie o trzym am y: /= i ( 5 7 3 _ 9 ^ ^ 2 1 —2,0)=276696 cm*, e=28,5em ,

763600.28,5 _0 „ T , ,
wręc v = -  3.22320 = ( 8 - 7 ^ K

a  w ięc praw ie tyle. cośmy założyli.
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Jeżeli dźw igar m a być z a z ę b i o n y ,  a to  przyjm iem y dla
dźw igaru  dwubelkowego t0 = 0 ,64 .100=  64 kg/cm"1. O trzym am y zatem  dla

s- i

- I

7t'zrów n.289)6 = 2 ,5 2 1 / ^ ^ = 5 5 , 9 4  cm, a s tąd  7i'=0,566x55,94=82cm, 
\  64

32=22 cm. D okładnie otrzym am y (rys. 172):

/ = ~  (24-2 ,8) 563=831580 c m \la
700000 . 28 . . .  . ,

V1  331580 " f y ? *
zatem  praw ie tyle, cośmy założyli.

Rys. 172.

§. 70. Obliczenie klinów.

Kliny obliczamy wedle wzoru 191)
Q S \  . . . . . .a—— gdzie a oznacza siłę ścinającą po

ziomą w warstwie p p ' (rys. 120), S  mo
ment statyczny płaszczyzny p , p 2 m  zę 
względu na środek ciężkości przekroju O, 
a I  moment bezwładności przekroju.

Dla prostokąta otrzymaliśmy równ. 193), mianowicie siłę 
ścinająca poziomą w warstwie o v odległej od środka ciężkości

c Ś t 1 v l \(rys. 121)

Jeżeli przekrój składa się z dwu belek, to obliczyć mamy 
siłę ścinającą w środku wysokości, więc dla v = 0, jeżeli z trzech

belek v = R ,  co wstawiwszy w równ. 193) otrzymamy

dla v —0,

3 Q 
ff== 2 h  ’

Ogólnie możemy napisać a=

A  
6 ’

i  R
3 h  '

300)

przyczem p  oznacza pewien współczynnik, mianowicie dla dźwi
gara złożonego z dwu belek f ,  z trzech belek -f. Liczby te nie 
są dla dźwigarów klinowanych i klockowych zupełnie dokładne, 
ponieważ nie uwzględniliśmy tu-odstępów 60. Po dokładnieszem 
obliczeniu otrzymamy następne wartości dla p:

2 belki 3 belki
dźwigar zazębiony . . ¿¿ =  1,5 1,333

„ klinowany . . p =1,497 1,319 . . 301)
„ klockowy . . ¿¿=1,460 1,396
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a) O d s t ę p  k l i n ó w .
Nazwijmy szerokość klinów bi} głębokość wpięcia w. odle

głość klinów od środka do środka c, szerokość i wysokość belek 
b i h' (rys. 173), to ac siła ścinająca pozioma, działająca na 
długości c, wywołuje ciśnienie na powierzchnię mn wcięcia na 
klin, a zatem gdy %' oznacza natężenie dopuszczalne na ciśnie
nie na kliny prostopadłe do włókien, to

Qac= (i--c—bwx' , a stąd 

bliw %'
302)

Belka bowiem, starając się przesunąć po drugiej, ciśnie 
na powierzchnię m n , a ciśnienie to nie powinno wywołać więk
szego natężenia, niż ciśnienie dopuszczalne

Tarcia, wywołanego naciągnięciem śrub nie uwzględni
liśmy tu  wcale na podstawie doświadczeń B o c k a .  Ponieważ 
jednak przy małych ugięciach tarcie jeszcze działa, więc śruby 
dajemy tern gęstsze i grubsze, im większa siła poprzeczna Q, 
a więc niedaleko podpór, zaś rzadsze i cieńsze w pobliżu środka 
dźwigara.

Z równ. 302) wynika, źe jeżeli Avcięcie w je s t wszędzie 
jednakowe (zwykle m>=0,1 6 ' do 0,156') to c je st zmiennem, 
a mianowicie odwrotnie proporcyonalnem do siły poprzecznej Q, 
a więc przy podporach c będzie bardzo małe, a w środku 
wielkie. Aby wyznaczyć położenie klinów, postępujemy w na
stępny sposób. Obliczamy odlegośó c z rów. 302), dla rozmai
tych punktów belki (rys. 174), wystawiamy w tych punktach
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prostopadłe i odcinamy do góry i na dół po \  c. Końce prosto
padłych łączymy i otrzymamy dwie linie krzywe, których od
stęp pionowy w każdym punkcie je st równy obliczonej odle-

E ys. 174.

głości c. Nazwijmy c' odstęp klinów G i D, to jeżeliby c '= cu 
to  byłoby c '< c 2 i na odwrót, bierzemy więc c ,< c '< c 2 i wy
znaczamy wykreślnie odstępy klinów za pomocą przekątni pod 
45° i pionowych.

Jeżeliby przy podporach kliny wypadły zanadto blisko 
siebie, to przyjmujemy w równaniu 302) nieco większe w, przez 
co i c się powiększy, w środku belki zaś zmniejszamy w, aby 
c tak  bardzo się nie zmieniało.

Równanie 302) da się jeszcze inaczej napisać. Jeżeli wsta-
. . a n a  G3M  _ C3M

w im y w artość  dla h = C  G  , czyli h * = — —, h — — t j  w  row n.V rę X  % f i "

b lO % ' J \£
302), to otrzymamy c = — — --y, a gdy b=!ch', W —mli.

f.1 T  ł l

G3m Lk %' w M  n %' M OAQ,
- l T 7 i i - c ‘T F f  ' • • 308)

. ... C3m 2k 
je ś l i  (?! =  - - .

Wedle poprzedniego możemy przyjąć następne wartości:
X'

dźw igar k  C m  a  C, — Ą

w“ y {  1 1 42 0 .« 6  1,497 2,14 0,78 1,67

2  < E y {  I I  ° ’B56 jjB 2>47 i . «  2,86 ^

kawy { 1 | i  °'417 M 60 2>02 l-00 2-02 i ’,89
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i

3 belki

dźw igar k  C m ¡a 0, — C\ — C\

™ °y'{ 1 | s 3  O .« 3 M 19 I.«7 O.«3 M »

Sony{ 1 W°.386 !.333 I.93 1 .«  2.80 } $

kowyj 1 Ijl O.233 I,393 1.65 1,14 1,77

"We wzorze 303) oznacza M  największy moment, wedle 
którego oblicza się przekrój dźwigara, Q zaś je st zmiennem.

WJeźelibyśmy przyjęli stałe mianowicie 0,1 dla dźwiga

rów klinowanych a 0,2 dla zazębionych i klockowych, tobyśmy 
otrzymali

2 b e l k i  3 b e l k i
klin. zazęb, klock. klin . zazęb, klock.

c =  0,167 0,572 0,404 0,142 0,560 0 ,354^.

Z zestawienia powyższego widzimy, że odstęp klinów jest 
mniejszy, niż połowa odstępu klocków, który znów je st mniej
szy od odstępu zębów.

b) S z e r o k o ś ć  k l i n ó w .
Połączenie belek może być zniweczone także przez ścię

cie klinów. Siła pozioma działająca na klin je st oc — bwx'. Je 
żeli nazwiemy natężenie dopuszczalne klina na ścinanie równo
ległe do włókien t 2, to a c= bw z’ =  bbi x.l , a stąd

b, =  -  -w .    304)

Jeśli przyjmiemy natężenie na ścinanie dla klinów 
x2=‘10kgcm 2) to gdy t '= 5 0 , względnie 60kg/cm'2, 5, = 5 « ; 
lub 6 w.

Szerokość klocków ó ,, obliczamy w edług tego samego ró
wnania, ze względu na wyw rót zwykle jednak  bl m usim y przy
ją ć  większe.

c) N a j m n i e j s z y  o d s t ę p  k l i n ó w  l u b  z ę b ó w.  Siła 
ścinająca pozioma może zniszczyć połączenie belek także, ści
nając dźwigar w płaszczyźnie ep (rys. 173), jeżeli kliny lub
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zęby zbyt gęsto umieścimy. Aby to nie nastąpiło, musi być dla 
klinów pionowych ac = bwz' < r 2 (c — 6,) b, a stąd

C >  — W +  l)j 305)

Podobnie otrzym am y dla klinów pochyłych (rys. 175) 
i zębów z poAvodu, że tu  chodzi o ścinanie na długości fe = c 
oc — bwz'<^z2cb, a stąd :

c ; >—w ...................................... 306)

Jeżeli przyjmiemy natężenie dopuszczalne na ścinanie 
równoległe do włókien r .2 =  107cy/cm2, to gdy z' = 5 0 kgjcm"1, 
bi = ow ) otrzymamy więc dla klinów pionowych najmn c—lOw, 
dla zębów i klinów pochyłych c=5w>.

Jeśliby z równ. 302) lub 303) wypadło c mniejsze, niż tego 
wymaga równ. 305), to albo należałoby 6, zmniejszyć, a aby 
zapobiedz ścięciu klinów, uzbroić kliny blaszkami żelaznemi

2 do 4 mm  grubemi albo 
też użyć klinów ukoś
nych lub zębów, w któ
rym to razie znajduje za
stosowanie równ. 306). 
Ale cóż się stanie, gdy 

odstęp c, obliczony 
z równ. 302) lub 303), 
będzie jeszcze mniej
szym od najmn. c wedle 

306)? "Wtedy natężenie albo na ścinanie, albo na ciśnienie 
będzie większem od dopuszczalnego.

Zachodzi więc teraz pytanie, kiedy możemy zadość uczy
nić obu równaniom 303) i 306). Z obu tych równań otrzymamy :

w M  == z' , , t  _  C' 31
-  a stąd — < ^ - q - •z h' Q > x2 W, z = C 

<Z, li'
307)

A zatem, aby można było tak  urządzić kliny lub zęby, 
aby natężenia na ciśnienie i ścinanie nie przekraczały dozwolo

nej granicy, musi być 77 , a więc gdy np. r= 5 0 , t 2 =  10,
/i To

-=5.
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IMW stawiwszy w równ. 307) h' =  m k = m C \ l—  i wartość 
za <7), otrzymamy:

z __ Gl hm  3 < 1 M H  n  3lM H  „AQa
\ t e “ Ą V “ 5 F ’  •  - - 3 0 8 )

z2 fl
Spółczynnik C2 obliczyliśmy i zestawiliśmy wT powyższej 

tabliczce.
3 Im ? tDla danego obciążenia jest A /~ q F  stałe, C zależy od

nstroju dźwigara złożonego. A więc gdy C2 je st za małem, to 
trzeba się starać przez zmianę ustroju uzyskać C2 większe, 
więc użyć dźwigarów zazębionych raczej, niż klockowych lub 
klinowanych. Dla dźwigarów trzybelkowych je st C2 prawie 
takie samo, jak  dla dwubelkowych, dla belek klinowanych 
trochę większe, dla klockowych nieco mniejsze. Wysokość wcię
cia lub zęba w nie wchodzi wcale do równ. 307) lub 308), je st 
więc w tym względzie obojętna.

Jeżeli przyjmiemy obciążenie jednostajne ciągłe, to najw. 
M  =  ql'\ najw. Q—\ q l , więc:

t  =5 ~ 3 [U
 .

Z równania tego widzimy, że niemożność pogodzenia równ.
303) i 306) zdarzyć się może, gdy l i z są małe a q wielkie, 
a więc dla małych rozpiętości i małych natężeń dopuszczal
nych a dla wielkich obciążeń na m. bieżący dźwigani.

Wartości C2 dla dźwigarów klockowych są właściwie za 
małe, bo obliczone dla przypuszczenia bl — 0, co dla klocków 
je s t możliwe.

Przykład. D la dźw igara obliczonego w  §. G9. niecli będzie n a  pod
porze Q—3,6 i, obliczyć odstęp k linów  c, szerokość 6,.

W edle rów n. 302) m am y c = - lw '- Q
T uta j je s t ¿>=21 cm, 7i=69 cm, te= 3  cm, t= b 0 kg jcm 2, ¡1=1,497, 0=3500, 

21 . 59 . 3 . 50 
1,497.8500

50
Szerokość k lika  ó, o trzym am y z 304) i>, = — w  =  ̂ . 3 = 1 5  cm.

N ajm niejszy odstęp klinów  w ypada z równ. 305):
_  t'  50

— .!tf +  6, =  ^ 3 + 1 5 = 3 0  cm.

Gdybyśm y byli o trzym ali odstęp m niejszy niż 85,5 cm należałoby 

w  tem  m iejscu użyć k linu  pochyłego, dla którego najmn. c ^  ~  3= 15  cm.
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§. 71. Obliczenie śrub.

Na klin (rys. 176) działają ciśnienia a e —bwz', które two
rzą moment bwz' (A,— w) i wzbudzają oddziaływanie pionowe 
F i  Fj, działające w odstępie e. Dla równowagi musi być 
bivz'(k l — w) — Ve, a stąd:

v = = b w z ^   g i 0

e

Odstęp e zależy od punktów zaczepienia sił F, a te od 
rozkładu ciśnienia na górną i dolną podstawę klocka. Jeżeli 
powierzchnia natężenia ma kształt trójkąta, to e=ls bi , a wtedy

V = ^ S ( h 1- w ) .................................311)U,
Z równ. 311) widzimy, że jeżeli F  jest mniejszem, to e 

musi być większem i odwrotnie, a zatem, gdyby śruby nie 
były dostatecznie naciągnięte, to e może się powiększyć, przy- 
czem najw. e= bi . Tej skrajnej wartości nie może jednak przy
brać e, bo wtedy działałyby siły F, w krawędziach klina, co 
wywołałoby w tych krawędziach nieskończenie wielkie natę
żenia, a wskutek tego zgniecenie krawędzi.

Gdyby śrub nie było, belki przesunęłyby się poziomo, 
a klinyby się odwróciły, jak  to uwidoczniono na rys. 177. 
Temu zamierzonemu ruchowi mają przeszkadzać śruby. AYi-
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dzimy z rys. 178, że jeżeli na jeden klin przypada jedna śruba, 
bzu

to ciągnienie S — V =  (hl — w). Ponieważ nie chcemy do-

Rys. 177.

puścić zbyt wielkich ciśnień na kliny ani ich obrotu, więc
3 bzu *1  ̂ d^ tc

przyjmiemy więc S = — -— - (k{ — w) zi . —r— , jeżeli xio, 4

V
buoz'

\
.V

łs
Rys. 178.

oznacza natężenie dopuszczalne żelaza na ciągnienie, a d śre-
j  • - v a • d Łn 3bw z' .. .dnicę śruby. A więc —j — =  —-—  — (hr — w),

d = l , 9 5 ^ I - ( h i - w ) .

§. 72. Belki z różnego materyału.

312)

AY praktyce inżynierskiej zdarzają się nietylko wypadki 
użycia dźwigarów złożonych z tego samego materyału, lecz także 
zeskłady z kilku dźwigarów z różnych materyałów, połączonych
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w ten sposób, że ugięcie ich jest takie samo. Przykładem ta 
kiego ustroju są dźwigary żelbetowe, których jednak, oblicze
nie je st przedmiotem odrębnego podręcznika „Teorya żelbetu“ *). 
Prócz tego mamy czasem - zeskłady złożone z drzewa i żelaza. 
Na rysunku 179 widzimy np. dwie belki drewniane i żelazną 

kształtówkę I. Nie są one tak  połączone, 
aby stanowiły j edną całość, mogą się mia
nowicie jedna względem drugiej przesu
wać, ale ugięcie ich musi być takie samo.

Jeżeli moment sił zewnętrznych na
zwiemy M, to rozdziela on się na obie 
belki drewniane, (które tu  będziemy uwa
żać za jedną) i na żelazną. Z momentu 
tego niech przypada Mi na drewnianą, 
M2 na żelazną.

Z powodu, że promień krzywizny 
linii ugięcia r  je st ten sam, możemy napisać:

dla belki drewnianej E { /, = M i r

Rys. 179.

żelaznej E iLi  2 ' -M2r.
Z równań tych wynika z uwzględnieniem, że M = M l +  J /,

' Ą3If

31,

E ,  I t + E 2 I 2  

E | 1-2 31•r
313)

E ,  I i + E 2 I 2

Belkę drewnianą obliczamy teraz w zwykły sposób wedle 
momentu Mu żelazną wedle momentu Al2. Jeżeli m ateryał ma 
być wyzyskanym, to powinno równocześnie w belce drewnia
nej być natężenie dopuszczalne %i) w belce żelaznej x2. A  że

xi Jj =  My ej i t 2 I2 =  M2 e2, więc = gi
A

stad

a wedle 313) ^  =  E ' ^

więc

M2
I \ gj Ii =  Ą  ą  

E 212 e2 /, E 2 e2 ’

ey „  Ti A  
e2 x2 E i

zatem :

314)

*) Lwów, 1915.
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Jeżeli przekroje są symetryczne, to e, =  , e2=^~- więc:
A A

A, _  E., T,
A2 E s t 2

Dla żelaza możemy przyjąć E i =2150000 kg ¡cm2, dla drzewa 
E\ =110000 kg ¡cm2, to powinno być:

A, 2150000 r, _ t,
110000 Tt '

Jeżeli przyjmiemy np. = 8 0  kg ¡cm2, x.i -=1000 kg ¡cm2, to

a więc wysokość belki drewnianej ma być 1,56 razy większą, 
niż żelaznej. Jeżeli stosunek wysokości jest inny, to jedna 
belka nie będzie wyzyskaną i będzie pracować poniżej natę
żenia dopuszczalnego.

Przykład. Niech będzie hl =  28 cm, ¿>, =  24c»!, 7i2= 1 9 c » i (rys. 179) 
1=7,7 cm. W yznaczyć wielkość obciążenia n a  jednostkę długości, jeżeli 
^ = 8 0 , Tj=1000 kg/cm2.

h 28
T u je s t —i  ==—.= 1 ^ 7 , w ięc wysokość belki drew nianej je s t nieco /¿2 U

za m ała, belka d rew niana nie będzie więc zupełnie w yzyskaną.

~12Tu je s t / 1= i 2 4 . 2 8 3=43904 cm 1, J2 1763 c m *, więc wedle 313):

110000.43904 482944
1 110000.43904 +  2160000.1763 861989 ’

4/2=0,41 M.
Dalej, m am y 4/=-^- q 7,7!=7,412 qłm  =  74113 q kgem.O
W ięc il/i =0,56.74113 2=41503 g, ||= = 82610g  kgem.

28
Zatem  80.43904=41503 5 . = - ,  stąd  ę=G05 kgjia. b.

Ci

W edle belki żelaznej licząc, o trzym alibyśm y 1000.185,6=33610ę, stąd  
5=554 kg/m . b.

Z ty ch  dw u w artości zatrzym ujem y m niejszą, belka drew niana nie 
będzie w ięc zupełnie w yzyskaną, m ianow icie będzie:

v = | |g .  80=73,8 kg/cm*.

To samo otrzym am y z w zoru:

' v . — . 24 . 283=41503X 6,54X H

v^ 5 0 3 . 5 , 5 4 . 1 4 ,. 1 2 = 7 3 W r o ł .
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§. 73. Równanie linii ugięcia i ugięcie belki.

L i n i ą  u g i ę c i a  (n. Biegungslinie, fr. élastique, r; ramin 
H3rH6a) nazywamy ugiętą oś belki, jak  to wiemy z §. 37. 
Równanie je j otrzymać możemy łatwo z równania 145) E I= M r, 
które jednak ważne je st tylko do granicy sprężystości.

Promień krzywizny dowolnej krzywej da się, jak  wiemy, 
wyrazić równaniem:

m ± m ł
r d 2y d*y

d x 2 d x 2
W  praktyce belki uginają się bardzo mało, linia ugięcia jest

C$AJ
więc bardzo płaską, tak  ź e - ^  =  sit/> jest bardzo m ałą, więc 
( d u \2 w stosunku do 1 jest tak  małą liczbą, źe możemy ją

opuścić; otrzymamy więc r = -Ł - , albo gdy będziemy liczyć
d y
dx'1

+ y  w kierunku z góry na dół,
1

d'ly '
dx~

"Wstawiwszy to w równanie 145), otrzymamy
d 2y 31 „ 1 F .

■EP— n s > ....................... 315)
równanie różniczkowe linii ugięcia, w którem moment zgina- 
nający M  wyrazić musimy jako funkcyę x.

7/Równanie to możemy napisać E I - j ^ = —M. . . 316)

Różniczkując to równanie otrzymamy: 
rd 3y _  dM  

dx3 dx— m ^ - Q .  ■ • • • 317)

a potem E I~ j~  = —  318)(Ł2j CICC
Niecb na belkę A B  (rys. 180) o stałym przekroju działa

Pb Paw E  siła P, to według równania 6) 0 , = — , 0 2= -y -. MomentL L
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PbxM  w punkcie F  dla x <  a będzie M = Oi x =  

równania 315)
/7 2 nt P/i n*

■, a s tą d :

Pbx2

, zatem na mocy

Pbx

dy = s t  go

^  = _ ._______

dx2 E i l
PbPb r

dx ~~T E i l  y — ' 2 E i l
Dia x —0 otrzymamy st <p0 =  C, więc 

dy Pbx2
dx

xdx-\- C= C.

+  st cp0
2 E I I  '

Analogicznie mamy dla części belki EB a) 
dy Pax. 2 , ,

^ “ " 2 95 °'
Całkujmy óba równania raz jeszcze, a otrzymamy

Pbx* ,
— e m

dla części A E  

E B y-
Pax.
6 E U +x.i <P'o (

b)

Q,
v~—a -

\P
l

■ i ~"F"
u & J r  i*

— r y i ^ - ^ 3  
_____ — ■-jf-JCy-y

Rys. ISO.

Nie dodajemy tu  ilości stałej (7,, bo dla a;=0 i x1 = 0  je st 
y = 0, więc Cj == 0.

Rzędną y linii ugięcia nazywamy u g i ę c i e m  (n. Durch
biegung).

W  celu wyznaczenia niewiadomych st cp0 i st (p\ ustawmy 
równania a) i b) dla punktu E. Otrzymamy wtedy 

Pba1 .■ (  Pab2
St 9! =  — 0^7-7  +  SW ° =  — ̂  ~

E E '—y l --

2 E U  
Pba2 +  a st <p0

2 JF/Z 
Pab3

+  st ęp/ 0j ,

+  &st (p'0.G E Il  1 GE I I
Z obu tych równań otrzymamy

st(p0 =  6 5 n ( a + 2 &) i stgp'0= ^ ^ ( 2 o + 5 )  J c)
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"Wstawiwszy te wartości w b), otrzymamy
Phr

dla A E  =  +

„ E B  y = g ^ z[ a ( 2 a + ó ) - V ] j

Dla punktu E  otrzymamy dla x = a, względnie
P a2!)2

319)

320)
5V 3 E l i

Nie je st to jednak największa rzędna. Największa je s t 
tam, gdzie styczna pozioma.

Jeżeli a = b , więc gdy s i ł a  P  d z i a ł a  w ś r o d k u ,  będzie 
najw iększe ugięcie y  czyli s t r z a ł k a  u g i ę c i a  (n. Biegungs- 
pfeil, fr. flèche de flexion, r. crpłuiKa).

PI3 PI3
t==4 8 E l = 0?0308e T '  ‘ : ' ' 321)

Jeżeli belka jest o b c i ą ż o n a  n a  c a ł e j  d ł u g o ś c i  c i ę 
ż a r e m  j e d n o s t a j n i e  r o z ł o ż o n y m  (rys. 181), to według 
równ. 19)

- , ,, • d 2y I q x ( l—x) q .
M = ± q x ( l-x ) ,  w ię c e j - =  ~  e T ~ ~ = ~ ~ 2 E IX '̂

Scałkujmy to równanie, 
a otrzymamy

d y  g (  fa2 s 8 A
B  d x ~  2 E I \ 2  8 ) ’

Os c}t “

I I I W... i '-1!1 . i  '

___
 I

a po drugiem scałkowaniu

E ys. 181.
y- q flx 3 r+  Ox+ O2 E I\G  12 

Dla x —0 jest y = 0 , więc
C  = 0 ; dla x —l jest y = 0, więc

 ̂ +  Cl—0, a stąd C=

J

6 12 
dy =
dx 2 E Ï  

q ( x ’* lx3 lsx
■6” "Ï2"

l 3
1 2 ’ W1?C

? /  lx2 x 3 l3 \
f j { — T + 3"+ 12J '

h qx (x3—2 l x 2+ P ) .

322)

323)
2N I\1 2  6 1 12 ;  24E I'

Ponieważ obciążenie je st symetrycznem, więc naj. y = f  
będzie w środku belki, tam też styczna będzie poziomą. W stawmy

l , P 5 ql*
X1 f c ’ a Z ży m am y  f = ^  A _. 324)
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l q llPonieważ dla x — - wedle 143) 1 1= Mc =  - e, to gdyo
h qP 2 t I

• ~ 2 ’ " 5 '  Wię°
5 16 t /  l 2 5 t72

384 7i E l  2 l E h .............................  ’
Jeżeli l będziemy liczyć w m  a resztę w cm, to

w ir j a gdy dla żelaza 17=2150000,24 E h  ’ 6 J ’

/«= 0 , 0 0 0 9 7 ^ ...............................  326)

przyczem f  i h liczyć należy w cm, % w kg ¡cm2, l tv mm.
Przykład. Niech będzie 1=6 jm, q= 500kg/m . t= 1000  kgjcm'1, to

■3/=-J-0,5.62=2,25 im=225000 kg cm, więc:

J_- =225. Z atem  przyjm iem y kształtów kę I  20, dla której — =243.
• ' e

W edle 324) / = J 4 X <”"=16,2  mm.

W edle 326) / = 0 , 00007 - ^ - ? ® = l , 7 4  ««=17,4 mm.

Eóżnica pow stała stąd, że dla ksżtałtów ki 20 je s t t  mniejsze, niż 1000.

W zory powyższe stosują się. do belek o przekroju stałym. 
Jeżeli przekrój jest z m i e n n y m ,  a przypuścimy, że moment 
bezwładności zmienia się wedle paraboli, to

i , ą  i i y i L ,. . . . . .  327)

jeżeli Jj oznacza moment bezwładności w środku belki.

Zatem —  'lQX 'l~~X} - ___ g ^ l —a;)!2  g r~
dxl E l  8 E I ,x { l—x) 8 E l /

Stąd otrzymamy ~  X

Dla ^ = 2“ , W x - ° ~ - W w Ą k + C '
qls

. c  -* >

dy  _  qV , , ,  Ql * -  ql1 ( l A  £?9RA
dx 8 E I X + ~IGEI, S E  Ii \  2 ) '  ' 1 }

o l  ̂  ( lx x '“\
Scałkowawszy raz jeszcze, otrzymamy y  = g j£ 7:~ ( w — o ) O. ■

Statyka. 16
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Dla 2= 0, y = O, więc C i=0, zatem

S M  d l.  * 4 ,  ( - ^ 4 = ^ 5- -0 ,0 X 6 6 M . ,  330)

W  rzeczywistości przekrój nie zmienia się tak  bardzo, za
tem ugięcie będzie miało wartość między

384 = 7 6 ^ ^ 0,013 a 64=0>0156 fi"/
Dla belek blaszanych lub kratowych równoległych mo

żemy zatem przyjąć w przybliżeniu

s - k f h ~ a m 3 w  3311
Podobnie otrzymamy, gdy P  działa w ś r o d k u  belki, dla

PPprzekroju stałego wedle 321) f — 0,0208 — ^ ; dla przekroju zmien

nego zaś, jeżeli natężenie dopuszczalne z i wysokość h są stałe *)
pi 3

f=  0,0312   332)
Jb /j

a gdy przytem i wysokość jest zmienna
pi 3

/■= 0,0416 4 4 ..................................  333)
Jb 1j

  329)

§. 74. Ugięcie belki jednym końcem utwierdzonej.

"Wiemy, że moment M  w punkcie C (rys. 182) belki o sta
łym przekroju jednym końcem utwierdzonej, a na drugim cię

żarem P  obciążonej, da się wy
razić według równ. 29) 

M = - P { l - x ) .
A więc według równ. 315) bę-K

p  .....  ̂ -
C

T ^ T 1------ , . W y  P ( l - x )  . ,
n w  =  e i  » a sfcąd ofcrzy"

Rys- 182- dy P  „ x 2 _

P  /&* z 3 , \
a wreszcie 2/= = ^ j I ~  ~q +  Cx +  G\ J •

*) P. E e s a l :  C onstructions m etalliąues, s tr. 554.
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Ponieważ dla z = 0  jest y =O i =  ^ iąc  C ,= 0  i ¿7=0,
T> / ] v - 2  x 3 .  P v 2

a zatem , - g  (—  y ) -  . . .  334)

Ponieważ y  rośnie wraz z z, więc najw. y = f  będzie dla
1 PI3 PI2x= l, a mianowicie f^= — —— =  0,333 -==-........................  335)O ii 1  . ii  1

Dla przekroju zmiennego o stałej wysokości otrzymamy
Pis

wedle B e s a l a  ¿ = 0 ,5 -yy:, . . . . . .  336)
p p

a dla zmiennej wysokości ¿=0,667-=-^-.................................  337)
i

Jeżeli belka A B  (rys. 183)
l  ....... ....... ” "*■ H obciążona je s t z u p e ł n i e

, c i ę ż a r e m  j e d n o s t a j n y m  
| q, to moment w punkcie C  

będzie M ——\ q ( l —z)2, więc

według 3 1 5 ) g _  f a d r - * ) ' ,  

a stąd otrzymamy j g  =  Z®f+ -g- + CJ, a wreszcie

q ( t z *  t.x° x* 
y - 2 E l ( ~ 2  !2 +  Cx+

duBównież dla z = 0  je s t y = 0 i — =  0, więc ¿7 = ¿ 7 ,=  ¿7,CLCO
y 2

a zatem (612- 4 1 x + x 2) ........................... 338)
« 4  Ju 1

Ponieważ y  wzrasta wraz z x, więc najw. y = f  będzie dla
1 (i l 4x= l, a zatem f= -rr  ............................................ 339)
8 E l  ’

Dla przekroju zmiennego o stałej wysokości otrzymamy
1 aP

wedle B e s a l a  ¿ = - - 4 —.......................................... 340)4 E I X ’
1 qPa dla zmiennej wysokości ¿=-jr--=-=-......................................... 341)A jfcij

Jako belki jednym końcem utwierdzone obliczamy schody, 
wsporniki, mosty obrotowe i t. d.
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§. 75. Belka jednym końcem wmurowana, a w drugim podparta.

Tam, gdzie prawidła statyki nie wystarczają do wyzna
czenia oddziaływań, n. p. przy b e l c e  j e d n y m  k o ń c e m  
u t w i e r d z o n e j  a w d r u g i m  p o d p a r t e j  (n. der an einem 
Ende eingespannte, am andren  frei aufliegende Träger, fr. 
poutre encastrée à une extrémité et libre à l’autre, an. beam 
fixed at on end and supported at the other) używamy równa
nia linii ugięcia do wyznaczenia oddziaływań, jak  to zaraz 
okażemy.

Na belkę taką A B  (rys. 184) działa ciężar P  w odległości 
a  od A. Zastanówmy się najprzód nad częścią belki AE. Na-

zwijmy M0 moment w punkcie A, gdzie belka jest utwierdzoną, 
to dla punktu O będzie M<= M0 Ą-Oi x, a więc według równ. 315)

R ys. 184,

nareszcie

Dla długości EB, t. j., gdy x> a, otrzymamy 
M = M 0 d-OjZ—P(x—a) = M0 + (Ol —P)x + Pa,

a więc d J  =  ~  E l  fi¥° + ( ° \ —p )x+ Pal  a SM



-  245 -

ĆLV 1
=  — * +  (Oi — p ) ~2 +  -£te+  U,],

1  2 3
nareszcie y ~ —— \{M64- Pa) + ( 0 j —P)-|-H -Ci z +  D'i].. -

Dalej mamy y = 0  dla a:=0 i x= l, ;w = 0  dla *= 0 . Ugięcie

w punkcie (7 i s tyczną, więc — , otrzymać musimy z obu
f d/u

równań dla y  i — te same; ze względu na ogólne warunki

równowagi musi być też P =  O, +  0 2 i Oj Z +  M0 — P (l—a)= 0 . 
Mamy więc 7 równań, z których wyznaczymy 4 stałe ilości C> 
C', Ct i C", i 3 niewiadome Jf0, O, i 0 2. Ostatecznie otrzymamy

P/T 2 P/,2
P = 0 , £ = 0 ,  1̂ =  - ^  , ^ 1 =  f  ,

2 Z3—a2 (31—a) n a 2 (3 Z—a)
~  7 2~P ’ ° 2 - ^   2 P ” ' '

M0 =  —P a — - R) - • • • • 342)

Jeżeli te wartości wstawimy w równaniu dla y, otrzy
mamy dla długości J P

y = i ^ ^ 3 al (2 P - a { | i - a } ) - x ( 2 D - a 2 {31 - a } ) ]

dla długości E B  343)

y = i ^ p  [(B i— a) x 2—31 (31 -  a) x 2 + G l2 x - 2 a l 3]

Ó /łłNajwiększe ugięcie znajdziemy, gdzie ^“ = 0, to je st dla

’ ' - ‘ i 1- V s S ) '  3M)
a wstawiwszy tę wartość w równ. 343), otrzymamy

P a '2 „  * i  l i —af= :g e : .........................  345)
Moment w punkcie E  będzie

+  Oi P a 2 . . . 346)

W  punkcie F, gdzie i¥ = 0 , linia ugięcia ma punkt zwrotny, 

bo —~ —0. Ponieważ J i= d /0 +  O, ar, więc ilf0 +  O, c= 0 , a stąd
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M0 212— a (31—a)
O i 2Z3—a 2(3Z—a)

I

al

Gdy ciężar je st w środku, więc a = t t«  otrzymamy

0 i =  02 =  ^ P ,  3I0 =  — ~  P I,

a moment w E

Największe ugięcie dla xx =  0,5331 jest

f = 1 PI3 1 P ls
48y/~bE l 107,3 E l ’

3

0-00932
PP
E l

347)

348)

349)

350)

351)a  punkt zwrotny F  dla c = j j l ...............................

Jeżeli zaś belka A B  je s t o b c i ą ż o n a  z u p e ł n i e  c ię 
ż a r e m  j e d n o s t a j n y m  q (rys. 185), to otrzymamy moment 
M  w punkcie C  M = 0 2x — -§■ qx2,

Rys. 185.

ćL̂ y 1więc według równ. 315) =  — —  (02x— |  qx2),

a więc

a nareszcie

<0jŁ
dx

1 /O as 2 gx* A
'P 7 \  2 6 / ’

+  CSs-ł-
1 /  0.Lx 3 qxh 

y==~ E I \Q ~ ~ lŁ A
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Dla x= 0  jest y = O, więc (7,= O,
O l 3 q l k„ x=  l „ y = O, więc —| ------^ + C I= 0 ,  zatem

C= 4 0 2l2-  ql3
24

-1-̂ 1 • n , dy ^ D,Z2 ql3 , sy r.Dalej mamy dla x — l, — =  O, więc — -g— ¡ - < 7 = 0 ,

a wstawiwszy wartość za P, otrzymamy 0 2 =  -w- <jl ■ • 352)O
ql$

a (7=—-^g. Możemy więc napisać

= i , ^ - + e - 3 .x > ) .  353, 

ó/u
Największe ugięcie będzie dla xi , dla którego ^  =  O,

więc dla x t =0,4*21251 ................................ 354)
W stawiwszy tę wartość w 353) otrzymamy w przybliżeniu

f " ® f r - 0’0054m -  ■ ■ • ■ 366)
Momenty otrzymamy z równania

11/= 0 2x—i  qx2 =  •§- ęlz — qx2, ...................  356)

więc dla x = l  M0 =  — g ^ 2 .................................  357)

Największy moment dodatni jest dla x2, gdzie ̂ ^  =  0, więc
CIX

l q l—qx2=0, zatem x2 =  |-Z, a wstawiwszy to w 356, otrzymamy 

najw. 4- M = j|g (il2 . . . . .  358)

Punkt zwrotny je st dla i)/=0, więc \q lx3 —\q x22= 0 , stąd
3
4

x 3= * l    359)

§. 76. Belka obu końcami poziomo utwierdzona.

Gdy na belkę o stałym przekroju o b u  k o ń c a m i  po
z i o m o  u t w i e r d z o n ą  (n. der an beiden Enden eingespannte 
Träger, fr. poutre encastrée aux deux extrémités, a. beam fixed at



both ends) A B  (lys. 186) działa ciężar P  w punkcie E, powstają 
w A  i B  momenty, które nazwijmy Di, i Mv  W  dowolnym

punkcie O będzie moment M, .przyczem. jeżeli x<ct.
M =  il/j +  O,x, jeżeli x>  a, M = M t +  O,a; — P  {x—a). 
A. zatem otrzymamy według równ. 315) dla x <  a 

d'ly  1 ,
dx* E I ^ X+ i h
dij
dx

1 /w  , 0 i* J
"P J ( i X +  2

■cy,

dy
dx

Dla a:=0 jest ,J dx
naniach to samo, więc 

O, a 2 - O.,
Mxa+  y = i , / i a + “i S  2

Dla x = lt - -
1 da:

1 O. a:2 Pa;2 .
= -  e i  (M^ +  2— r ^ i j f *  ^  }> y

^  =0, więc 0 = 0 ; dla 5= a jest ^ - w  obu rów-da;

O, a 2 - O, a 2 P a 2 _ , _ ,' xr ~ ' - +  Po +Oj ,  a stąd O, Pad
" 2T'

0, więc

2 M2l— Pa2—2 Pal A PI2 -  O / 2. . . . 360)
Wstawiwszy wartość za O i O,, całkujmy jeszcze równanie

dy 1 /il/.a ;2 0 ,a;s \
dla a otrzymamy dla a :< a , y =  — ^ . 1  — 4 - —4- O J,
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dla x> a, y =  — 1 f' alf, a;2 , 0,a4 Px3 , Paz2 Pa2x
p p > 2 1 6 6 +  2 2 4<?

' • )
Dla x= 0  je st y = 0 , więc O —0; dla x —a je st y  to sarno

r . • Pa^w obu równaniach, więc (7, '  =  ; nareszcie dla x =  Z je st

y = 0 więc
3 J)i,Z2= 3  PaH—3 P aP + P P —Oil3—PaB . . 361)

W  równaniach 360) i 361) mamy dwie niewiadome lf ,  i O,, 
które możemy obliczyć. Otrzymamy więc

O, P lz — 3 PaH +  2 P a 3 P a , 2 (l+ 2a)
Z3

& analogicznie otrzymamy

O,

1?
. 362)

.P a i l + ‘2̂ )  . . . . .  363)

Wstawiwszy wartość za Ó, w 360), otrzymamy

•“ •i p

a  analogicznie M2 =  — —p 3'

Podstawiwszy te wartości w równanie dla y, otrzymamy

364)

P/7 2 *2
dla x <  a, y =  (3 aZ — {Z 4  2o) a:),

dla z
p r s r

> a ' 6 p /z 3[ ~  (z +  2 a) « i2a; +

i4  3 aa ,2IĄ- xl3-  3aP-\-
3 a 2Z! a 8Z3l

. 365)

: ar
dvNajwiększe ugięcie będzie da xu  gdzie — = 0, .więc

2 al , . .  2 P a , 2a 3
*' 7  Z4 2 « ’ a J 1 3 E l  (1 4- 2a) 2 ‘ '

Momenty otrzymamy według równań 
dla x <  a

366)

31 -
P aa f 2 Pat 2 (Z 4- 2a) x Pa,

Z2 4

31-

P
dla x >  a 

P aa , 2 , P a ,2(Z4  2a)a; 
+  -  -73  —

=  —D- [(Z-ł-2a)z — al], 367)

Z2
P{x—a)



-  250 —

= y3 {(l + 2a)cii2x — a l  — l 3x + als) . . 368)

Największy moment dodatni otrzymamy dla x= a , a więc
2 P a 2a , 2najw  ( +  M) =  — p - 1- . . . .  369)

Punkty zwrotne otrzymamy dla x — c i x =  c,, gdzie 
31 = 0, więc

clL o -p 2 a ,  q'7a\c = .......ń—, c ,=  —  „ z . . . .  3iO)
l  Ą- Q CL d  - j -  3  d  ^

G d y  c i ę ż a r  P  d z i a ł a  w ś r o d k u ,  więc a = - ^ = a il  

otrzymamy z równania 365)

 S71>
Największe ugięcie będzie dla x =~!y, więc 

1 P I3 P I 3

f 4 ¥ r f 0’f |  • • • • 372)
Dla przekroju -zmiennego a stałego i  i h otrzymamy we-

p ]  3

dle Resala f=  0,0078— .................  373)
Ł 1 \

PI3
dla zmiennego zaś h f=  0,0104  ................................ 374)Łl^

Dalej otrzymamy z równania 364)

M l = _ ę  =  3I2   375)

a z równania 368) j¥ = - ^ - ( 4 z — Z ) .................................  376)O

Największy moment je st dla x = ~ ,  więc

n a j w M  =  +  i 1 ................................ 377)

Punkt zwrotny j est w punkcie , gdzie M  == 0 , więc dla 
Z

C _  4 '
Jeżeli belka A B  (rys. 187) jest obciążoną z u p e ł n i e  c i ę 

ż a r e m  j e d n o s t k o w y m  q , to z powodu symetryi będzie
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0 , =  0 2= y r ,  a moment w punkcie C będzie
Ci

j r - j f .  +  ę
"Więc według równ. 315) będzie

dhj  ___ 1
dxl

' dy ~ = ~ - ( M x J t exd E r  1 4
dy

qvi 
...2 ‘

qlx qx‘‘ 
2“ )■

gar
T + 0)

Dla z = 0  je st -y- — O, więc ¿7=0, dalej dla z =  Z jest

dy-y- — O, więc 31, Z +  -CLX
ql3 ~-g- = 0, a stąd

378)

— Ci ---

iii
l i i ! ^

Rys. 187.

Wstawiwszy wartości, otrzymamy więc
d y =  _  J L / _ 1  
eZz M  M

1 /  gZ2z 2 ęlxs qx4 qx2

qx
"6

j ,  a stąd

P A  24
Z

q x 2(l—x )2 
=~  24 E l

Największe ugięcie jest dla x==~2  ̂ więc

f  =  =  o 0026 —
1 3S4EI U,UU'°  E l

379)

380)

Dla zmiennego przeki-oju a stałego z i h otrzymamy po-

0 ,0 0 5 4 - ^ ....................................381)dobnie f = E l, 1

a dla zmiennego h f=  0,0090 T i
El, 382)
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Moment otrzymamy z równania

a r =  -  i  g z2+  I f  -  (6  l x - 6 * 2- Ż 2),

a więc najw. M  je st dla x=  ^~, stąd

11 aj w +  31 =  +  ̂ 7 q 12..............................  388)

Punkty zwrotne, są dla M  =  O, więc dla c =  0,2118 Z 
i ^  =0,7887 Z. Jeżeli przekrój wzrasta ku podporom, to zmniej
sza się przez to moment w środku, a wzrasta na podporach *).

I  1 2̂
I  tak, jeżeli - • =  - 5 - ,  to na/w .+  ilf=0,0279 gZ2=-o£-5- , zaś

o — ~— OOjO

ilij =  _  —0,0979 7 Z2. . . . 381)

Jako belki obu końcami utwierdzone możemy obliczać 
tylko takie belki, u których przy obciążeniu styczne linii sprę
żystej na podporach zupełnie się nie zmieniają, co możemy 
przypuścić tylko wtedy, gdy belkę głęboko wmurujemy (półtora 
wysokości belki) i gdy natężenia muru nie są przez to za 
wielkie, lub też, gdy końce belki w jakikolwiek sposób' przy
trzymamy np. śrubami. W  przeciwnym razie liczymy belkę 
taką, jako w dwu punktach podpartą.

§. 77. Wykreślne wyznaczenie ugięcia belki.

Dla dowolnego obciążenia belki A B  wyprowadziliśmy 
w §. 10 równanie krzywej sznurowej

(l2.y =  q 
ĆLx2 a

gdzie a oznacza odległość biegunową.
Jeśli równanie to porównamy z równ. 315), licząc y  w kie

runku z dołu do góry, więc zmieniwszy znak,
d 2y  M  
óx2~  E l '  °

widzimy, że oba rówmania są identyczne, jeżeli M —q a E I= a . 
A zatem l i n i a  u g i ę c i a  j e s t  l i n i ą  s z n u r o w ą ,  d l a  k t ó 
r e j  w y k r e ś l e n i a  j j r z y j ę t o  p o w i e r z c h n i ę  m o m e n 
t ó w  j a k o  p o w i e r z c h n i ę  o b c i ą ż e n i a  a o d l e g ł o ś ć

*) Por. a rty k u ł R i t  t e r  a w A rnierter Beton 1909, str. 171.

i -  , ...........................................385)
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b i e g u n o w a  r ó w n a  s i ę  i l o c z y n o w i  s p ó ł  c z y n n i k  a 
s p r ę ż y s t o ś c i  E  p r z e z  m o m e n t  b e z w ł a d n o ś c i  p r z e 
k r ó j  u I.

Prawo to podał pierwszy M o li r.
Musimy tu  rozróżnić dwa wypadki: albo przekrój jest 

stały albo zmienny. "VY pierwszym wypadku odgległośó biegu
nowa jest stałą, w drugim dla każdej części belki zmienia się 
wraz z E l.

Rys. 188.

Przypuśćm y najprzód, że przekrój je s t s t a ł y  i zróbm y przykład. 
Belka AB- (rys. 188) obciążona je s t ciężarem I \  =  2 t, P2= l i  i cię

żarem  jednosta jn ie  ciągłym  0,5 ł/m  na długości 2 m. "Wyznaczyć należy 
lin ię  ugięcia.

W  zw ykły sposób w yznaczyliśm y najprzód lin ię  m om entów acdfeb. 
Teraz płaszczyznę m om entów uw ażam y jako płaszczyznę obciążenia, dzie
lim y ją  n a  paski, w yznaczam y środki ciężkości i pow ierzchnie pasków. 
Z ry sunku  w idzim y, że najw . ik=4,32 t, czemu dla r=1000 kg jem-, odpo- 

M  482000w iada — =  - .n ^ ~ = 4 B 2  cm3. Przyjm iem y zatem  kształtów kę I  l . 25, przy- 
t  10C0

czem 1=5556 cm4. Z atem  £1=2000000.5556 A#«»!= l l l l , 2 im3. P rzy jąw szy  
w ięc £1=1111,2 im2 otrzym alibyśm y ugięcie w  podziałce 1:100, zatem  za 
małe. Je ś li chcemy mieć je w  n a tu ra lne j w ielkości, to  przyjm iem y £1
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100 razy  mniejsze, w ięc £1=11,1 tm 2. W ykreśliw szy n a  tej podstaw ie 
wielobok a w  nim  styczną krzyw ą szn u ro w ą, otrzym am y ugięcie w  n a
tu ra ln e j wielkości, tu  więc najw . y =  f= U m m .

Jeżeli przyjm iem y, że przekrój je s t z m i e n n y  i np. n a  długości A C  
li — ) / , na CE I 2—I,  n a  E B  I3 — J /, to  konstrukcya zm ienia się tylko 
o tyle, że dla kreślenia lin ii ugięcia n a  długości A C  przyjm iem y al — r a, 
n a  CE  a2= a , n a  E B  03 — la ,  a  stąd  otrzym ujem y c ,« ,' zam iast clal i e,bl ' 
zam iast et b{, f  tęż znacznie większe, bo 17,5 mm.

§. 78. Wykreślne wyznaczenie sił zewnętrznych belki jednym 
końcem podpartej, drugim utwierdzonej.

Zapomocą poprzedniej konstrukcji możemy też wyznaczyć 
moment podporowy belki jednym końcem podpartej, drugim 
utwierdzonej. Wyznaczamy mianowicie najprzód linię ugięcia 
belki, uważając ją  jako w dwu punktach podpartą. Oprócz

Rys. 1S9.

tego w B  (rys. 189) mamy moment ilft . Przypuszczamy teraz, 
że na belkę działa tylko moment podporowy Mr  Linią mo
mentów przedstawia wtedy prosta abx. Wprawdzie wysokość 
bbi nie je s t nam znaną, ale tymczasowo przyjmiemy Mt =  1, 
wyznaczamy linię ugięcia w tym wypadku dla 31i i sumujemy 
ugięcia algebraicznie. Wedle założenia musi być ugięcie w B = 0
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i styczna pozioma, a zatem obie linie ugięcia w b muszą mieć 
styczne nachylone pod tym samym kątem a tylko o prze
ciwnym znaku. Z tego warunku możemy wyznaczyć wielkość 
momentu Mi , zmieniając wartość dla Mi tak, aby ai — a.

Przykład. Belka A B , podparta  w  A  a  utw ierdzona w  B, (rys. 190) 
obciążona je s t ciężaram i P ,= l ,6 i ,  P j= 3 i  i P3 =  2 t. Cliodzi o w yznaczenie 
m om entów, a przedew szystkiem  m om entu podporowego M , w  B.

W  tym  celu kreślim y naprzód lin ię  m om entów  ac' d ' e'b d la belki 
w  dwu punk tach  podpartej. Pow ierzchnię tę  m om entów uw ażam y jako  
pow ierzchnię obciążenia i d la dolnie przyjętej odległości biegunowej 20 tm* 
kreślim y d rugi wielobok sznurow y czyli lin ię  ugięcia a " c " d " e " b " .

B ys. 190.

Ale w  B  pow staje n ieznany nam  jeszcze m om ent podporowy ii/,. 
Przyjm ujem y dowolnie M, = 1 0 tm, odcinam y b b '— 10tm  i o trzym ujem y 
pow ierzchnię m om entów abb'. D la tej pow ierzchni momentów, jako  po
w ierzchni obciążenia trzeba wyznaczyó teraz lin ię  ugięcia. Ale ponieważ 
potrzeba nam  ty lko  stycznej lin ii ugięcia n a  podporze, stycznej podpo
rowej, w ięc n ie  dzielim y tę  pow ierzchnię n a  paski, lecz w  J l zaczepiam y

ca łą  pow ierzchnię m om entów —^—= 2 5  trn~. D la tej samej odległości b ie

gunowej 20 im2 otrzym am y drugi wielobok sznurow y a, f, b,. Możemy się 
jednak  naw et obejść bez kreślenia tego wieloboku, bo w iem y, że oddzia
ływ an ie w  d. przy pow ierzchni obciążenia abb' będzie \ a&Ł'= -lr25=8j-/m 2, 
w  B  zaś 16 j  tm 1, zatem  jeżeli od p unk tu  m  odetniem y otŁ=1G| tm "1 o trzy 
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m am y ni Oj J, gdy « = « i0 ,7 . W idzim y, że tu  <*>«,, m usim y jednak  te  
k ą ty  zrównać, zatem  zrobić a, —m 0, 7, a w  tym  celu powiększyć M, w  sto
sunku m b '.m l.  Zrobiw szy to w ykreślnie, otrzym ujem y 66', = 7 7 ,, jako 
szukany m om ent podporowy. O detnijm y 77 od rzędnej zwykłej pow ierzchni 
m om entów  w b, o trzym am y p u n k t fc,'. L in ia  zam ykająca a b \  je s t tu  kre
skow ana.

M oment w B  je s t  więc wedle rysunku  M, =10,9/»«.

§. 79. Belka obu końcami utwierdzona.

Belka A B  (rys. 191) obciążona jest ciężarami Pl , P 2, P 3. 
Najprzód wykreśliliśmy pierwszy wielobok sznurowy acdeb, jak  
dla belki w dwu punktach podpartej. Niechaj dla belki obu 
końcami utwierdzonej będzie b0 zamykająca, to powierzchnia 
momentu kreskowana

aa0 b0 bedc=acdeb—aa0 £>0—abb0 = a(c—t l— ¿2),

Rys. 191.

jeżeli a oznacza wspólną podstatvę, ac zwykłą powierzchnią 
momentów acdeb, ati = aa(,b Q, at,^=abb0.

i On . Jo m7'/7 //
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Z rysunku mamy
,  l IM'.

2 0 2 h
,  Z  7  ŁaZ2= — .5ó0 ■—

2 0 2 A

soi Z .nareszcie ac='—̂ ~ , jeżeli 9Ji oznacza średni moment belki jedno-
przęsłowej.

Kreślimy teraz drugi wielóbok sznurowy. Dla powierzchni 
momentów zwykłej otrzymamy linię ugięcia a' c' cl' e' b'. Jeżeli 
jednak chodzi tylko o styczne podporowe, to nie potrzebujemy 
całego wieloboku kreślić, wystarczają, proste cc's' i s' b', równo
ległe do promieni skrajnych Oj 0 i Oj4. Chcąc uwzględnić też 
powierzchnie att i at2 odcinamy w wieloboku sił m O = ti i 4 m = Z2. 
W tedy u a \  i vb'0 przedstawiają styczne podporowe belki obu 
końcami utwierdzonej. Ponieważ wedle założenia styczne te są 
poziome, więc a'0 ullvb'0H Ol m, a stąd

Zj+Z2 —c, aa0b0 + a b gb«=acdeb, 
nakóniec aa0 b0 bedc=0.

Widzimy więc, że dla belki obu końcami poziomo utwier
dzonej linia zamykająca wyrównywa powierzchnię momentów, 
czyli powierzchnie ujemne momentów równają się powierzchni 
dodatniej momentów.

Z dalszego warunku m ‘ :m "  =  Z, :Z2 możemy wyznaczyć
' '  i l  ccclq -j-bbg ę™cliugosc aa0 i bb0, przyczem ^ .... =  wc.

§. 80. Belka obu końcami ukośnie utwierdzona.

Niech A B  (rys. 192) przedstawia linię ugięcia belki, obu 
końcami ukośnie utwierdzonej i obciążonej jednostajnie; kąty 
nachylenia osi belki w A i B  niech będą al i a2. Nazwijmy 
dalej st aj = ri , st «2 = t 2, a wysokość punktu A  nad B  niech 
będzie s.

d 2y  M
W edług równania 815) możemy napisać: ¿¿T“ -

a stąd E l- / -  =  — ^MdzĄ-C. dx  J
dijDla x —0 jest • -= T j, więc E Ic i =  C:(¿X

Statyka. 1 i
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dla x = l  jest ~  = z2, więc E lz., - £MdxA-C , a stąd:

E I(x i —z2)= \ Mdx. 386)

Całkując raz jeszcze, otrzymamy

E l y  =  -  J p f  ¿a;2 +  Cfc-f Ct .

W yraz ^ ^ M d x .dx możemy inaczej napisać, całkując czę

ściowo, a mianowicie

^ M d x .d x = x \^ M d x —^M xdx, więc

E I y = —x^M dxĄ-^M xdxĄ-Cx-\- Ci = x  p f  dx +  +

-1-\^Mxdx-\-Oi)

E l y —E I x  +  U M x dx+ C r  

Dla z = 0  jest y = 0 , więc ć?j=0;

dla x = l  będzie E I s - E I l z *  M xd x , a stąd
>

E I ( s —Zt2) =  ̂  Mxdx.  387)

Jeżeli q jest ciężar jednostkowy, moment w A i B  na
zwiemy M' i M "  a oddziaływania O' i O", to moment w punkcie 
C będzie M —M 'Ą -0 'x  — . . . .  388)
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Dla punktu B  będzie M "= M 'Ą - 0'1 — i-ql2, a stąd

O' 31"—31'
1 2

"Wstawiwszy to w równanie 388), otrzymamy 
M " - M ‘M =M ' d —  -xĄ-^ q lx —\  qx2=O

M '( l - x )  +  3 I"x  , 1  .. ,= = - i - + g-qx(l—x) . . .

W artość tę podstawimy w 386) i 387) i otrzymamy

389)

390)

E l f y  i —h )
Jo

M' ( l—x)+ M " x dx +  \  q ^ x(l—z) dx —

E l fy  — Ir2.)~ j  ---------- ~i---------- xd x+ \q \^  x2(l — x) dx=

Rozwiązawszy te równania, otrzymamy 

M'- .1 ^ + 2  

2  l 8 8

względnie ^  = ^ y ( 21Jf' +  ili"+ £ ę 7 :!) + y  

^ — Q ^ j( M '+ 2 M " + iq l2) + j

391)

392)

§ . 8 1 .  Belka ciągła.

B e l k ą  c i ą g ł ą  a l bo  w i e l o p r z ę s ł o w ą  (n. continuier~ 
licher Träger, fr. poutre continue, an. continuous beam, cz. tränt 
spojity r. nepa3p'ii3Han Samoa) nazywamy belkę prostą, spoczy
wającą na kilku podporach.

Tu zastanowimy się tylko nad najprostszym 'przypadkiem , 
gdy belka je st jednostajnie zupełnie obciążoną ciężarem jedno
stkowym q, gdy podpory są równe wysokie a przekrój stały .
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Niech A B C  (rys. 193) będzie mte i m +  przęsło belki 
ciągłej o równo wysokich podporach, to oba te przęsła możemy 
uważać jako belki ukośnie utwierdzone, otrzymamy więc z rów-

R ys. 19&.

nania 392), zważywszy, że S=0, dla przęsła me'J° styczną kąta 

nachylenia linii ugięcia w B xm= — zaś

dla przęsła styczną kąta nachylenia linii ugięcia w B

także ^ i ( 2  Mm +  Mm+i +m ‘ 6 E l  
Jeżeli ’EM. I  są ilościami stałemi, to 
¿m+i(2Mm+ Mm+1 -\-\ql 2m+ i)—— 4i {Mm—i + 2 Mm+ \  qlm2), 

a stąd
31 111—1 Im +  231,11 (lm +  lm+l) +  M„i-H lm+l= q(l V + 1 V+i) • 393)

Zastosujmy to równanie do wszystkich przęseł (rys. 194) 
i zważmy, że M0—Mn=Q, a otrzymamy

o 0 0 .i o * o 3 0 1O n -i

^  Z 

* " ■ //— t— ^
±  '  Z
c —  ------

^  Z ^  z: ^

. . . v —  -

R v s. 194

dla »»= 1 , 2 i¥j 3+Z23),
dla m =  2, JJ, l2 +  2 J p  {l2 +  ¿3) +  M2lz =  —\q  (Z2 3 -f lz 3),

dla m = n —2, Mns l n—2+ 2  ilf„_2 (ln—2+ 4 —1) +M„—i ln—i— 
* = - łq ( l3n-2 + l 3n-i) . 

dla m = n —1 , Mn_ 2ł„_ 1 +  2M,1_ 1(Zn_ ł +Zn)==
=  - i < 7 (Z 3n _ i + Z 3„ )

. 394)
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Otrzymujemy więc (n— 1) równań, które wystarczają do 
wyznaczenia (n—1) momentów podporowych. Równania te  na
zywamy r ó w n a n i a m i  m o m e n t ó w  p o d p o r o w y c h  (n. Nor- 
malgleichungen) albo. r ó w n a n i a m i  O l a p e y r o n a .

AYyznaczywszy momenty podporowe, otrzymamy łatwo 
momenty we wszystkich innych punktach, siły poprzeczne i od
działywania, a mianowicie momenty według równania 393)

. 1—X31'== M'—y —- 4- M' ( l - x ) 395)

Jestto  równanie paraboli o osi pionowej.
Niechaj będą Q' i Q" siły poprzeczne w A  i B  (rys. 195), 

to moment w C będzie M = M '+  Q'x—$qx2, więc dla punktu B  
będzie M " —M '+  Q' l—\  q i1, a zatem

M’ —M ‘

a Q" =  - \ q l -

l
M '—M "  

l
poprzeczna

. . . 396)

w punkcie C

Rys. 195.

Siła 
będzie

< H Q '-< łx . • • 397)
Jestto równanie linii prostej, któ

rej nachylenie zależy tylko od q, a więc 
linie sił poprzecznych będą we wszyst
kich przęsłach równoległe.

§. 82. Belka ciągła dwu i trzyprzęsłowa.

Zastosujemy teraz wzory poprzednie dla belek dwu i trzy- 
przęsłowej.

Dla belki d w u 
p r z ę s ł o w e j  (rys. 196), 
przypuśćmy, że Z, =  l2 — l. 
Tu otrzymamy tylko j e- 
dno równanie momentu 
podporowego
2i¥1(J-W) =  - ł ‘7(*3 +  i3),
więc

Mt = —-|-q l2. - 398)
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W  pierwszem przęśle je s t M ' «= 0. M "= M l — —£ ql2, więc 
według równania 395)

M =  —ię Z z+ |?z (Z -z )= -* -q x (3 1 -4 x ) . . 399) 

Najw. itr je st dla xi , dla którego yy^=0, więc %-ql—qxl =  0,UX
zatem  z1=-|Z=0,375Z,

tak , że najw. ( + 3 1 ) - 1  q Ą l (3 Z - f  Z ) = J ^ P - 0,07082qP

zaś M —0 dla 3Z =4z', więc z '= |-Z = 0 ,75  Z.
W edług 396) będzie dla pierwszego przęsła

400)

ty=iqi-i-qi=*+g-qi

Q" =  —\ q l —-J- q l— 

zaś <fc=tql—gæ==-g-q (31— 8x)

401)

Parabolę wyrażoną równaniem 399) i prostą, wyrażoną 
równaniem 401) wykreśliliśmy na rysunku 196.

r ....« ------K r '“ /
SiliBlm&r

f,
K b ^ ' i

i

R ys. 197.

Dla belki t r z y p r z ę s ł o w e j  (rys. 197) przypuszczamy, 
że przęsła skrajne są równe Z,, średnie zaś przęsło ma długość Z, 

Tu M0 =  J f4 = 0 , I / ,  = l f 2, więc dwa pierwsze równania O la- 

p e y r o n a  dają jedno równanie 2 i f 1(Z1+  Z)+1/1Z=----

a  stąd Mt = M 2 = q (P + l i3) 402)
4(21, +31) ’ ’

Momenty w pierwszem przęśle otrzymamy z 395), wsta
w iając M ' = 0 M "= Mx,

M M f i T ^ q x Ę - x ) 403)

dM
Największy moment będzie dla z,, gdy ^ - = 0, więc
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-jT +  i ^ t - g S i ^ O ,  a stąd as, = ^ Ł +  y  • • 404)

W  drugiem przęśle będzie M ‘ =  i i "  =  Jkfj , więc
M  — J ij +  |  ęz ( i - * ) .........................  405)

Największy moment będzie dla x %> gdy ^ - = 0, więc
Cl/Js

™ == ęz2 =  O, a stąd 

z2 =  4 Z, zatem najw. M  =  i f j  +  gZ2 . . 406)

§. 83. Belka ciągła o równych przęsłach.

Dla obciążenia zupełnego jednostajnego upraszczają się 
bardzo wszystkie wzory, jeżeli wszystkie przęsła są równe. Nie 
będziemy tu  już przeprowadzać zupełnie rachunku, podajemy 
tylko wyniki, zestawione w następnej tabliczce.

L
ic

zb
a

po
rz

ąd
ko

w
a

O* o
p< g 

-o ?' f. 'Oo n 
Pi

O ddziaływ ania
Największe m om enty

w punkcie wynoszą

■

1 2
Oo =  0-2— w B  (druga podpora) 

i = f  i (pierwsze 
przęsło)

1
_  -L 2p = _  0,125 qP

O

+ ¿ p Z > = + 0 ,0 7 0 3 |j f

2 3 Oq =  O3 =  0,4 £ Z,
Oj =  02—l j l  ę?

5 , <7 (średnie 
podpory) 

3= 0,4 ¿(pierwsze i 
trzecie przęsło)

- 0 ,1  qP 
+  0,08 qP

3 4

oJ= o i = g 3ł=
=0,3929 ql 

32O, =  02= — 3Z= 

=1,1428

=0,9286 gl

B , D  (druga 
i czw arta  podpora) 

3=0,393 
(pierwsze i  czw arte 

przęsło)

~ ^ q P  = - 0,1011 qP  

+  0,0772 ql2

4 5

■■ „  15 , 
\ ° > - ° s —S8u l~  

=0,3947 ql

^ J g |
=1,1317

37
°>=°3=!v

=0,9736 j ł

B, E  (druga 
i p ia ta  podpora) 

3= 0,3951 
(pierw\sze i p ią te  

przęsło)

l

-  ^ q l ^ - 0,1053 ql> 

+  0,0779 ql2
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TL Wytrzymałość złożona na zginanie 
i ciągnienie lub zginanie i ciśnienie.

§. 84. Bryła natężeń i oś obojętna.

Jeżeli na przekrój belki działa siła doń prostopadła P  
w dowolnym punkcie przekroju H  (rys. 198), to nie zmieniając 
równowagi możemy umieścić w środku ciężkości O dwie siły

równe P  i równoległe do P, ale działające w kierpnkach wprost 
przeciwnych. Mamy wtedy siłę P  działającą w osi i moment

lub, jak  tutaj, ciśnienie, wszystkie włókna skrócą się o 0 0 ',  
przekrój więc A B  zajmie położenie A ' B '. Moment zaś M  wy
wołuje natężenia zginające, przekrój obróci się o pewien kąt 
około O' i zajmie położenie .<4,1?,. Dwa te działania dodają się 
algebraicznie, a więc także znoszą się jjo części. Z rysunku wi
dzimy, że w T  odkształcenie, a więc i natężenie je s t równe 
zeru. Przez T  będzie więc przechodzić oś obojętna (p. §. 66.) 
T, 7,, równoległa do TT, TF, t. j. do osi obojętnej dla samego 
zginania.

Wiemy, że natężenia zginające są proporcyonalne dó od- 
stępu od osi obojętnej, a więc natężenie v w dowolnym punkcie 
L  będzie v = a u .  Suma algebraiczna wszystkich natężeń równa 
się sile P, więc

/  ! ^  API /  Asi \  y
v — r —

K  AA,

R y s. 198.

Mw — P. HO. Siła P  w osi sprawia w całym przekroju ciągnienie

P =  j j W 2 F ^ a ^ u d ^ F  . . . .  407)
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Natężenie w punkcie L  możemy jeszcze inaczej wyrazić^
P  
F
Pnatężenie- to składa się z ciśnienia vi =  — i natężenia zginają-

M wv  . ?  M „ t  , , nNcego v2 =  - jr - ,  a więc +  -r— ................................  408)
J-io X lff

Jeżeli w każdym punkcie przekroju wystawimy prostopa
dłą na przekrój, której długość i kierunek odpowiada wielkości 
i kierunkowi natężenia v, to prostopadłe te utworzą b r y ł ę  
n a t ę ż e ń ,  której objętość według 407) równa się sile P.

Nazwijmy natężenie w środku ciężkości przekroju v0, to 
objętość bryły natężeń, która je st walcem ukośnie ściętym równa

P
się P = F v0= a zF , więc v0 =  a z = j , - ; ................................ 409)

Ponieważ P  je st wypadkową wszystkich natężeń v, więc 
musi być także suma momentów natężeń względem dowolnej 
osi równa momentowi siły P, a więc Pul '= £ j  u v d 2 F, a stąd

ik d 2F
u, 1 1 d 2F-=—  . . . 410)

P  P .
j  eżeli Tt oznacza moment bezwładności ze względu na .

Siła P  zaczepia więc w środku ciężkości bryły natężeń, 
dlatego też punkt ten H  nazywamy ś r o d k i e m  n a t ę ż e n i a  
(ciśnienia lub ciągnienia) (n. Mittelpunlct der Spannung).

Przyjąwszy osie główne elipsy bezwładności jako osie spół- 
rzędnych, możemy napisać (por. §. 40)

v =  x  wst (p + y dost cp, a więc 
v =  a (z +  x wst cp +  y  dost ę).

Jeżeli utworzymy moment siły P  ze względu na oś YY  
i XX, to będzie

Pxt *= v d 2 F  i Pyi =  ̂ y v d 2F, albo inaczej

Px, «=. j j jz a (z  +  z wst cp +  y  dost cp) d 2 F  =  a i j j  xd 2 F  +

+  a wst cp ^  x 2 d 2 F  +  a dost cp j  [xyd2 F.

Dla osi głównych, przechodzących przez środek ciężkości je st 

j j z  d 2F =  0 i j jz ? /  d 2F =  0 (§. 40), więc
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P xi =  a w s t 0>ii\ ; 411
i podobnie Pyi =  a dost ( p i j  

Z wzoru tego otrzymamy
Px Py

d°St 9  =  o /  ’
( Pxx < Pyy 4a [z  ^--------- -4-«7, ’ a /  J “ F l 1 +  a , 2 +  a 2 J ■ 412}

Natężenie ł1 wywołane jest siłą P  działającą w osi t. zw. s i ł ą  
p o d ł u ż n ą  (n. Axiallcraft) i momentem P. HO. Wiemy z §. 66, 
że dla momentu HO, którego płaszczyzna różni się od płaszczy
zny osi głównych, powstaje oś obojętna TPj W1} która jest osią 
sprzężoną z osią HO, w której działają siły. W skutek działania 
siły P  oś obojętna przesuwa się równolegle o z, zatem p r o -  
m i e ń  OH, ł ą c z ą c y  ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  p r z e k r o j u  z ś r o d 
k i e m  c i ś n i e n i a ,  i r ó w n o l e g ł a  do os i  o b o j ę t n e j  7 \ T%, 
p o p r o w a d z o n a  p r z e z  ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  s ą  o s i a m i  
s p r z ę ż o n e m i  e l i p s y  ś r o d k o w e j  b e z  w ł a d n o  ś ci.

Jeżeli xp=O, to także <p=0; więc gdy ś r o d e k  c i ś n i e n i a  
p a d a  n a  oś g ł ó w n ą ,  oś o b o j ę t n a  j e s t  p r o s t o p a d ł a  
do n i e j .

Odległość osi obojętnej od środka ciężkości przekroju O 
je s t wedle 409)

P Pyz =  ——, a że wedle 411) «=■ — , więc 
aF ’ Id o s tę r  Y

z =  - P  - dost w — — dost w . . . .  413)
FPUi Ui

W  razie, gdy środek ciśnienia pada na oś główną, więc

ip — cp — 0, z =  — • .............................. 414)
JTi

Odstęp u, da się obliczyć także na podstawie rów. 410) 
i 411). Możemy mianowicie napisać

a 1  I, H  + Fz2 Far i + F z 2 a '2
Ul~  P  ^  Fz ~  Fz Fz ' z +  Z‘

O,1 ̂  1
Mamy więc vi = u i — z =  — ,Z
jeżeli aż oznacza promień bezwładności dla osi W i W1, a stąd

011. OT =  OU2 .................................... 415)
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A zatem OU, o d s t ę p  ś r o d k a  c i ę ż k o ś c i  O od  p u n k t u  
p r z e c i ę c i a  e l i p s y  ś r o d k o w e j  z OH, j e s t  ś r e d n i o  
g e o m e t r y c z n i e  p r o p o r c y o n a l n y  m i ę d z y  OH  i OT. J e 
żeli rp — 0, to to O U j est połową średnicy elipsj7 bezwładności.

Na tem polega łatwa kon- 
strukcya w celu wyznaczenia 
położenia osi obojętnej.

Długością OU zakreślamy 
koło (rys. 199), a z punktu H  
kreślimy styczną do koła HL.

OL'1W tedy ON= - - . J OH
OU2 
OH OT.

Rys. 199.
Jeżeli więc zrobimy O T= O N , 
to przez T  przechodzi oś obo- 
j ętna.

Jeżeli O H <  OU, to postępujemy inaczej (rys. 200). W  O 
kreślimy prostopadłą do O li i zataczamy z H  łuk promieniem

=  OU, a więc IIM =  OU. Dalej 
robimy M N J_ HM, to

H M 20 /7  = OU2 
H N  ~  H N '

Zróbmy 0 7 =  HN, to O H § ~ ,

a więc T  j est punktem osi obo
jętnej.

Jeżeli przeciwnie znamy po
łożenie osi oboj^feiej, to znaj
dziemy środek ciśnienia w na
stępny sposób (rys. 201). Na 
długości OT, wykreślonej w kie

runku osi elipsy sprzężonej do osi obojętnej, zakreślamy poł- 
pole, z punktu O kreślimy łuk promieniem OU= OM. Z M  
spuszczamy prostopadłą na OT, zatem

, O N : OM =  O M : OT, stąd

R-vs. 200.

ON =
om2 o m OH.
OT OT

Robimy Avięc O II=  ON] otóż H  je st środkiem ciśnienia. Z równ. 
415) widzimy, że z (rys. 198) je st tem większe, im mniejsze
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jest vi i odwrotnie. Jeżeli oś obojętna j>orusza się równolegle, 
to środek ciśnienia I I  porusza się po osi sprzężonej z kierun
kiem osi obojętnej i odwrotnie.

Ponieważ v ,z= a n , 
więc gdybyśmy war
tości vl i z pomieniali, 
a więc gdybyśmy śro- 

, dek ciśnienia przyjęli 
w T, to oś obojętna 
przechodziłaby przez 
Tl i byłaby równole
głą do Tx T,. Widzimy 
więc, że każdej pro- 

Bys. 201. stej T, Tu  odpowiada
pewien punkt TI i na 

odwrót. Dlatego nazywamy punkt I I  b i e g u n e m  (n. Fol, an. 
pole), równoległą do T, T, po drugiej stronie O w tej samej 
odległości, co T,T„  leżącą, nazywamy b i e g u n o w ą  (n. Pola- 
re, a u. polar), a prostą 1 ,T ,  p r  z e c i w b i e g u n  o w ą (n. Anti- 
polare, an. antipolar) i na odwrót I I  nazywamy p r z e c i w b i e -  
g u n e m  (n. Antipol, an. antipole) prostej T, T,.

Jeżeli O X  i O Fsą 
osiami sprzężonemi środ
kowej elipsy bezwładno
ści (rys. 202), a H  j est śro
dek ciśnienia, w którym 
działa siła P, ..to da ona 
się rozłożyć na dwie si
ły  P, i P2, działające 
w punktach osi II, i H %, 
przyczem przypuszcza
my, że II, I I2, je st ró
wnoległe do W  W, osi 
sprzężonej do OH. Dla 
siłyP , w H, otrzymamy 
oś obojętną N, N ,, dla Bys. 202.
siły P, w TI2 otrzymamy
oś obojętną N2N2. Gdy obie siły działają, w punkcie D  będzie 
natężenie równe zeru , więc przez D przechodzi oś obojętna.
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Gdy siła P  poruszać się będzie po II, 'IM  to oś obojętna 
będzie miała różne położenia, ale zawsze przechodzić będzie 
przez D, więc gdy I I  porusza się po prostej, oś obojętna obraca 
się około punktu D.

Na mocy poprzedniego stwierdzamy dalej, że gdy w D 
je st środek ciśnienia, to oś obojętna przechodzi przez I I  i ma 
kierunek II, II \ . A więc ogólnie orzec możemy: Jeżeli oś 
obojętna obraca się około pewnego punktu, środek ciśnienia 
porusza się po linii prostej, która byłaby linią obojętną, gdyby 
środek ciśnienia był w D.

§. 85. Jądro przekroju.

Jeżeli oś obojętna porusza się stycznie do obwodu prze
kroju tak, że go nigdzie nie pi’zecina, to środek ciśnienia opi
suje linię zam kniętą, o j ę d r n ą ,  będącą obwodem powierzchni, 
którą nazywamy j ą d r e m  (n. Kern, fr. noyau central, an. core 
heart, cz. jadro prilrezove, r. aaupo).

Jeżeli środek natężenia leży w jądrze, to oś obojętna leży 
po za przekrojem, więc w, całym przekroju panuje to samo na
tężenie, ciśnienie lub ciągnienie. Gdy środek ciśnienia wpada 
na linię jędrną , linia obojętna je st styczną do przekroju, w ca
łym przekroju panuje to samo natężenie, ciśnienie lub ciągnie
nie, a w punkcie styczności natężenie to j est równe zeru. Gdy 
zaś środek ciśnienia wyjdzie z jądra, oś obojętna przecina prze
krój ; po jednej stronie osi obojętnej je st więc ciśnienie, po 
drugiej ciągnienie.

W  celu wyznaczenia ojędrnej wyznaczamy pojedyncze jej 
punkty, p u n k t y  j ę d r n e  (u. Kernpunkt, cz. krajny bod ja- 
drovy) w sposób w poprzednim paragrafie wskazany, wy- 
kreślnie lub liczebnie, na podstawie równ. 415). Przytem ko
rzystać będziemy z prawideł tamże wyłożonych, z których 
wynika, że l i n i i  p r o s t e j  w o b w o d z i e  p r z e k r o j u  od
p o w i a d a  j e d e n  p u n k t ,  a k a ż d e m u  A v i e r z c h o ł k o w i ,  
o k o ł o  k t ó r e g o  o b r a c a  s i ę  l i n i a  o b o j ę t n a ,  l i n i a  
p r o s t a  w o j ę d r n e j .  Można udowodnić*), że łukowi koła

*) Por. A. M e y e r l i o f a  rozpraw ka w  Zeitschr. d. Ver. deut. Ing. 
(1898, str. 212).
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w obwodzie odpowiada linia jędrna paraboliczna, linii obwodu 
zaś eliptycznej ojędrna liyperpoliczna.

Odstęp punktu jędrnego od środka przekroju nazywamy 
p r o m i e n i e m  j ę d r n y m  (11. Kernweite). Jeżeli oznaczymy go 
pi-zez i ,  to wedle 415)

• “ * ™  . . . .  416,Fe F '
Przykłady. 1. P r o s t o k ą t  (rys. 203). Tu najłatw iej wyznaczym y 

ojędrna liczebnie. Gdy oś obojętna będzie DC, to .m u s im y  w  równ. 416)

podstaw ić dla osi H K =  W = ^ = E = b U ,  w ięc 0 I = i i — ~  . Z po-

-wodu sy m etry  i je s t O/, =  OL
Jeżeli oś obojętna m a położenie

D E, to  dla osi EG, bh,

/.&* b
- e :hb=J -•więc 01j

Poniew aż dalej w ierzchołkom  
B , C, D, E  odpow iadają proste, więc 
ojędrna otrzym am y łącząc J2, I  
i I 3 prostem i.

R ys. 203.

2. P r z e k r ó j  J(rys . 204). P rzyjęliśm y tu  ten  sam przekrój, co n a  str. 
128 i w ykreśliliśm y elipsę środkow ą bezwładności. Gdy te raz  oś obojętna 
ma położenie BO, o trzym am y za pomocą konstrukcyi, naznaczonej na 
rysunku, a opisanej w  poprżednim  paragrafie, punk t jęd rny  I , przyczem 
0 1 = 0 1 ,.  Gdy oś obojętna je s t B E , p unk t ję d rn y  je s t / ,  a 0 /2 =  0 /3. P unk
tom obwodu B , C, D, E  odpow iadają lin ie  proste, w ięc 1, J3. Tt, D będzie 
ojędrną.
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Liczebnie otrzym am y

F  68,7 
W, 73,2 

: F  ~ 6 8 ,7 =
W  ten  sposób obliczyliśm y dla kształtów ek I  n as tępną  tabliczkę:

L. kszt. L. kszt. L. kszt.

0,540
0,620
0,680
0,711
0,710
0;757
0,783
0.S52
llBl

0.878
0,890
0,905
1,28
0,957
0,971
1,28
0,986
1,00

8,87
9,31
9,40
9,93

10,86
12,31
13,76

3. K ą t ó w k a  (rys. 205). P rzy jęliśm y tę  sam ą kątów ko nierówno- 
ram ien n ą , co n a  str. 129 i w ykreślim y elipsę środkow ą bezwładności.

D la położenia B C  osi obo
ję tnej w yszukujem y kierunek 
sprzężony H  P. Z p unk tu  N  
elipsy zataczam y luk prom ie
niem O N  aż do przecięcia się 
z prostopadłą, w ystaw ioną w  M, 
potem  robim y B P  _[_ OJ?, to 
ON*= Oi?2=  OM. OP. Jeżeli więc 
0 1 =  OP, to 1 je s t punktem  
jędrnym . Gdy oś obojętna m a 
położenie CD, to  k ierunek  do 
niej sprzężony je s t FG, a  od
nośny pun k t jęd rny  2. D la po
łożenia K L  o trzym am y podo
bnie pun k t 3, dla E A  pun k t 4, 
dla A B  p unk t 5. Gdy p unk ty  
te  połączym y prostem i, o trzy 
mam}'- ojędrna. Zakrzyw ienie 
w  L  uw zględnim y, kreśląc 
d la pośredniego położenia s ty 
cznej oś sprzężoną W S. Po 
przeprow adzeniu konstrukeyi 

Rys. 205. znajdziem y punk t 2 ' i zam iast
prostej 23, otrzym am y łuk  p a ra 

boli 23, i  analogicznie dla zakrzyw ienia w  K  łuk  paraboli 34.
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4. K o ł o .  Tu (rys. 206), e = -~ , więc *'=“  = J q '■ - f ;= T  1

D la koła więc elipsa bezw ładności je s t kołem o średnicy o połowę m niej

szej, a  jąd ro  przekroju także kołem lecz o średnicy .

a ^ d S + d S ,  e 4 §

5. K o l o  w y d r ą ż  o n  e,  p i e r ś c i e ń  (rys. 207). Tu

¿i 
2

Z atem  4 D la d2= 0  otrzym ujem y

i '=  ^ , .jak pierwej.

Jeżeli porów nam y ją d rą  koła pełnego i p ierścienia o t e j  s a m e j  

p o w i e r z c h n i ,  to  otrzym am y =  2 _ <V)> d 2= d , i— di ‘i. N azwijm y

1 /  d  2—d 2\  
d , \  d = x , to  */ = -g-^i?i+ 1 ^ j ,  zatem

t
Stąd otrzym am y dla

x ==1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6

-i- =2,83 3,50 4,80 5,67 6,71 7,75 8,78 9,80 10,82 11,83

W idzim y więc, żo prom ień jęd rn y  pierścienia je s t znacznie większy, 
n iż  koła o ty m  sam ym  przekroju.

R jrs. 206. Rys. 207.
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§. 86. Największe natężenie.

Natężenia w dowolnym punkcie L  (rys. 198) obliczyć mo
żemy według wzoru 412)

v = ~ ( i + - \ + yyAF  \ ax1 a2)
Jeżeli siła P  działa w osi głównej np. w osi OT, to xx = 0, więc

V= L  ( 1+ m )  _  Z + Ol * ._ Z + My m
F \  +  a 1)  F  F a2 F I ’ - ' j

bo M —Pyi .
Największe v, które wystąpi dla najw. y= e, powinno się 

równać z, więc
I* , aie

T=¥  +  T ' ...............................  }
Jeżeli Jfj =  Pxx, to możemy równ. 412) także inaczej na- 

P Ma x My
p isa ć: v = ~p +  f ~  +  ~ Y '  ■ • ■ • 419)

"Widzimy więc, że moment Mw—P .H O  możemy rozłożyć 
na momenty M —Pyx i Mi‘= P xi , działające ze. względu na 
osie główne, oraz że. możemy natężenia, wywołane przez oba 
momenty i siłę P, dodać.

§. 87. Wyznaczenie największych natężeń za pomocą jądra.

Niecliaj w I I  (rys. 208) działa siła P  prostopadle do prze
kroju, to wedle poprzedniego oś obojętna rI\ I \ będzie równo
ległą do osi sprzężonej z kierunkiem OH  t. j. do W1Wi .

Moment M = P .H O  da się rozłożyć na prostopadły i rów
noległy do Wj W ,. Tylko składowy moment prostopadły do TFj Wx 
wywołuje natężenia i obrót około Tx Tx. Moment ten nazwijmy 

M' = P . H E = P . OH  wst a= M  wst a.
A więc natężenie największe w I  wedle 408)

P M w s ta .IF  
najw. v=*-pĄ----------y—

'• „ . P M .  wst a . Ol, wst a
Iu= F .(O S wst«)*, więc +

P  ^  M . Ol,
~  F  + F .O S - '

Statyka. 18
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Wedle 415) marny dalej OK'. Olj =  O S 2, wstawmy to 
w poprzednie równanie, a otrzymamy

P M . Ol, P  , M 
najw. v -  —+■ F 0 K , 0L  ~  p  +  p  0 K/-

Dalej mamy:
P P .110 P  OK' + HO  P  K 'H

najw. v —~~ +F  1 F. O K  F  OK' F ’ OK'

. 420)

421)

A więc największe natężenie w warstwie skrajnej równa
P  . . .się ilorazowi — (natężeniu średniemu) więcej momentowi M, po-
jV

dzielonemu przez iloczyn powierzchni F  przez promień jędrny 
OK', mierzony po przeciwnej stronie środka ciężkości.

W  razie, jeżeli P i iii pozostają te same, a zmienia się 
tylko położenie linii H O , natężenie największe je st tern większe, 
im mniejszy je s t promień jędrny OK', a więc największe na
tężenie będzie dla kierunku II, O , bo OK, jest najmniejsze.

Jeżeli siła P  jest równa zeru, a w przekroju działa tylko 
moment M  w płaszczyźnie OH, to z równ. 420) otrzymamy

najw.  422)
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Rozw iązanie zagadnienia, wyznaczenia natężeń w belkach, 
gdy siły nie działają w płaszczyźnie osi głów nych, omawia
nego w §. 66., je s t  przy użyciu jąd ra  przekroju daleko prostsze.

Przykłady. 1. K ształtów ka 1. 28« uży ta  je s t jako  p ła tew  nachy lona 
do p ionu pod kątem  a, przyczem si a=0,6. Długość p ła tw i niech będzie

5 ciężar jednosta jn ie  rozdzielony 
na całą długość 1,55 i, w ięc mo
m ent najw iększy M  =  116250 kgcm  
(por. §. 66).

Na rysunku  209 w ykreśliliśm y 
jąd ro  przekroju. M amy F  =78,9. O K — 
=2,4 cm, w ięc wedle 422) w  C

116250 , 2
JW" V== 78,9 . 2,4 =  ' kfflcm -

2. Zróbm y ten  sam  przykład , 
co w  §. 66. Obliczyć należy natężen ie 
najw iększe p ła tw i (rys. 210), przyczem  
J/=73500 kycm. W edle rysunku 
F  = 14  . 28= 892cm2, OK' =2 ,5  cm, w ięc 

73500 „  , . ,
HajW- V= 8 9 2 ^ j S j  k9lcm -

W  §. 66 otrzym aliśm y v=77,47 kg[cmzT 
a w ięc w ynik  nie o w iele się  róż
niący. N atu ra ln ą  je s t rzeczą, że w y
nik będzie tem dokładniejszy, im  do

kładniej odczytam y O K . Należałoby więc jąd ro  konstruow ać w  n a tu ra l
nej wielkości.

VII. Wytrzymałość na wyhoezenie.

§. 88. Wzory zasadnicze Eulera i Rankina.

Jeżeli na pręt prosty BD  działa siła P  (rys. 211) w osi, 
to według równania 44)

P ^ F % , ...................................... 428)
gdy F  oznacza przekrój, a z natężenie dopuszczalne na ci
śnienie.

Powyższe równanie ważne je s t  jednak  tylko do pewnej 
granicy. Jeżeli wysokość pręta je s t  większa, niż pięciokrotny 
najm niejszy jego wymiar, to pręt, k tóry  w tedy nazyw am y 
s ł u p e m  (n. Słiule, an. column, fr. poteau, r. CToilna), w ybo- 
czy się pod działaniem  sify P, ja k  doświadczenie okazuje, i  p rzy -
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bierze kształt B E D ,  a zniszczenie słupa nastąpi nie przez 
zgniecenie, lecz przez złamanie. 'Wytrzymałość słupa w tym

wypadku nazywamy w y t r z y m a ł o ś c i ą  n a  w y b o c z e n i e  
(n. Kniclcfestigkeit, fr. resistance au flambage, an. resistance 
buckling, r. conpoTHBJieiiie nponontHOMy y3rn 6y). Gdyby siła 

P  działała zupełnie środkowo, t. j. gdyby 
jej kierunek wpadał z matematyczną do
kładnością w oś i gdyby m ateryał słupa 
był zupełnie jednorodny, nie byłoby żadnej 
przyczyny wygięcia osi raczej w kie
runku B E D ,  niż w innym. Ponieważ 
jednak w praktyce nie możemy przy
puścić zupełnie jednorodnego i równo gę
stego materyału, i że siła zaczepia zu
pełnie dokładnie w środku ciężkości prze
kroju, zatem oprócz ciśnienia powstaje 
w słupie także pewien moment, który 
sprawia, że słup się wybacza.

Przypuśćmy naprzód, że siła P  działa 
w odstępie g (rys. 212) od osi, przyczem 

to g jest tak małe, że możemy je w stosunku do y opuścić, 
to  słup BD, którego oba końce mogą się obracać około stałych

J \ ki 11i
n
/ f w
i i!

i !i -E

- i ¿ ¿ o  
& ^

Bys. 211.
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punktów B  i D, wyboczy się. Nazwijmy r promień krzywizny 
linii ugięcia w punkcie C, to według 315), otrzymamy

1-_= d%U =  M
r ~ d x i ~  E l '

Moment sił zewnętrznych w punkcie C je st M  = Pij, wi
dzimy więc, że tu  linia momentów jest identyczną z linią ugię
cia. Dalej mamy

dy(JP"U Pt/
» i — W  N a 7' w i j " y  » - $ . t 0

d-y dv Py 
dx2 dx

dv dx v dv „  a więc —v =E l  dx dy dy E l y-
\>D d v^  — ~ ^ y d y ,  a stąd 

v % P  y 2
E l  2 + C, więc

2(7-
Py*
E l ’

Rozdzieliwszy niewiadome, otrzymamy 
dy

V2C - P y2
E l

dy

IV2 C E I

--dx, a więc

Vś’j rfx-

Wykonawszy całkowanie, otrzymamy 

łuk wst

y V S “ * r t ( * ^ + c 0 > c z y l i

p 424)p  " “v v  k ei

Jestto  równanie s i n u s o i d y .
Ponieważ z powodu symetryi łuk B E  je st przystający do 

łuku i7Z>, więc musi być

wst (c.+*Y£)
C i = f  lub

= wst 

3;r

— a; Y ^), a wiąc

i t. d., a zatem
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wst [ c i + x y ^ j  =  d o s t^ a ;Y ^ j, wreszcie

Dla będzie dost

dost ( *  V ^ )
a więc ze względu na 425) y = g  -----p=--r . 426)

D la x= 0  otrzymamy we środku pręta
9 a zatem

dost

y = f  dost ( x  V ^ [ ) .........................  427^
Jeżeli teraz przypuścimy, źe siła działa w osi, więc <7=0,

to według 426) byłoby y = 0 , gdyby dost n*6 byl°

także = 0 . "Wyboczenie może więc wtedy tylko nastąpić, gdy

dost ( 4 V # ^  =  0, a więc, gdy 1 4 e 1 = Y  lub ¥  1 fc‘ ^

ogólnie ~2 ~i gdy m  je st nieparzystą liczbą całą.

Stąd wynika
P m 2 n 2 . E Im 2n 2

e T ~ więc p = — p —
Dla » z = l otrzymamy najmniejszą siłę P, zdolną sprawić wy
moczenie, mianowicie

...............................  428)

Dla g = 0 otrzymamy /" =  -g-, więc nieoznaczone, pręt zatem 
będzie w równowadze, jakąkolwiek będzie strzałka /*).

*) "Według dokładniejszej teo ry i O b r ę b o w i c z a  każdej sile PE>P  
odpow iada inny  s tan  rów now agi i in n a  s trza łk a  f. ( O b r ę b o  w i c z :  O w y
trzym ałości prętów  n a  wyboczenie 1885). ¡Stwierdzają to i dośw iadczenia 
B a u s c h i n g e r a  (p. M ittheil. 1887).
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Ponieważ nie znamy strzałki f, więc i największego mo
mentu M —Pf, zatem, aby moment ten nie wywołał za wielkich 
natężeń, nie możemy wcale dopuścić wyboczenia; a więc musi być

j M l n ?
F<  ¿2 )

a przyj ąwszy pewność
.................................... 429)

W zór ten ustawił pierwszy E u l e r ,  dlatego nazywamy go 
wzorem E u l e r a .

W pewnych wypadkach możemy zadość uczynić obu rów-
Pnaniom 423) i 429). Z równania 423) obliczymy przekrój P —~

a potem staramy się taki nadać kształt przekrojowi, aby I  było 
wielkiem i aby zadość uczynić równaniu 429).

Widzimy, że 1 = - “ P I2   430)

Jeżeli przyjmiemy dla żelaza zlewnego n = 5, £'=2150000
„ lanego n = 2 , E =  1000000 

„ drzewa n —9 ,E — 110000
i jeżeli wstawimy P  w t a l w m ; to otrzymamy:

dla żelaza zlewnego Ql7&‘^ mr^ P F j>  2,-37P I2>9,87.2150000 
„ „ l a n e g o ......................................... I > 8 ,1 P I 2

431)

„ drzewa  .......................................... I > 8 3 P 1 2
Słup dany nie powinien się wyboczyć w żadnym kierunku; 

jeżeli więc długości nie podparte i momenty bezwładności w in
nych kierunkach są inne, to musimy i dla tych innych kierun
ków tak  samo liczyć. Przytem chodzi nam, jak  zawsze, tak i tu  
o to, aby pewność we wszystkich kierunkach była równa.

Przekrój w ten sposób obliczony potrzebnym jest właści
wie tylko we środku pręta, u stopy i głowy może być przekrój 

P1?0= —. AV jaki sposób przekrój może się zmieniać o d - Ą do .F 

nie da się jeszcze ściśle obliczyć.
W zory powyższe polegają na przypuszczeniu, źe siła P  

działa zupełnie środkowo, co w praktyce rzadko tylko możemy 
urzeczywistnić. Zresztą wzory te ważne są tylko do granicy 
sprężystości. Po za nią E  nie je st ilością stałą, lecz je st funkcyą
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natężenia. Tymczasem z wzoru E u l e r a  nie możemy wcale 
natężenia wyznaczyć i to jest dalszą jego niedogodnością.

Nazwij my v  natężenie pręta wyboczonego (rys. 211) w punk
cie E, gdzie największe ugięcie f. W yrazić je  możemy według 
równ. 418)

P  Pfe P / ,  e f \
V~  F  I  ~  F \  + a l J;

gdzie e oznacza oddalenie skrajnej warstwy przekroju od osi 
a I = P « 2.

Jeżeli w przybliżeniu przypuścimy, że ugięta oś B ED  jest
p

łukiem kołowym, to 

Dalej mamy wedle 148) i 145) zI= M e, i E I —Mr, a stąd
V 1 t c f  +r=E---==E—, więc f=-=r=-, zatemM  z 8 Eó

z P i  l'l \Jeżeli nazwiemy teraz «=- to +

jeżeli zaś zamiast v wstawimy z, otrzymamy

4 ( 1+^ ) . .

a stąd

.........................  482)

jeżeli ~~=Po-

Wzór ten ustawił najprzód E a n k i n e  na podstawie do
świadczeń H o d g k i s o n a .  S p ó ł c z y n n i k  w y b o c z e n i a  (n. 
Kłiickungscoefficient) a możemy przyj ąć w przybliżeniu dla ż e- 
l a z a  s p a w a l n e g o  i z l e w n e g o  «=0,00009, dla ż e l a z a  
l a n e g o  « =  0,00022, jeżeli leizna je st jednostajna, a dziura 
w słupach o przekroju rurowych jest zupełnie w środku. Dla 
większych słupów lanych leżąco, w. których zatem leizna nie 
je st równo gęstą, możemy przyjąć a =  0,0006S.

Dla d r z e w a  je st spółczynnik wyboczenia a =  0,00015.
Z wzoru 433) widzimy, że ponieważ <p jest zawsze więk

sze, niż jedność, więc i ’>P„. Spółczynnik £ nazywamy więc 
s p ó ł c z y n n i k i e m  z w i ę k s z a j ą c y m .
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Widzimy więc, żc gdy licząc wedle wzoru Eulera może 
być F— F0, jeżeli tylko zadość uczynimy rów. 429) ' tu  musi 
być zawsze F > F 0.

Stosunek ~ ~ s nazywa Iiuber s m u k ł o ś c i ą  słupa.

1
T T

i !

I i

zŁ

§. 89. Wyznaczenie długości wolnej.

Poprzednie wzory są ważne tylko wtedy, gdy oba końce 
słupa są wolne, to jest mogą się obracać około środków cięż
kości przekrojów końcowych. Jeżeli jeden lub oba końce są 

przytrzymane lub utwierdzone, wtedy wzory 
się zmieniaj ą. Możemy j ednak . poprzednich 

B  wzorów z małą odmianą i tutaj użyć, jak  to 
zaraz wyłożymy.

1) J e d e n  k o n i e c  u t w i e r d z o n y ,  d ru 
g i  w o l n y .  Tu słup A B  (rys. 213) wygina się 
tak, jak  połowa B E  (rys. 211) słupa w poprzed
nim wypadku, więc możemy zatrzymać te same 
wzory, rów. 429) lub 4.33), wstawiwszy tylko 
w nie Z =  2/,. Druga strona równania 429) bę
dzie więc cztery razy mniejszą, niż w przy
padku, opisanym w poprzednim paragrafie, wy
trzymałość słupa o tym  samym przekroju jest 
więc cztery razy mniejszą.

2) J e  d en  k o n i  e c u t  w i e r  d z o ny,  d r u 
g i  p r z y t r z y m a n y .  Przekrój B  (rys. 214) jestprzytrzym any, 
jeżeli może się wprawdzie obracać około swego środka cięż
kości, lecz punkt ten zostać musi na prostej D B.

Ponieważ belka jest w B  przytrzymana, 
więc powstaje tu  oddziaływanie poziome N, 
a więc moment w punkcie C jest 31—Pij—
—N (lt —x). W edług równ. 31B) będzie więc

dhj M  N .. P
S i " “' -  -

Różniczkujmy to równanie, a otrzymamy 
dv\ _  N  _  P  dy 
dx E l  E l  dx' 

d 2v, _  P  dhj
a dx2 “  E l  da2 =

I Ii !/

Rys. 213.

P
E IV1

434)

ii i '
> i

l i -
1

| « f —
! 53ii
* * 

i
i
i

R ys. 214.
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Równanie to jest analogiczne do równania
_  P  

dP1 E I V}
któreśmy mieli w poprzednim paragrafie; otrzymamy więc po
dobnie, jak  tam (równ. 424)

E l

Vi -  f ™ *  wst ( ą  +  ’ albo

l ~ x) ~  ¿ y ^ V '2 ° P * wst ’ a stąd

■ « >  

Dalej mamy ^ ^ d o s t  ((7, + ^ / J ) .

Dla a;=0 jest ~  =  0, więc iV =—E l \'2 (7dost D,,O/iC
ii /-v • » ^ ndla £ = 0  je st y = 0 , więc ^ = =  y — ^  —wst(71? a zatem

st .........................  436)

Dla .śp-ij jest y = 0 , więc ^ - J Ł E I  j t  ( ^  +  Z, 1 / = 0  

Ponieważ £ < 0 , gdyż ZV>0, a zatem

wst (c i  -fi ^ ¿ ) = 0 ,  więc (7, -fi Zt y 7C lub 2 tt i t. d.

Stąd zaś wynika, że st Z, ^ — st Cj, a ze względu na 436)

s u - y^yir
Najmniejsza wartość, dla której st<p =  ę?, je st <p=0, druga 

wartość <p0=257° 27', przyczem st <p =  <p=4,493. Pierwsza je s t 
niemożliwą, bo P  nie je st = 0 , więc

^ ¿ = 4 , 4 9 3 ,  a stąd 

_ 4,4932 E l  2,04u;2R 7  . 2rc2E l  n ^ E I  ,
p — V --------------1?— ~ ~ V --------- v ~ ’ g y  ■

=0,707 Z,



A więc możemy użyć poprzednich wzorów 429) i 432), 
jeżeli zamiast l wstawimy odpowiednią, długość wedle równa
nia 437). Długość ta, którą trzeba wstawić we wzory 429) 
i 432) zamiast l, aby obliczyć wytrzymałość słupów j ednym 
lub oboma końcami utwierdzonych lub przytrzymanych, nazywa 
się d ł u g o ś c i ą w o l n ą ,  swobodną (n. freie Länge, f. longueur de 
sinusoite).

1
"W tym wypadku l = yjFl,, zatem ze względu na równanie 

V“
429) wytrzymałość jest dwa razy większą, niż w przypadku, 
opisanym w poprzednim paragrafie.

3) O ba k o ń c e  u t w i e r d z o n e  (rys. 215). 
Tu w punktach B  i D powstają momenty z po
wodu symetryi rów ne, które nazwiemy iii,, 
a więc w punkcie G będzie moment M = M i +  Py, 
zatem na podstawie równania 315) będzie 

d !y  AT, +  Py

dokładniej 1 = ^ = 1 !  = 0 ,7  lj . . . . 437)

P
m m m

dxl E l  ’
a stąd podobnie jak  w §. 88., gdy

M i+ P ydy , d*y ,
V dV=d x ' d y - E Ir ~ dy-

G-dy równanie to scałkujemy, otrzymamy

W/rnA W ś
P
Rys. 215. y

Dalej będziemy mieli 
dy

E T  
dy 
dx

2 E l +  C, nareszcie

2 l i ,  ,r, y y

2 M, P y2
E l

dx= x

y E l

ET.+ C..

P  P
W yraz pierwszy scałkowawszy, otrzymamy

2 M.
2 y + —04-
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, , AT, -i/ 2 C E I  i / , 2 - i / P \a stąd y =  _ - D ± y — wst

Ponieważ część linii ugięcia E B  jest przystająca do czę
ści E  Z>, więc

(7, —yy lub - i t. d., a zatem

AA, , -i / 2 C E I  (  d  P jy = _  -i ..± y _ _ _ + _ _  dost

Dla £= yy  jest y = 0 , więc .

0 = - ^ -

A/, AT.
y - — s + i f

■\i2CEI Msl , . ( l i - i i P\
- y p  • +-p^-. dost v y ^ y , a zat6m

J i , r  d 0 5 t( * V i i )

p  i 0 3 t [ z \ j m )  P L  dost ( w V £ )
Dla i - O  je s t t , - / j  więc f  - j j --------- j —  —  -J |.

[ . T  T T / D - 1] -

zatem
dost I

Dalej otrzymamy z równania 438)

™ ‘ ( * Y £ ) ,
. .  i :  r  M,

) E l  P
dy
d i

dost (WS
Dla a:= -^-jest ^ - = 0 ,  więc albo ^ 4 = 0 , co nie może być,

lub też

wst

u w  - W -
d° st ( 1 1 1

 ̂ / Jr
A więc p f ^ n  2 TT itd., ogólnie m m  Stąd otrzymamy

p  4 m 27i2E I  
71 •‘i
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Najmniejsza siła P, która sprawia wyboczenie, jest dla m = 1

. . . .  . . 439)

Wzór ten przeistoczy się we wzór 428) jeżeli podstawimy

l='-!y- . . . . . . .  440)
*w

Długość wolna je st więc tu  równa połowie długości słupa.
4) O ba  k o ń c e  i ś r o d e k  s ł u p a  p r z y t r z y m a n e  

(rys. 216). Tu obie połowy słupa B E  i E D  odkształcają się tak,
h a zatemjak  słup B E D  (rys 211), więc długość wolna ¿=-Q-,A

wytrzymałość na wyboczenie jest cztery razy większą, niż 
w przypadku opisanym w poprzednim paragrafie.

R ys. 216. Rys. 217. Rys. 218.

Zrobić tu  musimy jeszcze uwagę, że koniec słupa wtedy 
tylko możemy uważać za utwierdzony, jeżeli tam styczna linii 
ugięcia nie zmienia się podczas wyboczenia, a więc gdy przy
porami (rys. 217) lub zastrzałami (rys. 218) zabezpieczymy nie
zmienność stycznej. W braku przypór lub zastrzałów musimy 
uważać koniec belki tylko jako przytrzymany.

Pręt wybacza się prostopadle do tego kierunku, dla któ

rego — jest największe. Jeżeliby wyboczenie w tym  kie

runku (n. p. dla osi pod 45°) pociągało za sobą skręcenie ni
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towanych kóńcÓA\r pręta-, to wtedy należy uważać te końce 
jako utwierdzone.

§. 90. Wzory Tetmajera.

Powiedzieliśmy powy-żej, że wzór E u l e r a  może być 
ważnym tylko do granicy sprężystości. Obok niego wyprowa
dziliśmy wzór R a n  k i u a. Doświadczenie musiało rozstrzygnąć, 
wedle którego wzoru należy w praktyce obliczać. Doświadcze
nia takie robili między innymi B a u s c h i n g e r  w Monachium, 
T e t m a j e r  w Zurychu i K i r s c h  we Wiedniu. Zrazu wedle 
E u l e r a  mamy, jeżeli nazwiemy siłę, która wybacza pręt B,

wedle 428) B = F  izw= ^ r r ~ więc /«,„ =  E n 2 j

fi,
F F  

- E n  -=~ C

albo

441)

Jest to równanie hyperboli c d e  (rys. 219).
Z doświadczeń pokazało się jednak, 

że w rzeczywistości wzór E u l e r a  daje 
wyniki zgodne z prawdą, ale tylko dla 
prętów wysmukłych, dla wielkich war

tości - i tak dla żelaza zlewnego dla

— >105, dla których przy wyboczeniuCL
natężenie nie przekracza jeszcze granicy 

sprzężystości. Dla 
prętów o mniej
szych wartościach

— przy wybocze-

JK  
9200 - 
9100 - 
iooo - 
900 - 
800 - 
700- 
600 - 

soo 
4oo
300-
200
J00

iOO ISO 200

Rys. 219. niu niesprężystem 
nie da się również

zastosować wprost wzór R  a n k i n a, bo spółczynnik wyboezenia 

a nie jest ilością stałą ani nawet funkcyą —, ale wogóle spół-CL

czynnik zwiększający f  jest funkcyą — T e t m a j e r  na pod-
CL

stawie doświadczeń przyjął, że ,u„. jest funkcyą prostolinijną 

dla mniejszych — (prosta d g). Zamiast spółczynnika zwiększa-
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jącego można wprowadzić w racliunek jego odwrotność £'==-i-, 
s p ó ł c z y n n i k  z m n i e j s z a j ą c y  (n. Abminderungscoefficient),

a zatem F - —  t  =-C —  j ho 442)

Ogólnie jest £' =  1—a , xw= i { l —a ~ j = T —a%. ^ . 

‘Jeżeli przez n  pomnożymy, to
l l

g w= [ i — a . g —  = / t — (7,—  
a  a

443)

W  następnych wzorach przyjęliśmy dla
drzew a żelaza lanego żelaza zlewnego s ta li zlewnej

g =  350 8000 3800 4500 lcg\cm2

T e t m a j e r  otrzym ał: aj d l a  d r z e w a  

dla 5 < - ^ < 1 0 0 ,  £ '= .1 ,047 - 0,00693- i  

l

Na tej podstawie obliczyliśmy następującą tabliczkę:

» 100<  » a

444)

T a b l i c a  XXV.

10
15
20
25
30
35
40
45
50
55

0.979
0^943
0,907
0,871
0,839
0,804
0,771
0,736
0,700
0,664

60
65
70
75
80
85
90
95

100
105

0,632
0,596
0,561
0,525
0.493
0,457
0,421
0,387
0,353
0,321

110
115
120
125
130
135
140
145
150
155

0,293
0,26S
0,246
0,225
0,207
0.193
0,179
0,168
0,157
0,146

160
165
170
175
180
185
190
195
200

0,136
0,129
0,121
0,114
0,107
0,104
0,096
0,093
0,089

b) Ż e l a z o  l a n e :  
ldla 5 < — <SQ,

£ '= 0 ,97  +  0,0000663 0,0151 . 445)

„ 80 < l £' =  1234 ( f -
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T a b l i c a  XXVI.

l -
V. l

V
l i ' l i 'a a a a

10 0,827 50 0,385 90 0,152 130 0,073
15 0,760 55 0,345 95 0.137 135 0,068
20 0,696 60 0,308 100 0,123 140 0.063
25 0,636 65 0,275 105 0,112 145 0,059
30 0,580 70 0,244 110 0,101 150 0,055
35 0,526 75 0,218 115 0,093 160 0,048
40 0,476 80 0,193 120 0,086 170 0,043
45 0,429 85 0,171 125 0,079

c) Ż e l a z o  z l e w n e  z wytrzym. na ciągnienie 
<  4000 kffjcm2:

10 <  — <  105 a

105 < l_
a

£' =  0,816-0,003 

C ' - 6 5 8 4 ( | ) ! .

L
a

Stąd obliczono następną tabliczkę: 
T a b l i c a  XXVII.

. 446)

l
a

1
a

l
a V ,

l
a

Y !
'a V

10 0,786 60 0,636 110 0,462 160 0,218
15 0,771 65 0,621 115 0,423 165 0.205
20 0,756 70 0,606 120 0,388 170 0,193
25 0,741 75 0,591 125 0,357 175 0,182
30 0,726 80 0,576 130 0.331 180 0,171
35 0,711 85 0,561 135 0,307 185 0,165
40 0,696 90 0,546 140 0.285 190 0,153
45 0,681 95 0.531 145 0,266 195 0,147
50 0,666 100 0,516 150 0,248 200 0,140
55 0,661 105 0,501 155 0,232 210 0,127

d) S t a l  z l e w n a  b. miękka (fi >  4000):

10 <  1 <  105 a £'=0,713—0,00259

105 < l
a 3' =  4934

f ) '
. 447)
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Stąd obliczyliśmy następną tab liczkę: 
T a b l i c a  X X V III.

l l
V

l i ' l i '
a a a a

10 0,687 50 0,584 90 0,480 150 0,219
25 0,674 55 0,571 95 0,467 160 0,193
20 0,661 60 0,558 100 0,454 170 0,171
25 0,648 65 0,545 105 0,441 180 0,152
30 0,635 70 0,532 110 0,412 190 0,137
35 0,622 75 0,519 120 0,343 200 0,123
40 0,609 80 0)506 130 0,242 210 0,112
45 0,596 85 0,493 140 0,252

M i n i s t e r s t w o  k o l e j o w e  a u s t r .  poleca przyjmować 
następne spólczynniki zwiększające £.

T a b l i c a  X X IX .

l
a

Żelazo
spaw ane

Żelazo
zlewne

Żelazo
lane Drzewo

c A - A i A i A

10 1,206 0,057 1,273 0,050 1,210 0,226 1.023 0,078
20 1)263 0,061 1,323 0,055 1,436 0,289 1)101 0,082
30 1,324 0,068 1,328 0,059 1,725 • 0,375 1,193 0.107
40 1,392 0,076 l)437 0,066 2,100 0,493 1,300 0)l29
50 1,468 0,083 1,502 0,071 2,593 0,648 1,429 0157
60 1,551 0,095 1,573 0,078 3,241 0,847 1,586 0,196
70 1,646 0,106 1,651 0,086 4,088 1,068 1,781 0,251
80 1,752 0,121 1,737 0,095 5,155 1,410 2,032 0,333
90 1,873 0,138 1,832 0,107 6,565 1,540 2,365 0,463

100 2,011 0,162 1,939 0,228 8,105 1,702 2,828 0,605
110 2,173 0,380 2,164 0,412 9,807 1,865 3.433 0,652
120 2,553 0,443 2,579 0,447 11,672 2,026 4)085 0,704
130 2,996 0,479 3,026 0,484 13,698 2,184 4,794 0.766
140 3,475 0,514 3,510 0,519 15,887 2,350 5,560 0.823
150 3.989 0,550 4,029 0.555 18,237 2,513 6,383 0)879
160 4)639 0,585 4,584 0)591 20,750 — 7.262 0,937
170 5,124 0,621 5,175 0,627 — — 8,199 0,992
180 5)745 0,656 5,802 0,669 — — 9)141 1,050
190 6,401 0,691 6,465 0,698 — = 10,241 1,107
200 7,092 -- 7,163 -- — — 11,348 ---

§. 91. Przekroje złożone.

Słupy, składające się z kilku kształtówek musimy połą
czyć w pewnych odstępach, aby przekrój można było uważać 
za całość (rys. 220). Przedewszystkiem należałoby żądać, aby 
części słupa na długości l' się nie wyboczyły, a więc wedle 430)

Statyka, w
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■ Ö -r

O-

I i >2,37 JJZ,", albo podzieliwszy przez i?7, a , 2 >  2,37 p0 Z,2. .Jeżeli 
v0 przyjmiemy 1 t'cm'1 i wstawimy Z, w cm, to

Z, <  65 a ,......................................  448)
W  praktyce dajemy tu  odstęp jednak 

mniejszy, najwyżej Z, = 5 0  a,, częściej jeszcze 
mniej. E m p e r g e r  twierdzi na podstawie do
świadczeń, że tylko wtedy można słup jako 
całość obliczać, jeśli l{ jest o połowę mniej - 
szem od obliczonego.

Profesor S a l i g e r * )  wychodzi z wzoru 
T e t m a j e r a ,  który ogólnie brzmi wedle

443) fim= fi— C-^ , przyczem fi oznacza gra-
CC

nicę ciastowatości. D la żelaza zlewnego otrzy

mamy ^.„=3,1— 0,0114 -— Z/cto2.

W
Rys. 220.

W  rys. 221 mamy przekrój słupa, zło
żonego z dwu uwek, łączonych w odstępach 
Zj wstęgami. "Wtedy ze względu na oś X X  
obliczamy słup jako ca
łość, ze względu na oś 
T T  musi być też

fi".= fi — c\ i  ^  . . . 449)

Całego pręta wytrzymałość jest więc 
wyczerpaną, jeżeli natężenie największe 
będzie fi,H. Możemy więc uważać, że fi,r, 
jest wytrzymałością materyału dla osi Y
i napisać: natężenie wybaczające dla osi Fbędzie fi,,=/iWi-

'»’j
.Jak wielkie je st Gx ? We wzorze 443) wyraz z C oznacza na
tężenie wskutek wygięcia pręta. Jeżeli pręt nieobciążony, wy-

“T H
X 1 JG

^ 4 ! iS b

Rys. 221.

■ cJ g

gięcia niema, więc C=0, jeżeli się wybacza, mamy całe O— .
CL

* Saliger więc przyjm uje G : C, = f i : ,

*) „Über den K nickw iderstand  gegliederter S täbe.“ Zeitęchr. d .österr. 
In f . u. Arch. Verein. 1912, s tr . 5. Porów naj także „Zur K nickfestigkeit 
gegliederter Stäbe von M ayer-M ita“ Z . d. österr. I. A. V. 1914, str. 246.
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stąd C, =
f i

[<■-
C=

c 1'a i
C=C ( i - - M ,V fi a j 1

Sfly-- -C—
«1

c A -W = / i -  <?f Zy- +  A.
\ /t «jMj, \ay

Dla żelaza zlewhego- otrzymamy:

/¿¡r

więc

450)fi av a j

«3,1—0,0114 ( — -4-— ) +0,000042 . 454}\a,j a j  ay al
Jeżeli to samo zastosujemy do wzorów Eulera, otrzymamy 

dla większego
a„

/V { p__  ̂ lii.'
V / ‘  <D « 1/

W«*

ST 452)

Wzory te można jeszcze inaczej napisać.
Jeżeli spółczynnik zmniejszający dla całego pręta je st

dla części pręta t ,\ , to = /* £ '£ ,.....................................   453)
Więc spółczynnik wytrzymałości na wyboczenie otrzymamy 

mnożąc f i  przez spółczynnik zmiej szaj ący dla całego pręta i przez 
spółczynnik zmniejszający dla części pręta między stężeniami. 

Poprzeczki należy obliczać wedle największej siły po-
1 F

przecznej Q ^9 S  n ' t } .......................................
gdzie F  oznacza całkowity przekrój słupa a n spółczynnik 
bezpieczeństwa.

Przykład. Obliczyć obciążenie dopuszczalne słupa o p rzek ro ju , poda
nym  w  rys. 222, k tó ry  połączony je s t co 50 cm poprzeczkami. Długość w olna

w  obu k ierunkach  6 «¿=600 cm. 
Przekrój F =  2 (25 .1+ 2 .19 ,16)=  

i =126,8 c»i2, m om ent bezw ład
ności ze względu n a  oś X X  

y I = ~  25 (223-20*)+

+  4 [174,6+19,16 (10+ 2,82)21= 
=5517+13468=18985 cm K,

■i/18985 100„
Wlę° a = Vi2p"=12’23c"'!

1 6 0 0  A Ci ,

ZatSm 'a =V2j?T '
stąd  i  ■'=0,669.

Dla połow y przekroju 1<\ — 
=03,4 cm'1, odstęp środka cięż-
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. ,  . . ,  S 2 .1 9 .1 6 .2 ,8 2 - 1 .2 6  ,
k o śc i połowy przekroju otrzym am y c = j= r  — --------------g g j --------------=  b o i  cm

i ,  = 2  [174,6+ 19,16(2,82—1,31)»]+ *25.13+ 26 .2,31J=353 c m \  więc

«1=  y ^ j -  =  2,36cjh, zatem  —• =  -g g  =  21,4, więc V i =0,752.

W edle 459) dla r= 8 0 0 kg/cm \ t !C= 8 0 0 .0,669.0,752=402 kg/cm*.
Jeżeli przekrój użyteczny je s t 126,8—4 . 2 . 2=110,8 c m \  to  P =110,8X  

X 4 0 2 = 44542 kg.
Ze względu n a  oś B B  obciążenie m ogłoby być większem.

§. 92. Obliczenie wymiarów.

Przy użyciu równań 429) lub 443) zachodzi ta  okoliczność,, 
że dla obliczenia szukanego przekroju potrzebnym jest nieznany 
jeszcze promień bezwładności tegoż przekroju. Musimy sobie 
¡tedy przy obliczeniach radzić w rozmaity sposób.

Najprzód wyjaśnić musimy kwestyę, czy przy obliczeniu 
wymiarów na wyboczenie należy odciągać dziury na nity, 
wogóle osłabienie przekroju, czy nie. Otóż rozumie się, że 
przekrój F, który wypada z wzoru 442) lub 433), oznacza 
przekrój użyteczny, to jest przekrój po odciągnięciu dziur na 
n ity  lub innych osłabień, ale przy wyznaczeniu promienia bez
władności a nie uwzględniamy osłabienia przekroju, ale liczymy 
dla przekroju pełnego, bo na wyboczenie, a zatem i na kształt 
linii ugięcia, mają większy wpływ przekroje pełne, niż w pe
wnych tylko punktach osłabione. Stwierdził to doświadczalnie 
F o e p p l * ) .

p
Mając P  i t, otrzymujemy P 0 =  — . Wiemy, że F >  F0

Ti
z dwu powodów, mianowicie z powodu dziur, a dalej z powodu 
wyboczenia. Możnaby więc tymczasowo przyjąć P, obliczyć dla

tego przyjętego F  promień bezwładności a, a znając1 — obli-CL
ezyć F. Pokazałoby się wtedy prawdopodobnie, że to obliczone 
F  je s t inne od przyjętego, trzebaby drugi raz, a może trzeci 
raz jeszcze liczyć.

Aby to obliczenie żmudne ułatwić, będziemy się starali 
ustawić pewne wzory dla a dla rozmaitych przekrojów. Mając

*) P. p. Zapiski dośw iadczalni mecłianiczno-tecłm. 1897, zeszyt 25.
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takie -wzory, możemy już z większą dokładnością odrazu przy

jąć stosunek — i obliczenie znacznie skrócić. d ' a
"W §. 53. podaliśmy wzory i wartości dla promieni bez

władności dla rozmaitych przekroi. Dla rachunku najwygodniej 
je s t  jednak, jeśli wyrazimy promień bezwładności a jako
funkcyę powierzchni F. Postaramy się ustawić takie wzory dla 
przekroi, najczęściej w praktyce się zdarzających*).

1. K w a d r a t .  a=0,2887 Y.F. ...........................  455)
2. P r o s t o k ą t  o podstawie b

a = 0,2887 y ................................  456)

3. S z e ś c i o b o k  0 = 0 ,2 8 3 )^ ................................... 457)
4. E l i p s a  (rys. 74), której połowa osi wielkiej a ', po

łowa małej b'
F  F  ha = - —— , a. albo a = -r ,2 n b ' ’ 1 2 n a ' ’ 4 ’
, n b h  . Fa ze F — , więc a ——r 4 ’ V  nb

5. K o ł o  (rys. 76)

a = ~  = 0 ,2 8 2 V F ...............................  459)

6. P i e r ś c i e ń  k o ł o w y  (rys. 86)

a = ~ W + d ^ .

Jeżeli wstawimy dt =  nd , to

=  0,282 y ^ l ± g .  . . . 460)

7. K ą t ó w k a  r ó w n o r a m i e n n a * * ) .
Ze względu na oś poziomą a —1,4+0,07 F. . 461)
„ „ „ „ główną najmn. a = 0 ,9 +0,044 E. . 462)

*) Por. także Feyl. „Zur E rm itte lung  der Q uerschnitte“ Zeit. d. ö&terr. 
Ing. u. Arch. Verein, 1908, str. 536.

**) Por. w yprow adzenie ty ch  wzorów w  rozpraw ce au to ra : „W eiterer 
B e itrag  zur B erechnung der Stäbe au f K nickfestigkeit“. Z. d. österr. In g , 
«. Arch. Ver., 1892. H . 50 i 51.

. . 458)
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8. K ą t ó w k a  n i e r ó w n o r a m i e n n a .  (rys. 137). 
Ze względu na oś Xj X t a =1,3  +  0,11 F  j

»’ » f i  Yi « ' =  1,3+0,55 X , .
n rt n główną najmn. a = 0 ,9  +  0,042 F  J

9. Dla p r z e k r ó j  u t e  o w eg o (rys. 223) nazwijmy 
li d h

463)

m —

to dla osi X X

r i -

lia=  0,2887-. ]'mn (4 —mn)
’  . 1 + w r a 1

dla osi F F  je st

« ' = 0,2887 6 ^ 1 +  m

464)

465)

467)

Dla kształtówek _[_ według normalij austryackicłi je s t 
m =0,77, n<== 1, więc a = 0 ,3225 A, « '=0,216 6. Licząc dokładniej
otrzymamy: « = « ' =  0,95 +  0,064................................  466)

Dla kształtówek wysokościennych otrzymamy:
« = 1 ,3  +0,077 F'
«' =  1,55 +  0,026 F .

10. Jeżeli przekrój składa się z d w u  k ą t ó w e k  (rys. 224) 
i  nazwiemy 1?, i «, moment bezwładności, przekrój i pro
mień bezwładności j e d n e j  kątówki, to

1  _  2 / 1 _  _  2 
X 2 ń \ ’

a  zatem a = « t =  1,4+0,07 , . . .  . 468)
Dla osi FF  jest

„ . ¿ L f e Ł n i i S - j  + ,  i
■ F 2 F ,  ■

a 2=
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Dalej mamy ej =  e+-^-. Obliczywszy e, dla kątówek roz

maitych i dla c= 0 , 1, 2 cm, napisać możemy:
a '2= (0 }i6 + 0 ,0 3 3 0 )^+ 1 ,8 0 -1 ,7 . . . . 469)

11. Przyjmijmy teraz przekrój, złożony z b l a c h y  s t o 
j ą c e j  i d w u  k ą t ó w e k ,  (rys. 225) i nazwijmy powierzchnię 

jj. j e d n e j  kątówki Fit blachy stojącej
! to F = (2 + n )F i .

W tedy otrzym am y:

a- ■a, +
«.^,,!+ 6 c 2—3(2+w)e12

2 + »  3 + 2 »
Jeżeli n = 1, h = 6 o, to

a =  0,206 . F - 1,13. . 470)
Jeżeli n  =  3 do 4, to średnio 

o 2 =  0,25+0,032 F+  0,182 h°-. 471) 
Dla osi Y Y  otrzymamy ogólnie

0,4— 2 |  a j  . Q)7 ” —0)6 .̂,
2 + n  * t  3 + 2 »

Dla » =  1, c = l  cm
ćz'2=0,217 F —0,11.............................  472)

Dla n — 3 do 4, c =  2 cm
a '2=0,076.F+0,72............................... 473)

12. Przyjmijmy przekrój złożony z b l a c h y  s t o j  ą c e j  ,
d w u  k ą t ó w e k "  i n a k ł a d k i  (rys. 226) i nazwijmy przekrój 
j  ednej kątówki F t , blachy stoj ącej 
F2= n F u nakładki F3 =  ni Fu to 

F ^ ( 2 + n  + n i)F1.
Dla osi X X  otrzymamy wtedy 

2a * 2 + »  +  »,

+
6 e2+ » / i2+ » , d 2

— e.3 (2 +  » + » , )
Dla » =  3, », =  4 i » = 4 , », =  10 
otrzymamy średnio

a 2= 0 ,008 .F + 0,076 A!. 474)
Dla osi Y Y  dla c=2cm,  » i » ,, jak  pierwrej, 

a ' 2=0,017 F +  0,044b \  . .
13. Dla U w e k  (rys. 136) otrzymamy ze względu na oś JOT 

a  = 2 ,2 +  0,147 i?) 
dla osi Y Y  a' =  1,0+0,03 F  J*

475) 
ś X X

476)
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14. Jeżeli przekrój składa się z d w u  u w e k  (rys. 227) 
a przekrój, moment i promień bezwładności jednej uwki na

zwiemy F ,, I y i «,, to ze względu na
¡V oś x x '

3

I
»

I -

&A”
a ‘= 7 27, 2 .

F  =  I^f T > więc
« = « (=2,2+0,147F .

Dla osi Y Y  jest
. „ . . 2 ( / , - W W )  ,

47?)

a' 2F , = a '1+ e 12.

ri
iy

Rys. 227.

478)

Wstawiwszy wartość za e,2, otrzy- 
my/A'£  mamy w przybliżeniu

« '2=0,0002 F 2+0,043 F +  2,3+1 
+  c (0,013 F + 1,8

15. Dla c z t e r e c h  ć w i e r ć k o ł ó w e k
otrzymamy: «=3,7  +  0,0173 F . .........................  479)

16. Dla przekroju k r z y ż o w e g o  (rys. 227) otrzymamy 
dla osi poziomej :

480)a =0,2887 b y -— i’ V 1 + 2
jak  464) dla przekroju teowego.

m n

£?<-

i A T 
! 1 i
Y_i

X- ył------->

Rys. 228.

Jeżeli ó=A, e£=e£,, «=  0,2045 ó = 0 ,1022 — . 

Dla osi pionowej otrzymamy analogicznie 

« '=0,2887 A m n
1 +  m » ’ 

F
a dla m = ra = l, jak  pierwej, « '= 0 ,1 0 2 2 — ,

481)

482)

483)
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16. Jeżeli przekrój krzyżowy składa się z 4 k ą t ó  w e k  
(rys. 229) i jeśli nazwiemy przekrój, moment i promień bez
władności jednej kątówki Fu / , ,  ai , to

I  4 ( 7 ,+ 2 W )
F 4 F, =al 2+e, 484)

Po wstawieniu wartości za e ,2 otrzymamy w. przybliżeniu 
dla c= 0  do 2 cm

a 2=(0 ,2 2 5 + 0 ,0170 )^+ 1 ,86 -1 ,7  . . . 485)
17. Jeżeli przekrój składa się z, 4 k ą t ó w e k  i d w u  

wstęg (rys. 230; i jeżeli nazwiemy przekrój 4 kątówek, icb
moment i promień bezwładności Fv  Ik 
i ®4 a krzyża z wstęg F5, Z6, a8, to

I  h + ha * F  Fk + F '
Jeżeli F:> — Fk, to

a ^ + m a & 486)1 Ą-m ’
przyczem a 4 i ah należy obliczać ze wzo
rów 485) i 483).

18. Jeżeli przekrój składa się z 4 
kątówek i wstęgi (rys. 231) i jeżeli na

zwiemy przekrój, moment i promień bez,władności jednej ką
tówki Flt Ij i a, a. przekrój wstęgi F2—n F i , to

F=4:Fi + F 2=(4:+n)F1, 
a ze względu na oś X X

2) . 487)

i Dla d= 2cm  i 3 do 4 otrzy-
— “ --------i  ........"** mamy

Bys. 231. a 2= 0 ,0 7 5 P + l,0  . 488)
Jeżeli zamiast 4 użyjemy 6 k ą -

t  ó w e k, to otrzymamy
6

6 +  » = a12+ e 1‘

a dla d= 2cm  i n = 3 do 4
a 2=0,075 ń’+ l ,2  . . . .

19. Dla kształtówek 1 otrzymamy w przybliżeniu 
a  =3,9+0,107 F  
a '=1,4+0,018 F .

489)

490)

491)
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20. Dla przekroju /, składającego się ze ś c i a n k i  i ' c z t e 
r e c h  kątówek (rys. 232) otrzymamy, gdy znów wartość dla je 

dnej kątów ki oznaczymy znaczkiem 1,
F =  (4+»)Zy,

a 1= -—- a  2 i (9,72 +  »)A-j
4 + »  1 +  12;(4+») ■ ' }

Dla »= 1 ,5  do 3 otrzymamy średnio
o2=  -0 ,4 5 3  +  0,308 **+ 0,129 A2 . 493)

Dla osi Y Y  możemy użyć wzoru 487). Jeżeli 
wstawimy »= 1 ,5  do 3 i d = lc m , otrzymamy 

a '2=0,1061?—0,1 . . . 494)
21. Dla przekroju, składającego się z 4

k ą t ó w e k ,  połączonych kratą, otrzymamy 
a 2 z 491), wstawiając n — 0, więc 

a ,2+0,2025 A2=  —0,7 +  0,119 Z’+  0,2025 A2 . 495)
Dla osi F3§ możemy użyć wzorów 4S3) i 484).
22. Jeżeli przekrój Iowy składa się z 4 k ą t ó w e k  i 2 

n a k ł a d e k  (rys. 232), to F = 2 (2 + n )F i .
Dla osi X X  jest

3,708 Z7, +  a , 6 + 22) A2—5,6

Bys. 232.

a -  =

a- . . .  496)4 (2 + ii)
W  praktyce je st »= 1 ,2  do 2, więc 

w przecięciu
a 2=0,036Z7+0,21A 2—0,4 . 497) 

Dla osi YY  jest

ii>8>
albo j30 wstawieniu wartości za ei , 
a' 2= 0,071 F — 1,2+0,036 b‘l +  (0,06 F+

+1,13) c . . . 499)
23. Dla przekroju d w u t e o w e g o  

(rys. 234) niech będzie a6 promień bez
władności połowy przekroju ze względu 
na oś XX, który obliczyć należy wedle 
wzoru 473), to F = 2 F h, 1=2 J6, więc

21, 500)
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Ze względu na YY, clicąc wy
znaczyć a', otrzymamy 

F = (4:+ 2n+ ni)F u

 -J"  ...... (0,476id —O 7 +4 + 2 n + n xK ’ 1
+  ... . 2+?l ___ /, 2 +

2 ( 4 + 2 » + T O j j  1

a /  2 .

+ -
n’l— rb r  501)

12(4 +  2 w +  ii , )  ' E ys. 234.
W praktyce jest n=  2 do 7,

Wj = 0  do 15, średnio możemy napisać
a /2=0,004 F—0,1+0,178 5 ,2+0,04&2 . 502)

§. 93. Przykłady obliczenia wymiarów.

1. Slup drew niany  o przekroju kw adratow ym  obciążony je s t w kie
ru n k u  osi silą  P —3f i  t. Długość w olna wynosi 3 m. N atężenie dopuszczalno 
na  ściskanie należy przyjąć 70kgfcm2 i w yznaczyć w ym iary  przekroju słupa.

” 3600Bez względu na w ytoczenie m am y F0=+
70

=51.4 cm-. Przekrój F

m usi być większy, przyjm iem y więc jako  pierw sze przybliżenie F = 8 1 cm 2, 
6 = 9  cm. W edle 455) je s t  «=0,2SS7YS1=0,28S7.9=2,60 cm.

W tedy ■ 800 =  115, zatem £=0,268, a więc
~ '2,60 '  1

F Ą F 9 : i ==51,4 :0,268=192 cm2.
W idzim y, że F  w ypadło znacznie większe, niż p rzy ję te ; jako  drugie 

przybliżenie przyjm iem y więc F = 144  cmJ, 6=^144+12 cm, w tedy:

a =0,2887x12=3,46. w ięc — = ^ 2 . = 8 7 ,  zatem  £=0,443, s tad :a Oj4b
P = 5 1 ,4 :0,443=116, 6=^116=10,8 cm. P rzyjm ijm y więc 6 =  11 cm, ¿==121 cm2,

1 300w tedy  a = 0 ,2 8 8 7 x ll= 3 ,1 8  cm, więc — =  - ■.=94, zatem
a 348

i =0,394, i  =51,4:0,394=130 cm 1, s tąd  ¿=11,4 cm. Zatem  6=11 je s t za małe, 
6=12  w praw dzie za w ielkie, m usim y jednak  zatrzym ać 6=12 cm, bo 6 za
okrąglam y n a  cale centym etry.

2. J a k  gruby  m a być slup kw adratow y, obciążony siłą  osiową 
P=21000 kg, przyczem dolny koniec je s t wpuszczony w  cokół kam ienny 
a górny  zapomocą kleszczy ochroniony przed wygięciem. W ysokość słupa 
w ynosi 1, =3,75 m.

Tu wedle 437) 1=0,7x3,75. Ze względu, źe może utw ierdzenie nie 
je s t zupełnem, przyjm iem y dla bezpieczeństwa 1=0,8 .3 ,75=3,0  m. Dalej 

21000m amy F0 =
70 = 300 cm2, a stąd  byłoby 6=Y800=17,3. Ze w zględu na

wyboczenie przyjm iem y 6=20, s tąd  o= 0 ,2887 X20=5,774 ctn. W ięc
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i - = | P 9 . = B2, a £ =0,86, w ięc 2^=300:0,86=487, 5 =20,9 cm

Teraz chodziłoby tylko jeszcze o zbadanie, czy w ystarczy  przyjąć 6=21
l 300

czy też 22 cm. Próbujem y 6=21, to a=6,06 c?», — = g  Qg=49,5, £=0,707

P = S 0 0 :0,707=424, 6=20,6 cm.
J a k  w idzim y, w ystarczy więc przyjąć 6=21 cm.
3. Obliczyć w ym iary  słupa z żelaza lanego o przekroju kołowym 

pełnym, gdy P=30000fcy, gdy wysokość 1, = 4  m, oba końce -są u tw ie r

dzone a t= 8 0 0  kgjm2. W edle 440) Z=999=200 cm. Dalej m amyŁi
30000F 0 =  o r . =37,5 cm2, s tąd  d —1 cm. P rzyjm ijm y jako  pierwsze przybliżenie oOO

7 ono
¿ = 9  cm, to wedle 459) a=-?=2,25; s t a d —=■ ¿--=89, s tad  '  4 ’ ’ * o 2,25 1
£=0,156, -F=37,5:0,156=240, ¿ = 1 7 ,5 cm. M usimy więc przyjąć ¿  większe,
przyjm ijm y ¿= 1 5  cm, to

a= P P = 3 ,7 5 ,— = 9 ^ = 5 3 ,  £=0,361, w ięc P=37,5:0 ,361=104cm 2, ¿=11,5  cm,
4 a o, io

18
W ystarczy  więc ¿  m niejsze, przyjm ijm y ¿ = 1 3 cm, więc o=-^-=3,25, 

7 ono
— = ^ = 6 1 , 5 ,  £=0,298, w ięc P = 3 7 ,5 :0 ,298=126cm2, ¿=12,7  cm. W artość 
(t o,zo

ta  tak  już  bliską je s t przyjętej, że m ożnaby zatrzym ać ¿= 1 3  cm. Dokła-
l 200dniej m ożnaby przyjąć ¿= 12,8  cm, zatem  o=3,2. — ===-=62,5, £=0,291,Ct UjJ

zatem  5 :0,291=12,9 c m \  ¿=12,9. Z atrzym ujem y więc ¿= 129  mm.
4. D la tego samego w ypadku obliczyć słup z żelaza lanego, którego 

grubość ścian  w ynosi d.
W tedy  w ew nętrzna średnica ¿1= ¿ —0.2 ¿= 0 ,8  ¿, przekrój

F = ^ { d 7— di 2)=0,283 ¿ ,2, a  w edług 460) o = - ^ / ¿ 2 +  0,82 ¿ 2=0,32 d.

Poniew aż słup w ydrążony m usi być grubszym , w ięc przyjm m y od-
l 200

razu d= 1 6  cm , to  a —0.32 .16=5,12 cm , zatem  — = —— =  89, K =  0,486.a 5,12
3 0 0 0 0

Dalej m am y F0 — - ^ r - = 3 7 3  cm1 w ięc j F = 3 7 ,5:0,486=77,3 cm2, stąd  
bUO

d=V ^ 3 =16’5c'”-
R óżnica je s t m ała, przyjm ijm y jeszcze ¿=16,3  cm to  a = 0,32.16,3=5,22, 

Z “50(1
zatem  — — c 38, £=0,496, zatem  i ’=37.5 :0,496=75,6,

a 0 ,2 2

a s tąd  ¿ = l /-~ iP = 1 6 ,4 ,  trzeba więc przyjąć ¿=164»»», grubość ścian po 
) U,¿OD

16 cm, w ięc ¿i =  132 mm.
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Porów nując w ynik i dla przekroju pełnego i wydrążonego, w idzim y, 
że dla słupa pełnego przekrój wynosi 181 c*wł, dla w ydrążonego 74,4 cm2.

5. Z astrzał z lanego żelaza w  w iązaniu  dacłiowcm pracuje n a  ci
śnienie P = 1 6 t. Z astrza ł m a 1,5 m długości, n a  końcach przegibnie po
łączony.

Ja k  wiemy, przy wyboczeniu pow staje m om ent najw iększy we środku 
pręta , a w ięc w łaściw ie tam  ty lko potrzebujem y przekroju w edług rów nań 
442). Ku końcom m ogą być przekroje mniejsze, a na końcach ty lko takie, 
jak ich  w ym aga ciśnienie bez względu n a  wyboczenie. D la oszczędności 
m ateryału  dajem y też rzeczywiście często prętom , narażonym  na wybo
czenie, przekrój zm ienny (rys. 235), a m ianow icie w środku B  największy

d'-

n a  wyboczenie, a przy  końcach A  tylko na ściskanie. P rzekroje pośrednie 
dałyby się także obliczyć w ten sposób, aby natężenie było wszędzie je 
dnakowe,*) m usielibyśm y zrobić jednak  pewne przypuszczenie co do k sz ta łtu  
przekrojów. Z am iast tego przyjąć możemy w prak tyce lin ię zarysu  A B  
w przybliżeniu n. p. paraboliczną.

Przekrój F  (rys. 236) obliczamy więc na ściskanie, zatem

Po =  - ^ ^ -  =  20 cm2, a s tąd  ¿= 5,05 cm=51 mm. oOO
Przekrój F i we środku zastrzału  przyjm iem y w kształcie krzyża i obliczać

Fbędziemy na wyboczenie. W edług rów nan ia 480) m am y a=0,1022 —. P rzy j

m ijm y tymczasowo ¿= 1 ,5  cm, dalej m am y F0= 20  cm. Przyjm ijm y P"=45 cm,

to  0=0,102244=8,066 cm, zatem  — =  =49, stąd  i =0,894,
’ 1,6 a 3,0<

F = 2 0 \ 0,394=50,8 cm2. Dalej m am y F = b d  +  (b — d')d=2 bd— d 1. P rzyjm ijm y
F — A7, otrzym am y 47= 2  6 .1 ,5 —2,25, stąd  6=16,4 cm, więc dokładniej

0=0 ,2045 .16 ,4=  3,35, stąd  — =¿444=45, i =0,429, F  =  20: 0,429 =  46,6 cm2.
Cl U jO U

Możemy więc zatrzym ać w ym iary  6=164»»«, ¿ =  15»»«.

*) P. D w e l s h a u v e r s - D e r y :  Principes de la résistance des maté
riaux  s tr . 130—136 i  O b r ę b o w i c z :  0  w ytrzym ałości prętów  n a  w y
boczenie.
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6. W yznaczyć num er* kształtówelc słupa z żelaza zlewnego, złożo
nego z czterech kątów ek (rys. 228) należycie znitow anych, jeżeli długość 
w olna wynosi 4»!, a odstęp kątów ek 1,5 cm. Siła, działająca w osi słupa, 
je s t P = 4 2 1 a  natężenie dopuszczalne x=lć>0 kg/cm2. Bez względu n a  wybo-

42000ozenie otrzym am y F 0 — P -r-= 5 6 ,8 cm2. Z e  względu na 2 dziury na ni ty  
i 50

około 4 cm'2 i wyboczenie przyjm ijm y F = 8 0 e m 2, zatem  przekrój jednej ką-
100.100tów ki 20 cm2. Przyjm ijm y kątów ki ---- ^ — o przekroju 20,95 cm2 «=7,14,

więc e =  2,36, e, =  2.S6 + 0,75 =  3.61 cm2, zatem  wedle 483) «* =  a, s+

= 3 ,012+3,612= 9 ,0 6 + 13,0=22,56 cm2, a —4,'7 cm. A w ięc -¿-=^4^=685, stąd

ę=0,561, w ięc 7<’= 5 6 ,8 : 0,561 =  101 cm2. P rzy jęte  kątów ki zatem  nie w ysta r
czają, przyjąć należy większe. Dla F — 90 cm5, otrzymam}- F =  22,5 cm5, 

100 100
przyjm ijm y zatem  -— — . Tu »=7,01, więc c=2,99, e, =2,99 +  0,25=3,24 cm,

zatem  a !=3,00'-+3,742= 9  + 13,99=22,99, «=4,8  cm. A więc — = §52=83,& 4 ,0
stąd  t=0,567. w ięc i'’=56,8:0,567=100cm 2.

W ym iary  jeszcze są za małe. P rzyjm ijm y w iększy num er kątów ki 
190 120
— — . Tu je s t »=8,64, e= 3 ,36, c, =3,86 +  0,75=4.11. w iec

a 2=3,662+ 4 , l l 2=13,40+16,89=30,29, «=5,5  cm, 
p raw ie to samo, co pierwej, więc

- - = — =73, £=0,597, i ’=56 ,8-.0,597=95,1 cm"-.a. oo 
120. 120

Cztery kątów ki ——q —  m ają przekrój 4x25,37=101,5 cm2, od tego dwie

dziury n a  n ity  2 x 2 x 1 ,2 = 4 ,8 , zatem  J<’=101,5—4,8=96,7cm2. Przekrój za-
120.120tern jest. zupełnie w ystarczający, zatrzym ujem y k ą tó w k i —— .

7. Ja k i ciężar unieść może bezpiecznie słup, złożony z 4 ćwierćko- 
łówek l. 20, Gra wysoki, w  obu końcach wolny, jeżeli natężenie dopu
szczalne przyjm iem y 1000 kgjcm2?

D la 4 ćwierćkołówek l. 20 je s t w edług str. 176. a=7.94, zatem

— = ^  =75,5, stad  £=0,690. a (,94 •
W edle 442) je s t  P = jF t£ '= 4 .21,57 .1000 . 0,59 =50900 kg.
.leżelibyśmy przyjęli t= S 0 0 kg/cm-, toby było

F  4 . 21,57. 800. 59=10720 kg.

§. 94. Wytrzymałość słupów żelaznych w razie pożaru.

"Wiadomo nam z §. 18., że żelazo pod wpływem wysokiej 
ciepłoty ma mniejszą wytrzymałość, a do tego podczas poźarn 
słupy żelazne są niejednostajnie ogrzane, bo od strony pożaru
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ciepłota dochodzi do 600°, a ze strony przeciwnej trafia je  
struga zimnej wody z sikawki straży pożarnej. W skutek tego 
oś słupa pierwotnie prosta wygina się i natężenia z tego po
wodu wzrastają.

Dlatego też, jeżeli obliczamy słupy żelazne w budynkach,' 
które mogą być narażone na pożar, słupy nie osłonięte murem 
lub betonem, to musimy przyj ąć takie wymiary, aby słupy te 
i podczas pożaru nie1 okazały się za słabe.

Pod tym względem badali słupy żelazne doświadczalnie 
B a u s c h i n g e r ,  a także M. M o l i e r  i R. L i i ln n a n n .  Mo l 
i e r  dochodzi na podstawie tych doświadczeń do wniosku, że 
słupy żelazne będą bezpieczne i podczas pożaru, jeśli je  obli
czać będziemy wedle wzoru R a n k i n a ,  jednak przyjmując 
większy spółczynnik wyboczenia.

M o l i e r  proponuje przyjmować

v p ( ,

dla żelaza lanego F?

spawanego F =  ]a )0 ( l +0,0004 J

503)

504)

Obliczywszy słupy żelazne wedle tych wzorów, mamy je 
szcze niejaką pewność, bo słupy w ogniu łamią się wedle do
świadczeń dopiero dla żelaza lanego przy ¡.i—1500 leg ¡cm,2 a dla 
żelaza spawanego przy u =1200 kg jem2 dla rur a 1400 kg ¡cm2 
dla prętów pełnych.

§. 95. Słupy obciążone mimośrodkowo.

Jeżeli na słup działają siły P  w kie
runku równoległym do osi, przyczem kie
runek ten odległy je st od osi o c, (rys. 236) 
to , mamy do czynienia z obciążeniem mi- 
mośrodkowem.

Przypuśćmy najprzód, że siła P 
działa w osi głównej, tak, że wygięcie 
nastąpi w płaszczyźnie drugiej osi głó- 
wnej. Jeżeli przez E  położymy osie spół- 
rzędnych i nazwiemy rzędne punktu M  
osi x i y, to możemy wyrazić natężenie 
w punkcie M i R ys. 236.
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P Pye" P ( .  Fye"
F  '

natężenie w punkcie Mj,
v'

F ( l + S ! f )

P i  Fye' 
I

505)

W  środku ciężkości M  je st średnie ciśnienie — , oś obo

ję tna  leży oddalona od osi ciężkości o z, przyczem wedle 414)

z—- I zatem zy = a2.
y  Fy  J

Jeżeli f  jest ugięcie słupa w środku, to najw y —f+ c, więc 
największe natężenie

F(f+ c) e"

506)

Strzałkę f+ c  mamy teraz obliczyć. Analogicznie do §. 88
d, ̂ 1/ Py . , ~mamy i tu — —™., a stąd, podobnie jak  tam (równ. 427),

otrzymamy dla z = 0  w środku pręta
c

dost

Zamiast dost ( i V £ )

m -
507)

możemy zazwyczaj z dostateczną do

kładnością podstawić pierwsze dwa wyrazy szeregu dostawy

d°St ( 2 l | )  1 2 ( 2 Vf/)" 1
l 2 P
S E P  Wię°

f+c= P  P  
8 E l '

508)

Równ. 505) możemy z uwzględnieniem 508) napisać
P_
F

/  cF e" \

(p ®  ) a stąd P= F t I
cFe'

f i - ^ r  •

\  8 E l)

509)

"We wzorze tym  jednak znajduje się P  także po prawej 
stronie, więc nie można z wzoru tego obliczyć wprost P, tylko
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przyjąć je  należy, a potem poprawiać to przyjęcie. Podobnie 
jeśli znamy P, a szukamy przekroju, rozwiązać można zadanie 
tylko próbami. Z równ. 509) otrzymamy

 ce" \  -  P ce'
F < 510)

§. 96. Natężenie dopuszczalne.

Z wzoru 508) wynika dla c^O  /= 0 , a gdy to wstawimy
p

w równ. 506), otrzymamy v " = v ' ==— , a zatem dla zwykłego1i
ciśnienia bez uwzględnienia wyboczenia. Ponieważ wskutek 
wyboczenia przy c= 0  t. j .  przy obciążeniu środkowem dla

wielkiego. — wzrasta znacznie F, więc mogłoby się zdarzyć, że
CC

obliczając wedle 506) przy obciążeniu mimośrodkowem, otrzyma
libyśmy mniejsze wymiary, niż przy obciążeniu środkowem, co 
jest wprost sprzecznem z prawdą. Dlatego też już z powodów 
teoretycznych, a także na mocy doświadczeń T e t m a j e r a  na
leży przyjmować dopuszczalne natężenie nietylko mniejsze ze

względu na mimośród c, ale także i na stosunek —.
CC*

Z wzoru 506) otrzymamy, wstawiwszy 
,, , P F e"  F e"  1

—  - y p — p  więo
_^P    z»

T° “ T _ ^ 7 + c .............................. 511)
i

T e t m a j e r  na mocy doświadczeń przyjmuje zamiast 
wzoru 511) wzór

P  -i,v

1+rf±s......... 512>
przyczem & oznacza pewien spółczynnik, zależny od materyału 

i od —, wyznaczony doświadczalnie, a t„. natężenie dopuszczalne
CC

na wyboczenię, wyznaczone wedle 442).
Statyka. 20



513)

T e t m a j e r  podaje następujące spółczyńniki 9
1. D r z e w o

dla — < 90 9 = 0 , 0 0 0 3 9 -  V —1,0115— +0,93 
a \  a )  a

,  ± > 9 0  i -  2,0 5 8 (^ ) !- 4 ( | )

Z tego otrzymamy następuj ącą tabliczkę:

T a b l i c a  XXX.

— =  20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
a
9  =0,65 0,62 0,58 0,54 0,50 0,46 0,43 0,40 0,36 0,33 0,31

— =  75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125
a
-9-= 0,28 0,26 0,24 0,22 0,20 0,18 0,16 0,15 0,14 0,13 0,12

1 =  130 135 140 145 150
a
9 = 0 ,1 1  0,10 0,10 0,09 0,09

2. Dla ż e l a z a  l a n e g o  otrzymał T e t m a j e r

dla — <100 9=0,000l437f—V -0 ,03174— +  2,077 
a V a ) a

— 306 -

— >100 9 =  3537 (—V —1,370-p a \ a ) l

Stąd otrzymujemy następującą tabliczkę:

T a b l i c a  XXXI.

—=  20 25 30 35 40 45 50 55 60
a
9 =  1,5 1,37 1,25 1,14 1,04 0,94 0,85 0,77 0,69

— =  65 70 75 80 85 90 95 100 105a
9=0,62 0,56 0,51 0,46 0,42 0,38 0,36 0,34 0,31

—=  110 115 120 125 130 135 140 145 150a
9=0,28  0,26 0,24 0,22 0,20 0,18 0,17 0,16 0,15

514)
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3. Dla ż e l a z a  s p a w a n e g o i z l e w n e g o  m am y:

T a b l i c a  X X X II.

■— <  70 =  70 75 80 85 90 95 100 105a
9  =  1,00 1,00 0,93 0,86 0,80 0,75 0,70 0,65 0,61

— =  110 115 120 125 130 135 140 145 150 155a
■9=0,57 0,53 0,50 0.46 0,43 0,40 0,38 0,38 0,33 0,31

— =  160 165 170 175 180 185 190 195 200a
9 = 0 ,2 9  0,27 0,26 0,24 0,22 0,20 0,18 0,17 0,16

§. 97. Przykłady.

1. Słup drew niany  o długości 4 m i przekroju kw adratow ym  20x20  on 
je s t  obciążony z obu stron  siłam i 10 i, k tóre zaczepiają w  odstępach c—10 cm 
od środka, a więc w  środku kraw ędzi. Ja k ie  natężenie pow staje w  słupie?

„  . ' . - i j l p  -,/ 10000.12' 1 , ' Z - . / T  . 200 ,
Tu je s t y E J  y  xfjoooo.20* 400’ 2 \  E l  400”  ’

= d o s t ^ D ^ ® = d o s t  2S,4°=0,879
j: »

W  przybliżony sposób otrzym alibyśm y 

A  więc wedle 507)

, 4002 10000.12 . 1 l _ n o , c
T l i  '120000.20* 8 ’

1 + 1 0 = ^ = 1 1 , 3 8 ,  s tąd  /= 1 ,3 8  cm.

J + c\“Wedle 512) otrzym am y tm= - - ( i  +

T u  « =  0,2887.20 =  5,774, - - = ^ =  =  69, w ięc 5=0,31, i = ^ = 3,33, s ta da 5, i ( ’ 5 6

■T"J = W ( 1 + 0 ’31 j  =25(1 + 1 ,06)=51,5 kff/cmi.

W edle 442) t s t ą d  ~—y,- T3a ~ = 6 9  je s t £'=0,609, w ięc

T==bTol=S5^ /cm2-
W edle w zorą teoretycznego 506) otrzym am y jednak

„ 10000/400.11,3S . 10.12 ,
" W  v "  20*------”  +  ljf =2o. (3,414 + 1 )=  110,4 kg/cm1,

v' = —25 (3,414—1 )= —70,6 kg ¡cm3.
Z obu tych wzorów zatrzym am y w ynik i Większe. W idzim y w obu 

w ypadkach, że w ym iary  są za małe.
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P rzyj ąwszy 23x23  cni, o trzym am y

10000.12 1 , , l ^ f p  i .  200 ,  , nQ_Q
Y 12000723*=  529’ dost l f  y j j J  =  dost 5 2 9 = d0St ° ’3 ‘8'

O 1 ftO
Więc dost ——   =  dost 12,6b°=0,919.

A więc / + 1 0 = —^ ^ = 1 0 ,7 6 , zatem  /= 0 ,7 6  cm.

W edle 306) m am y
„  10000 /529.10,76.10.12 , A , ,

~629~ l  §3*-----------  j= 1 8 ,9  (2,441 + 1)=65 kgjcm*,

v '= — 1 8 ,9 (2 ,441 -1 )= -27 ,2  ly jc m \
W ed le512) otrzym am y, ponieważ tu  »=0,2887.23=6,64,

7 ¿100 2 S
— =  -T 8 = 6 0 , więc 5=0,36, ¿ = — =3,83, s tądct bjb4 o

10000 ( l  + 0,86 B | | ) = 1 8 , 9  (1 + 1,01)=38 kg/cm'-.
529 V ’ 3,83

W edle 442) je s t t  ■=»=—, a że dla —=60, je s t £'=0,636, w ięc £ a
38 =60 kg jem.2.

0,636
Tu, ja k  w idzim y, w ynik i obu wzorów teoretycznego i doświadczal

nego  nie w iele się różnią.
Z ostaw im y tu  w ym iar 23X23 cm.
2. J a k ą  siłę w ytrzym a słup o przekroju J  1. 20, obciążony mimo- 

środkow o w  odstępie 5 cm od osi ścianki, dla długości wolnej 3 m. N atę
żenie dopuszczalne niech będzie 1000 kg/cm2.

Fv"
Przyjaw szy  ty m czaso w o /= 0 , otrzym am y z 506) P = —— - ------,

- ° -  + l

P rzypuśćm y tym czasowo ze względu n a  założenie / =  0 

V"=S00 kg jcm \ to  P = 1^ | r ^ _ _ . ==4390 kg.

158,3
Szukajm y te raz  dla P=4390 kg  v", to otrzym am y z 508)

/ + 5 = ~ 3002 5 4390 =  ( ¿ L 4 = 5 ’87 C’” -
8 . 210000.158,3

W ięc wedle 506)

(:!7'58155883 ' 4,8 + 0  =116’8(6’69 +1)==898 kglcmi-
N ależy więc przy jąć siłę nieco w iększą .. Gdyby v" było w prost pro- 

porcyonalne do P, to  należałoby P  powiększyć o '/a i blisko o 500 kg, P  
je d n ak  przychodzi też w  m ianow niku 507), w ięc zwiększymy P  ty lko  
o 310 i  przyjm iem y P=4700 kg.
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Z równ. 508) otrzym am y

/ + 5 = 1" 3002 6---4700------ =  m r = 5’946 Cm‘
8 2100000.158,8

Więc wedle 506)

’" - H  ( 37,68 , Ł T 4'8 1  0  ■ » / ” ■■
Możemy zatem  zatrzym ać siłę 4700 kg. Gdyby różnica by ła w iększa, 

trzebaby  siłę jeszcze odpowiednio zmienić i rachow ać raz jeszcze.
Spróbujemy jeszcze obliczyć natężenie wedle Tetm ajera. Tu w ed le  

tab licy  X X X II

a=2,05, — =  =146, więc 5= 8 7 , ¿=0,878, więcct z,Uo

' - H  ( l+ 0 ,S 7 . 5 ^ ) - 1 2 6 l l + 2 ,7 0 6 )-« 3 ,S

D la — =146 je s t S =0,262, w ięc T = ^^= 1 7 6 8 fcy /c ro * . o U,<ioJ
N atężenie więc je s t o wiele za wielkie, musimy^ siłę odpowiednio-

■zmniejszyć. P rzyjm ijm y P =3000 kg, to z 508)

/ + 5 =  800* 8000 ~ =  Ó“8985 =  5,666 em’
8 2100000.158,3

8000 
w '~  87,58 

__266,9 _  .
T—0,262

N atężenie je s t p raw ie takie, ja k  dopuszczalne, możemy zo staw ię  
P = 3000 kg, lub też o 1,5% obniżyć, w ięc P — 2996 kg.

8. Obliczmy znowu siłę, ja k ą  w ytrzym a słup o przekroju tym  sa
m ym  i tym  sam ym  mim ośrodzie dla długości wolnej 4 m. N atężenie do
puszczalne n iech i tu  będzie 1000 fcy/cm*.

Przyjąw szy tym czasowo /  =  0 a w" ze względu n a  to  p rzy jęcie 
i w ielkie l tu  ty lko 700 kg/cm2, otrzym am y

p — 37,58.700 _gQQQ ^
37,58.5.4,8 k j '

158,3”
zam iast czego przyjm iem y okrągło P=3930 kg. Z rów n. 508) o trzym am y

5 = ” 400* 8930 =  1-0 ,2864 =  6,55 °m'
8 2100000.158,3

W ięc wedle 506)

W edle T etm ajera otrzym am y, ponieważ tu

o=2,05, — = .1 ^ = 1 9 5 ,  więc 5=0,17, £'=0,147, ¿=0,878, w ięc

( l+ 0 ,3 7  Ł g | )  =  79,8(l+2,845)=266,9, 

1015 kg/cm*.
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( i  +  ° .17 0- | | ) =  104,6 (1 + 1,268)=237 kg/cm*,

287
a  dalej t= q — =  1612 fcy/em2.

S tąd  w idzim y więc, że tu  natężenie z uw zględnieniem  w yboozenia 
je s t  p raw ie  dw a razy  większem. M usim y tu  przyjąć P  znacznie mniejsze. 
Poniew aż we wzorze 512) 5, F  i i są  stałe, a f+ c  wedle 508) dla mniej
szego P  je s t mniejszem, zatem  P  je s t większem, więc

P > 3 9 3 0 . S = 2 4 3 8 % .

P rzyjm ijm y P =2500 Jcg, to
5 5 5

/ + 5 “ “ 400* 2500 =  1 -0 ,1 5 0  =  0P50 = ° ’883 C”h
8 2100000.158,3

zatem  r „ = ^ g ( l + 0 , 1 7  [ j j | ) = 6 8 , 0 7 ( l  +  l,139)=142 kg/cm*,

142a stad  T==?—77r = 9 kalem2.0,14 i
1000Siłę możemy więc przyjąć 2500 .-^===2588 kg, równo 2590 kg.ybu

4. Słup z żelaza lanego niesie n a  lewym  w sporniku ciężar 8 t, n a  
praw ym  równocześnie 28 t ; jak ie  w ym iary  m a mieć ten  słup, jeżeli n a 
tężenie dopuszczalne przyjm iem y 1000 kg/cm5 a l —4,45 m 2.

W ypadkow a 361 leży w  odstępie od D  (rys. 237) o — 29, 5 cm,
o 4- ¿o

zatem  od B  o 3,5 cm na prawo.
Przypuśćm y ze względu n a  wyboczenie i  m im ośrod t 0=240 kg/cm1.

W tedy F = ^ c T  =  144 c m * = ~  (d2- r f ,  *).

Jeżeli d ,= 0 ,8 d , to
_ j 2  _  /  1 4 4 .

F==M L(i_o,64)=0,09j:d2, stąd  d =  y ^ L = 2 2 , 5 7  cm,

zam iast czego przyjm iem y <¿=23 cm, g = 23 mm. Dalej m am y 
1=0,0491(23»—18,44), P =415 ,5-265,9=149,6  cm2,

o =  V 282+18,4*=7,36 cm,

. 2 o2 54,17 I 445 , n .  .
ł= ^  =  Tr^-=4’<lc'K’ a =7;36=fi0,B> J==0,6a 

W edle 508) m am y
f + c ________________________________    3 . 5  - 3  9 3  c m

/ +  445* 36000 1 -0 ,1 1  ’
8 1000000.0,0491(23*—18,4»)

Z atem  wedle 506) i  511)
„  36000,V =ś -

149,1rg ( 1 + l ? i ) ==235,16-1,835=481 k9/cmi-
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Dalej otrzym am y v '=235,16 (0,835—1 )= —38,8 kg/cm2.
Jeżeli jednak  obliczym y wedle wzoru T etm ajera 512), to dla

— =60,5, ¿-=0,68 a  =0,805,

"0,305 a więc

1 360005 ( 1 + 0 , 6 8 » =0,305 149,6

=  ^ =1168^ /C”t5- 
Tu więc wzór teoretyczny daje 

stanowczo za m ały  w ynik, wedle wzoru 
T etm ajera t  je s t za w ielkie, musim y 
przyjąć d większe.

P rzyjm iem y d — 25 cm, g = 
di = 29  cm, to

252+ 202= 8,0  cm,

. 64 _ no l 445 •
t = W  ' ' -  =  -g-= 5o,b .

2,5

/+ c
W edle 508) m am y 

3,5

1 - 445J 36000
8 1000000.0,0491(25»-204)

3,5
1 -0 ,0 8  

l

=3,80.

1 ,0 =

Rys. 237.

30000,
= 176.

^  ( l  +  0 ,7 6 |^ ) = 2 0 3 ,7X1,575=321 kg/cm*, a dalej

Dla •—=65.6 m am y ¿= 76, 

i ' =0,341, więc

321 
=0,341 = 941 kg/m 2.

Poniew aż dla a =  24 cm -  byłoby prawdopodobnie większe, niż 
1000 kgjcm'1, w ięc zatrzym am y d =25. g = 25 cm.

W łaściw ie w skutek  zwiększenia ¿  zm niejszy się także c i i  będzie 
jeszcze mniejszem.

Z powyższych przykładów widzimy, że właściwie nale
żałoby obliczać wedle obu wzorów, teoretycznego 606) i T e t 
m a j e r a  512) i przyjmować natężenie większe, otrzymane z obu 
wzorów. Wzory Tetmajera dają większe wyniki dla natężenia,

jeśli - je st wielkiem, a także dla lanego żelaza wogóle z po-
CC

wodu stosunkowo małego
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VIII. Wytrzymałość na skręcanie.
§. 98. Wzory zasadnicze.

Jeżeli siły, działające na ciało; sprowadzić się dadzą dla 
pewnego przekroju do pary sił, której płaszczyzna je st równo
legła do tego przekroju, a więc prostopadła do osi, to ciało to 
pracuje na skręcanie.

Na ciało BGEB , Ć7, działa 
w płaszczyźnie B[ Cj Fi (rys. 
288) moment Pc. "Wskutek tego 
nastąpi przesunięcie punktów 
tego i innych przekrojów i tak 
punkt Fx przesunie się do K \ , 
F  do K  i t. d. Przesunięcia te

Rys. 238. Rys. 239.

są różne, w pewnem włóknie jednak DDi są zerem, a włókno 
to nazywamy o s i ą  s k r ę c e n i a .

Zauważmy punkt N  w przekroju B2 C2 F, a zrozumiemy, 
że przesunięcie punktu N  będzie NN' = ON(p = r (p, a przesu
nięciu temu będzie odpowiadać natężenie ścinające a, a więc 
a = m .ry ,  gdy m  jest ilością stałą.

Jeżeli natężenie to rozłożymy na składowe o* i oy, dzia
łające w kierunku osi OX i OY, to aa.= ffw sta, a a,j=adost a. 

Dla równowagi musi być

i <\a,Jd 2F ^ 0,

a gdy wstawimy wartości,

^ o w s t a d 2 F — mcp yrsb a d 2F —m<p ^zci2i ,=  0
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i ^<rdost a cl2F =  ę  wst a d 2F  = m  ep\^y d 2F = 0 ,

a więc ^ x d 2F = 0  i ^yd*F= 0. . . . .  515)

Równania te wypełniają się wtedy, gdy początek spół- 
rzędnych, gdzie przesunięcie = 0 , przyjmiemy w środku cięż
kości przekroju, a więc oś s k r ę c e n i a  j e s t  z a r a z e m  o s i ą  
g e o m e t r y c z n ą  c i a ł a .

Dla równowagi musi być także suma momentów w prze
kroju B 2 C2 F  równa zeru, więc jer r d 1 F +  M  =  0, gdy I f= P c ,

czyli m (p^r2d 2F + M = 0, więc
M  Mm cp =  — --------- =  — .

\r 2d+F h
"Wyraz jV2d 2F=T0 nazywamy b i e g u n o w y m  m o m e n 

t e m  b e z  w ł a d n o ś c i (n. das polare Trägheitsmoment, fr. mo
ment d’inertie polaire).

W stawmy w to równanie

m<p= -— i / ü =  ̂ r 2iP P = ^ ( z 2-Py2)i22i ;7= ^ ic2Gi2P +

+  j y 2eP P + 2  <\^xydi F = Ii + 1+ 2 K,

a jeżeli osie O X  i 0 7  są osiami głównemi, to Zf=0, więc 
J0 =  1+ /j . Dla przekroju kołowego, kwadratu i wieloboków re
gularnych jest 1=1,, więc 70 =  2 7.

Możemy zatem napisać
3lr 3Ir 31 >ßo ——■=— +- =  sr—= — . . . . bib)

I +  Il lo W.
Z równania tego wynika, że największe natężenie a je st 

dla najw. r, a więc dla najdalszych punktów obwodu.
K ąt <p nie je st stałym dla wszystkich przekrojów, lecz 

zmienia się od przekroju do przekroju. Niechaj zmiana kąta ep 
na jednostkę długości będzie ip, to możemy w przybliżeniu 
przypuścić, że kąt cp jest proporcyonalnym do długości z, więc 
9v = Gz.

Przesunięcie punktu N, je s t, jak  wiemy, równe rep, dla 
przekroju o (¿z oddalonego będzie zaś r {ep + dcp), przesunięcie

V Öj (D rwięc względne = ( r r ;  spółczynnik G nazywamy s p ó ł -
CLZ
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c z y n n i k i e m  s p r ę ż y s t o ś c i  na s k r ę c e n i e  (n. Gleitmodul, 
fr. coefficient d] élasticité de torsion).

Jeżeli m  oznacza stosunek gdy E i jest spółczyn-Jh
nikiem sprężystości poprzecznej, to wedle prawideł mechaniki

m  10
rozumowej G~-ę~------=  7?, a dla m  =  , (7=0,385 E.

¿ \m - \ - 1) o
Dalej mamy a = E l Gr, a zatem ze względu na 516)

G = - Æ  . . . . . ■ 517)
-&1 A

Teorya ta opiera się na przypuszczeniu, że przekrój po
przeczny pozostaj e płaskim po skręceniu i że natężenia są pro
stopadłe do promieni wodzących danych p u n k t ó w .  Przypuszcze
nia te sprawdzają się jednak tylko przy przekroju kołowym. 
Dla innych przekrojów wzory powyższe są tylko przybliżone.

Podajemy tu  w końcu wartości dla W0 (równ. 516) dla 
rozmaitych przekroi :

T a b l i c a  X X X III.
przekrój rys. TI'

71 -3koło . . . (78) -yr d16

pierścień . . (89) n  d ł—(Z, ‘
16 d
Ttelipsa . . -• (77) ~ b 2h

. n  b'l h —b. 2h.
elipsa wydrążona -̂ -g---g  L

2
prostokąt . . . U

2  3— o,9 
2przekrój ijowy (91) (b—bi)2(h + 2 bt)

kwadrat

„ krzyżowy (93) ~ g 2{h+b)

§. 99. Wał pełny i wydrążony.

Dla przekroju k o ł o w e g o  (rys. 239) możemy napisać na 
podstawie równ. 516) bez względu na znak

j f  IQa
r r



Ponieważ dla koła jest
T T n  li ■ T 71 d

1==64 ’ 32 a r = Y '
Jeżeli więc clicemy dopuścić natężenie ścinające t, , to 

n  d 4T,
16 ~ u T  ’ a stl>d

3 ,, 3¡16M  , 7M  - 1Q,
d - V ^ " 1 ’! 2 \ ^ ...............................618)

Dla przekroju r u r o w e g o  (rys. 89) jest 

/ , = ! + / ,  = 2  7= 2 ^ ( d ł - d , « ) - ^  :(d4- # ) ,  a stąd 

i r  w (dł—d,.*)», 7t d x—<2,4 „ . „ J M , '
j¥̂ S r Li = i6'-t1t:'T‘=0'196 ^c

dt = ^ /(D -i;5 0 2  . . . .  519)

Dla przyjętego <7 da się więc ci, łatwo obliczyć.
• (H 1 % ̂
Nazwawszy —  = n, otrzymamy 17 =0,196 -=— ■ t, , a stąd

C6 X

~ĆP

 m°)

§. 100. Przekrój kwadratowy.

Jeżeli bok kwadratu je st a, to możemy, w przybliżeniu 
licząc, zastosować także wzór 516). Tu jest

więc bez względu na znak będzie
-i/a2 a 2 

% + T.i/r 4 • •; 3nam . a =   ------ =  -—  ---------=  — ,
1 . 1 a
i “4 6 a ‘

Jeżeli natężenie dopuszczalne jest z,, to T1a 3 =  3Y 21f= 
=4,243 lf , więc

, co y/,M-



"Według dokładniejszej teoryi (p. K l u g e r :  W ykład wy
trzymałości materyałów str. 328) otrzymamy

najw «7=4,5-^-,

a stad wstawiwszy rl za najw  o, będziemy mieli
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IX. Dźwigary kratowe i więzary dachowe.

§. 10!. Uwagi ogólne.

Wyłożywszy wszystkie rodzaje wytrzymałości, przystępu
jemy teraz do zespołów, które obliczamy według zasad, pozna
nych w poprzednich rozdziałach, nad którymi jednak tutaj 
osobno bliżej się zastanowimy.

W edług równania 143) — = — ,
T G

zatem moment oporu belki, a więc i obciążenie, które belka 
unieść może, je st tern większe, im większy jest moment bez
władności. Poniewraź

7 = ^  ^ d 'F y * ,

więc moment bezwładności je st tern większym, im większe są y. 
Najkorzystniejszy rozkład materyału byłby więc w przekroju 
o wielkiej wysokości, w którym materyał byłby skupiony w war
stwach skrajnych. Belka o takim przekroju składa Się z dwu 
oddzielnych podłużnych części t. z. p a s ó w  (n. Gurt, Gurtung, 
fr. semelle, plate-bande, an. chord, boom, r. noacn), które mu
simy o tyle połączyć, aby tworzyły całość. W  dźwigarze bla
szanym ścianka łączy oba pasy; jeżeli zamiast ścianką łączymy 
pasy dla oszczędności materyału prętami ułożonymi w kratę, 
wtedy dźwigar ten nazywamy d ź w i g a r e m  k r a t o w y m  (n. 
Gitterträger, fr. poutre e?i treillis, an. trellis girder, frame, cz. 
nosnile prihradovy, r. pkineT'iaTaa SaJXKa).

Dźwigar kratowy składa się więc z p a s u  g ó r n e g o  (n. 
Ober gurt, fr. semelle supérieure, an. top-chord, upper-boom, cz. 
pas horni, r. BepxHnu noacn), p a s u  d o l n e g o  (n. Untergurt,
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fr. semelle inférieure, an. bottom-chord, lower boom, cz. pas 
spodni, r. hhîkhIü noaci>) i części łączących oba pasy czyli k r a t y  
(n. Gitterwerk, fr. treillis, an. trellis work, web, cz. pruty  vy- 
pluvaci, r. p'ImiëTKa). W  każdym przekroju pracuje jeden pas 
na ciągnienie, drugi na ciśnienie, jeden zatem stara się prze
dłużyć się, drugi skrócić. W  obu pasach działają zatem siły 
wprost przeciwne, które przenoszą się przez kratę i znoszą, 
jeżeli oba pasy mają tworzyć jeden dźwigar. Aby siły te prze
nieść z jednego pasu na drugi, musimy je  rozłożyć w dwu kie
runkach, łączymy zatem pasy dwoma rzędami pod rozmaitymi 
kątami nachylonych prętów, ułożonych w kratę. Pręty te na
zywamy k r z y ż u l c a m i  (n. Gitterstabe, fr. barre de remplissage, 
étresillon, an. brace).

Przy obliczeniu dźwigaru kratowego przypuszczamy naj
przód, że krzyżulce z pasami i części pasów nawzajem połą
czone są w węzłach (n. Knolen, an. knot, apex, cz. styćnik, r. 
yaejrn) przegibnie i spółśrodkowo, wskutek czego mogą w krzy- 
żulcach i pasach działać tylko siły podłużne w kierunku osi 
pręta. Każda inna siła, działająca nie w kierunku osi pręta, 
musiałaby sprawić obrót pręta około sworznia. Jeżeli więc pa
nuje równowaga, siły działają w kierunku osi pręta.

Dalszem przypuszczeniem jest, że siły zewnętrzne działają 
tylko w węzłach, a krzyżulce przedstawiamy sobie tymczasowo 
bez ciężkości.

Nareszcie przypuszczamy, że krzyżulce są proste, a wsku
tek tego i wskutek działania siły w kierunku osi pręta po
wstaje we wszystkich przekrojach jednego pręta natężenie je 
dnakowe. Przekroje prętów obliczamy zatem tak, aby natężenie 
było równe natężeniu dopuszczalnemu. Widzimy stąd, że przy 
dźwigarach kratowych wyzyskujemy materyał zupełnie, bo we 
wszystkich częściach dźwigaru mamy jednakową pewność, gdy 
tymczasem w dźwigarze blaszanym natężenie w warstwach 
skrajnych je st wielkiem, a blisko osi ciężkości bardzo małem; 
materyał więc nie jest zupełnie wyzyskanym.

§. 102. Warunki wyznaczalności wewnętrznej.

Przy obliczeniu dźwigarów kratowych chodzi o wyzna
czenie sił wewnętrznych, działających w krzyżulcach i częściach 
pasów w kierunku ich osi. Dla każdego węzła z osobna muszą
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być siły zew nętrzne,'działające na ten  węzeł i siły wewnętrzne 
prętów, wychodzących zeń, w równowadze, więc możemy dla 
każdego węzła ustaw ić dwa rów nania na tej podstawie, że suma 
składowych poziomych i suma składowych pionowych tych  sił 
je s t  równą zeru : dla m  węzłów otrzym am y więc 2 m  równań. 
W  tych  rów naniach zaw arte są jednak  trzy  równania, które- 
byśmy mogli ustaw ić dla sił zewnętrznych. Siły zewnętrzne 
bowiem m uszą być między sobą w równowadze, gdyż inaczej 
cały dźw igar m usiałby się poruszyć, a więc sumy składowych 
sił zew nętrnych pionowych, poziomych i momentów m uszą być 
równe zeru. Z tego wynika, że nie możemy dowolnie przyjąć 
w szystkich sił zewnętrznych, lecz że m uszą one zadość uczynić 
trzem  warunkom. Z tych 2 m  równań, któreśm y otrzymali, da
dzą się ustaw ić trzy  równania, określające Avarunki równowagi 
sił zewnętrznych. R eszty  2 m —3 równań możemy użyć do w y
znaczenia nieznanych sił wew nętrznych. Jeżeli tedy  n oznacza 
ilość krzyżulcÓAAr i części pasów, to mamy n niewiadomych sił 
wew nętrznych, do których Avyznaczenia potrzebujem y n  równań.

Jeżeli 2 n i—3 = n , ................................ 523)
to Avtedy m am y w łaśnie dostateczną ilość równań do Avyzna
czenia sił w ew nętrznych; dŹAvigar tak i nazyw am y d ź w i g a r e m  
k r a t o w y m  s t a t y c z n i e  A v y z n a c z a l n y m (n. statisch be
stimmt, fr. stricte, indéformable, cz. pfihradôvina tuha, r. cra- 
THuecKn onpeA'bJinMHÜ). Jeżeli 2 m —3 > « , w tenczas m am y wię
cej rÓAvnań, niż niewiadomych, a Avięc rów nania te  określają 
jeszcze 2 m —3—n Avarunkôw, k tóre dla równowagi m uszą być 
spełnione. Ponieważ przy zmianie obciążenia takiego dŹAvigaru 
musi on zmienić swój kształt, aby dopełnić warunków rÔAvno- 
wagi, więc dźw igar tak i nazyw am y c h A v i e j n y m  lub n i e  s a 
m o i s t n y m  (n. labil, unselbstständig, fr. insuffisant, dćformable, 
cz. netuhâ, vratkd). Przykładem  dŹAvigaru kratoAvego chwiej
nego są dŹAvigary mostÔAv Aviszacych.

Jeżeli nakoniec 2 m —3 < « , w tenczas nie możemy w yżńa- 
czyć statycznie w szystkich nieAviadomych, dźwigar tak i je s t 
s t a t y c z n i e  n i e w y z n a c z a l n y m  (n. statisch imbestimmt, 
fr. statiquement indéterminé, an. not statically determined r. cTa- 
THuecKn HĆonpoAhjiHMHii). Jeżeli 2 m —3—n = 1, to dźw igar kra- 
tow y je s t niew yznaczalnym  1-go rzędu, jeżeli brakuje do w y
znaczenia niewiadomych 2 równań, to dźwighr kratow y je s t



-  319 —

niewyznaczalnym 2-go rzędu i t. d. Chcąc wyznaczyć siły we
wnętrzne dźwigaru statycznie niewyznaczalnego, musimy usta
wić jeszcze n —2 w +  3 równań, a to albo czynić pewne przy
puszczenia lub też badając odkształcenia dźwigara według pra
wideł sprężystości.

Jeżeli do dźwigara kratowego statycznie wyznaczalnego 
dodamy nowy węzeł, łącząc go z dźwigarem dwoma prętami, 
to w równaniu 523) wstawiamy m-\-1 zamiast m  a n  +  2 zamiast n  
i otrzymamy

2 {m-\-1)—3 = n + 2 , czyli 2 m -3 = w , jak  pierwiej, 
a więc przez dodanie jednego węzła i dwu prętów belka po
zostaje nadal statycznie wyznaczalną. Jeżeli belka składa się 
z samych trójkątów, to zachodzi właśnie ten wypadek i belka 
taka będzie statycznie wyznaczalną.

D iab e łk i kratow ej A B  (rys. 240) je s t «=15, m =9, w ięc 2 ot—3 = 1 5 = » . 
Belka ta  je s t zatem  sta tyczn ie wyznaczalną.

Dla belki OD (rys. 241) ma-, 
Rys. 240. m y »= 26 , >»=14, 2»i—3= 2 8 —3 =

= 2 5 0 -  Belka ta  je s t w ięc sta 
tycznie n iew yznaczalną 1-go rzędu, 
bo n —2 «i+  3= 1.

D la belki A B  (rys. 242) m a
m y «=22, j«=12, 2 m—3= 2 4 —3 =  
= 2 1 0 ,  więc belka je s t niew yzna
czalną pierwszego rzędu. Możemy 
z niej jednak  ła tw o otrzym ać s ta 
tycznie w yznaczalną, opuściwszy 
jeden krzyżulec np. 12, gdyż w tedy 
będzie 2 ot—3 = » .

Dla belki A B  (rys. 243) je s t  
» = 8 , o t=6, w ięc 2 »»—3= 1 2 —3 =  
9 > 8 . Belka ta  je s t zatem  niesa- 
m oistną pierwszego rzędu. Chcąc 
zrobić z niej belkę k ratow ą s ta 
tycznie w yznaczalną, m usieliby
śm y dodać jeszcze jeden krzyżulec 
np. ED , aby 2 ot—3 = « . Gdybyśm y 

A  — • dodali jeszcze drug i krzyżulec np.
CF, to w tedy  2 ot—» byłoby > » , 

o trzym alibyśm y ■więc belkę k ratow ą niew yznaczalną 1-go rzędu.

r y s

n 2 5 -f 10 r  15 ■'9 o
V5V V A_ s .

22
es

rys. B
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§. 103. Warunki wyznaczainości ze względu na łożyska.

Dotychczas przypuszczaliśmy, że siły zewnętrzne, a zatem 
i oddziaływania, są już wyznaczone. Belka może być jednak 
także statycznie niewyznaczalną ze względu na rodzaj podpar
cia; zależy to od ustroju łożysk. Łożyska dzielimy wogóle na 
s t a ł e  (n. festes Lager, fr. support fixe, an. fixed support, 
r. nenonBHiKHaa noflyniKa) i r u c h o m e  (n. beweglich), które do
zwalają na przesunięcie końca dźwigara. Łożysko ruchome, 
może być albo p r z e s u w o w e  (n. Gleitlager, fr. glissière, an. 
slide bolster, nnocnaa iioąBinKiiaa noftymna), przy którem ruch 
końca belki następuje po przezwyciężeniu tarcia posuwistego 
i w a ł k o w e  (n. Rollenlager, fr. support en rouleaux, an. 
roller-bearing, r. noAymKa na KaTKaxn), ułatwiające przesu
wanie podłużne przez użycie wałków po przezwyciężeniu ta r
cia potoczystego. Jeżeli łożysko jest wałkowe, to  jeżeli nie 
będziemy uwzględniać małego bardzo tarcia potoczystego, dla ró
wnowagi oddziaływanie może być tylko prostopadłe do pod
stawy, na której leżą wałki, bo gdyby było ukośnem, to skła
dowa równoległa do podstawy wywołałaby obrót wałków. Je
żeli łożysko składa się z dwu części, połączonych za pomocą 
sworznia, więc przegibnie, to kierunek oddziaływania musi 
przechodzić przez sworzeń. Łożysko takie nazywamy k o ł y 
s k o  w e m (n. Kipplager).

Jeżeli urządzimy łożysko kołyskowe i wałkowe zarazem, 
to znamy punkt zaczepienia i kierunek oddziaływania, pozo
staje tylko jedna niewiadoma, wielkość oddziaływania.

Jeżeli łożysko jest tylko kołyskowe, to znamy punkt za
czepienia oddziaływania, ale nie znamy kierunku i wielkości 
oddziaływania, są tu  więc dwie niewiadome. Wreszcie, gdy ło
żysko jest stałe, to nie znamy ani punktu zaczepienia ani kie
runku ani wielkości oddziaływania. Mamy tu  trzy niewiadome.

Ponieważ do określenia obu oddziaływań belki prostej 
w dwu punktach podpartej mamy tylko 3 równania równowagi 
sił zewnętrznych, przeto suma niewiadomych podporowych nie 
może być większą, niż trzy. W arunek ten spełni się, gdy urzą
dzimy jedno łożysko stałe kołyskowe (2 niewiadome) a drugie 
ruchome kołyskowe i wałkowe (1 niewiadoma).
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W  ogóle jeżeli mamy a niewiadomych podporowych, to 
trzy z nich dadzą się wyznaczyć z 8 równań, wyrażających 
równowagę sił zewnętrznych, zatem pozostaje (a—3) niewiado
mych. Z uwzględnieniem niewiadomych podporowych możemy 
zatem napisać zamiast 523) j ako warunek wyznaczalności belki 

2 m —d>—n + (a—3), zatem
2 m = n + a   .........................  524)

Jeżeli nazwiemy ilość łożysk stałych kołyskowych s, ilość 
wałkowych kołyskowych w, to a = 2 s+ w , więc

2 m  = 2 s+ w + 7 i......................... 525)
Dla belki kratowej A B  (rys. 240) jest »=15, m = 9, s = l ,  xo=1, więc 

2?»=18, 2s +  !« +  » = 2 + l  +  16=18. Zatem belka jest statycznie wyznaczalną.
Gdyby w B  było także łożysko stałe kołyskowe, toby było s = 2, więc
2s +  k> +  » = 4  +  16=19, belka byłaby z powodu łożysk statycznie niewy
znaczalną.

§. 104. Wyznaczenie wykreślne sił wewnętrznych za pomocą 
metody wieiobokowej.

• Dla równowagi sił zewnętrznych powinien, jak  wiemy, 
zamknąć się wielobok sił i wielobok sznurowy. Oprócz tego 
muszą być dla każdego węzła siły zewnętrzne i wewnętrzne 
w rówmowadze, a więc dla każdego węzła musi się odnośny 
wielobok sił zamknąć. Jeżeli zaczniemy od węzła, w którym 
schodzą się dwa pręty, to kierunki i wielkości wszystkich sił 
z wyjątkiem wielkości dwu sił wewnętrznych przeciętych prę
tów są wiadome, możemy więc wykreślić wielobok sił i wyzna
czyć niewiadome. Idziemy teraz do następnego węzła, w któ
rym schodzą się trzy  pręty, z tych jeden, dla którego wyzna
czyliśmy już siłę wewnętrzną. Mamy więc znów tylko dwie 
niewiadome i postępujemy, jak  pierwej. W  ten sposób dalej 
postępując, możemy wyznaczyć wszystkie siły wewnętrzne. 
Ułatwimy sobie przytem Ayykreślenie, jeżeli wieloboków: sił dla 
poszczególnych węzłów nie będziemy kreślić osobno, lecz wszystkie 
na jednym rysunku.

Ua rysunku 244. widzimy belkę kratową, na którą dzia
łają siły. Dla równowagi dają one zamknięty wielobok sił, 
a także wielobok sznurowy dla jakiegokolwiek bieguna musi 
się zamknąć (na rysunku opuściliśmy wielobok sznurowy). W y
kreślmy teraz wielobok sił dla węzła A, gdzie schodzą się tylko 
dwa pręty, w których siły działające nazwijmy a i b. W  wie- 

Statyka. 21
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Rys. 244.

loboku sił 01 przedstawia siłę Pu  poprowadźmy 1 ml/AE i Om/jAB, 
to te dwie proste przetną się w punkcie m„ a proste Om i I ra

przedstawiaj ą kierunki 
i wielkości sił wewnętrz
nych a i b. Z kierunku 
strzałek w wieloboku 
01 m  poznamy, że siły 
a i b działają w kie
runku od węzła A, a więc 
przedstawiają ciągnie
nia. Idziemy teraz do 
węzła B. Tu znamy P 5 
i b, niewiadome są c i d, 
które otrzymamy, kre
śląc w podobny sposób 
wielobok sił dla węzła 

B  4 0 mn, a więc vm = c, n ^ = d .  I  tu  obie siły są dodatnie t. j. 
przedstawiają ciągnienia. Gdyby kierunek strzałki był odwrotny, 
do węzła i wskazywał, że siła działa do przekrój u, wtedy by
łoby tam ciśnienie. ~W podobny sposób postępując dalej, otrzy
mamy wykreślnie siły wewnętrzne, działające we wszystkich 
częściach belki, czyli tak  zwany p l a n  s i ł  (n. Krâfteplan, fr. 
épure, an. force diagram).

Metodę tę podał najpierw M a x w e l l * )  w roku 1864, 
a C r e m o n a * * )  w roku 1872. Nazywają ją  metodą C r e m o n y ,  
chociaż raczej należałoby ją  nazwać metodą M a x w e l a  lub 
m e t o d ą  w i e l o b o k o w ą  (n. Polygonalmethode).

Z  rys. 244. widzimy, że plan sił łączy się ściśle z wie- 
lobokiem sił. Nim więc przystąpimy do wykreślenia planu sił, 
musimy najprzód mieć wykreślony wielobok sił i wyznaczone 
wielkości oddziaływań. Boki planu sił są na mocy konstrukcyi 
równoległe do prętów belki kratowej.

§. 105. Metoda przecięć.
a) A n a l i t y c z n a .
Druga metoda wyznaczania sił wewnętrznych belki kra

towej j est m e t o d a  p r z e c i ę ć  (n. Schnittmethode, an. method

*) On reciprocal figures and diagrams o f  forces. 1864.
'* ) Le figure réciprocité nella statica grafica. Mxlano 1872.
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of sections). Analitycznie zastosował pierwszy tę metodę R i t t e r  
(1861), dlatego nazywamy ją  metodą R i t t e r a .

Jeżeli belkę kratową przetniemy na dwie części A i B, to 
jeżeli chcemy, aby część A  pozostała w równowadze, musimy 
przyłożyć siły wewnętrzne przeciętych prętów w punktach, 
gdzieśmy je  przecięli. Jeżeli przetniemy trzy  pręty nieprzeci- 
nające się w jednym punkcie, to dadzą się siły wewnętrzne 
tych prętów wyznaczyć, gdyż dla równowagi możemy trzy  
równania ustawić. Niech CB, CG i GF (rys. 245) będą trzy

przecięte pręty, to gdy 
prawą część belki 

odejmiemy, dla 
równowagi zaczepia
my dotychczas nie
znane siły wewnętrz
ne prętów S.2) S3. 
"Wypadkową sił ze
wnętrznych, czyli dla 
belki prostej siłą po
przeczną niech będzie 
Q. Chcąc wyznaczyć 
wprost Sj, obieramy 

za punkt obrotu dla momentów punkt przecięcia się G dwu 
drugich sił S2 i S3, których moment zatem jest równy zeru. 
Mamy więc Qrt +  S isl = 0 , a stąd

Qr, Rj 526)
°2 *1

jeżeli r, i s, nazwiemy prostopadłe, spuszczone z G na kie
runki sił Q i N,, a Mi oznacza moment sił zewnętrznych 
ze względu na G.

Znak (—) z równ. 626) oznacza, że kierunek siły będzie 
przeciwny, niżeśmy pierwotnie przyjęli, a więc do węzła, zatem 
siła Sx jest ciśnieniem.

Dla wyznaczenia siły S2 ustawiamy równanie momentów 
ze względu na punkt I I  i otrzymamy — Qr, +  S2s2= 0 , stąd

S~ Qr2 M,
s. =  — , jeżeli M.2 Oznacza moment zgięcia ze względu
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Qy
n a  H. A ze względu na punki C Qr3—S3s3 — O, więc = — -=s3
=  —-, przyczem M3 oznacza moment zgięcia ze względu na C. 

ss
b) W y  k r e ś l n a .
Podobnie możemy metodą przecięć wyznaczyć natężenia 

wykreślnie, jak  to pierwszy uczynił C u l m a n n  (1864).
Przeciąwszy trzy  pręty belki kratowej (rys. 246), mamy, 

ja k  pierwej, cztery siły Q, S n S2, S3, które muszą być w rów
nowadze. Gdybyśmy złożyli siły S2 i S3, to wypadkowa icb 
przechodziłaby przez punkt A ;  kierunku jednak jej ani wiel
kości nie znamy, gdyż nie znamy wielkości sił S2 i S3. Gdy
byśmy następnie złożyli siły S, i Q, to wypadkowa tych sił

?

przechodziłaby przez punkt H. Ponieważ jednak wszystkie te 
cztery siły są w równowadze, więc obie te wypadkowe muszą się 
równoważyć, a więc działać w jednej i tej samej prostej, ale 
w przeciwnych kierunkach i muszą być sobie równe, a zatem 
A H  będzie kierunkiem wypadkowej. Niech 01 =Q, to gdy po
prowadzimy 1 m ¡IHA a O m //¿ j, 01 m  będzie wielobokiem sił 
zamkniętym, l m  wypadkową z sił S2 i S3 a O m —S^.

Podobnie otrzymamy 0 n = S 2, zrobiwszy l n j j  IB  a 0 n //S2 
i 0p  = S3, zrobiwszy I p  // GC a 0p  ¡¡'S3. Siły S2 i S3 możemy też 
inaczej wyznaczyć, znamy bowiem ich wypadkową 1 m. Rozkła
damy więc ją  według znanych kierunków CA i GA, robimy 
I r  ¡I GA i mr ¡¡AG i otrzymujemy S2 — l r  i S3 = rm. Tok sił 
Ą , S3 i S3 wyznaczamy, jak  poprzednio, z wieloboku sił; wi-
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'dzimy więc, że siły &, i S3 działają od przekroju, więc spra
wiają ciągrdenie, przeciwnie 6\ ciśnienie.

Metodę przecięć możemy zastosować także przy wykonaniu 
planu sił, który kreślimy, przecinając po kolei belkę w ten spo
sób, aby przeciąć zawsze tylko dwa pręty, których sił we
wnętrznych nie znamy. W tedy wszystkie siły zewnętrzne po 
lewej stronie przekroju i siły wewnętrzne, działające w prze
ciętych prętach, muszą dać zamknięty wielobok sił. Ze względu 
na to, źe wielkość tylko dwu sił je st nieznaną, wielobok ten 
da się wykreślić. Postępując tak dalej, otrzymujemy plan sił.

W  rys. 244 przecinamy naprzód siły d i i i  wykre
ślamy wielobok sił P, a i b. Teraz tniemy wedle linii mn, 
przecinamy więc znaną nam siłę' a, dalej c i  d. Siły P ,, P3, a, 
c i d muszą być w równowadze. Mamy wykreślone P 5 =40, 
P ,= 0 1 , a =  lm . Z m  wykreślamy m n / / c a 4 »/ /d.  Linie te 
przecinają się w n, mamy więc m n=c, n4: = d. Tok sił w wielo- 
boku sił je st P5, Pu a, c, d, więc c i d są ciągnienia.

Dalej przecinamy belkę wedle linii p r , d je s t tu  znane, 
nieznajome c i f , itd.

Chcąc porównać obie metody, wielobokową i metodę prze
cięć, zauważyć musimy, że przy metodzie wielobokowej otrzy
mujemy, wykreśliwszy plan sił, siły wewnętrzne we wszystkich 
prętach, podczas gdy przy metodzie przecięć musimy dla każdej 
trójki sił robić osobny rysunek. Jeśli zatem mamy dla danego 
obciążenia belki wyznaczyć siły wewnętrzne wszystkich części 
belki, to użyjemy z korzyścią metody wielobokowej. Jeśli zaś 
dla pewnego obciążenia mamy wyznaczyć siłę wewnętrzną 
tylko jednego lub dwu prętów, używamy metody przecięć 
R ittera lub Culmanna, gdyż nią prędzej dojdziemy do celu.

§. 106. Belka wzmocniona.

Jako przykład metody wielobokowej wyznaczymy w przy
bliżeniu siły wewnętrzne b e l k i  w z m o c n i o n e j  (n. armirter 
Träger, fr. poutre armée à un seul poinçon, an. triangulär 
truss) (rys. 247), przypuszczając, że połączenia w węzłach są 
przegibne, i że działa na nią siła P  w punkcie C. Stąd wy- 

Pnika, że 0 1= 0 2—~^-, a prosta rtmr je s t wielobokiem sił ze - A
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wnętrznyeh. Clicąc wykreślić plan sił, przecinamy belkę naj
przód w prostej ff, kreślimy rn  // A C, mnHAE. Proste te prze
cinają się w punkcie n, więc rn —a,m n—b. Kierunek sił w wie- 
loboku, oznaczony strzałkami, jest mrnm, a więc w a jest do

sił musi się zamknąć, Avięc prosta tp // CB musi przechodzić 
przez p u n k t y ,  a tp — d, co stanowi zarazem próbę dokładności 
rysunku.

Na rysunku 248 widzimy b e l k ę  p o d w ó j n i e  w z m o 
c n i o n ą  (fr. poutre a trois poincons, an. compound triangular 
łruss), na którą działają w węzłach C, E  i F  siły Pu  P2 i P3. 
Najprzód musimy w znany sposób wyznaczyć oddziaływania 
O i i 0 2. "W tym celu wykreślamy wielobok sił, przyjmujemy

biegun O, kreślimy wielobok sznurowy, zamykającą ai b{ 
i  równoległy do niej promień Om, wtedy mamy Oi — mO 
i 0 2= 3 m . Teraz mamy wszystkie siły zewnętrzne i kreślimy 
osobno wielobok sił 0123 m  i plan sił podobnie, jak  powyżej.

A ^  ■ - CL S V  \iC - c l  \

przekroju, zatem siła ta  sprawia 
Oj ciśnienie, w Z) od przekroju, więc

i fr '' ciągnienie. Teraz tniemy belkę
- IB  w prostej gg i kreślimy wielobok

sił: Oi = mr, a —rn, dalej npHCE. 
Nie znając wielkości tej siły, mu-
simy kreślić teraz w przeciwnym 

£>j kierunku, więc m p/jB E . Proste te
przecinają się w punkcie p, więc 
np = c, mp =  e. Na koniec tniemy 
belkę w prostej hh i kreślimy 
wielobok sił, więc 0 1= m r, P = rt, 
dalej tpjjCB. Ponieważ wielobok

Rys. 247.

Rys. 248.
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Powyżej przypuściliśmy, że połączenia węzłowe są prze- 
gibne, a obciążenie działa tylko w węzłach. Często przypu
szczenia te w praktyce się nie stwierdzają.

Jeżeli obciążenie działa na pasie górnym belki, wtedy 
części pasu górnego pracują jako belki drugorzędne na zgi
nanie i przenoszą siły na węzły. Pas górny j est więc nietylko 
ciśnionym, ale i zginanym. Obliczać go zatem należy dla wy
trzymałości złożonej.

§. 107. Obciążenie dachów.

W edług metody wielobokowej wyznaczamy też siły we
wnętrzne, działające w więzaracli dachowych.

W i ę z a r e m  d a c h o w y m  czyli w i ą z a n i e m  p e ł n e m  
(n. Dachbinder, Bundgesparre, fr. ferme, an. roof framing, roof 
truss, r. $epwa) nazywamy parę krokwi, wzmocnionych odpo- 
wiedniem wiązaniem i działających jako belka kratowa, nio
sąca cały ciężar stały zeskładu dachu, jakoteż i obciążenia 
śniegiem i wiatrem. Dla obliczenia więzarów dachowych mu- ,  
simy więc przedewszystkiem znać obciążenie dachów, które 
składa się z ciężaru własnego, z ciężaru śniegu i parcia wiatru. 
Ciężar własny składa się z ciężaru: a j pokrycia wraz z kro
kwiami, /?) ciężaru płatwi i tężników, y) ciężaru więzarów. Cię
żar pokrycia wraz z krokwiami przyjąć mbżemy dla pierwszego 
obliczenia przybliżonego według następnej tabliczki XXXIV., 
ciężar płatwi i tężników możemy przyjąć tak dla dachów dre
wnianych jak  i żelaznych 15 kg\m- połaci dachu.

Ciężar więzarów jest nam nieznany, należy go przyjąć 
w przybliżeniu wedle materyału ustroju i wykonanych bu
dowli, jest on zresztą niewielki w stosunku do innych cię
żarów; później należy dokładnie wyznaczyć ciężar i liczyć raz 
jeszcze.

T a b l i c a  XX XIV.

Rodzaj pokrycia dachu
'

Citgar własny pokrycia i kro- 
kwi w k/; na i  nP dachu po
chyłego t>0£ ciężaru więzarów 

głównych

cem ent drzewny z 10 cm ¿w irów ka . . . . . . . 200
dachów ka za k ła d k o w a ..................... ..................... 100
beton żużlowy, p łv ta  ż e lb e to w a ......................... 150
łupek n a tu r a ln y ..........................................................

i
90
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Rodzaj pokrycia dachu
Ciężar własny pokrycia i kro
kwi w kg na 1 m2 dacka po
chyłego bez ciężaru więzarów 

głównych

blaclia p ł a s k a .........................
b lacha fa lis ta  n a  kątów kach
te k tu ra  .....................................
gonty  p o d w ó j n i e .................

„ p o je d y n c z o .................
szkło drutow e do 6 m m  . .

)!. )) !! 8 „  . .
s trz e c h a .....................................
asfalt, łupek asbestowy . . 
r u b e r o i d .................................

40
23
40
40
35
25
35
65
40
40

Ciężar więzarów głównych możemy przyjąć, jak  następuje: 
T a b l i c a  XXXV.

a) W iązary drew niane n a  1 m2 dachu pochyłego:
U strój rozp. m  cięż. TcghnJ

o stolcu stojącym  lub leżącym . . . .  7,5—15 7—13
wiszące p o je d y n c z e ................................  . 10 —18 12—18

„ złożone lub rozporowe . . . . 20 20—24
„ niepodparte dla rozpiętości . . 10 —lS 20—30

b) "Yviezary żelazne n a  1 m 2 rzu tu  poziomego:
lekkie .  ...........................................  -  1 4 -2 0
cięższe .  ............................................................ — 20—30

N a c h y l e n i e  dachu zależne jest od materyału pokrycia. 
W  przecięciu możemy przyjąć nachylenie według następnej 
tabliczki, jeżeli kąt nachylenia dachu do poziomu (rys. 249)

2  h
nazwiemy a, wysokość li a rozpiętość Z, zatem s ta  =  —- .  Na

chylenie może być jednak także więcej strome.
T a b l i c a  XXXVI.

— j . — ............„

Rys. 249.

Rodzaj pokrycia
Sta _2h

T
najm u. średnie

S t r z e c h a ..................................... 1:0,9 1:1
G o n t y ......................................... 1:2,25 1:1,5
Dachówka zakładkow a . . . 1:1,5 1:1
Łupek n a t u r a ln y ..................... 1:2,25 1:1,5

„ e te rn it ......................... 1:2,25 1:1,5
B lacha p ł a s k a ......................... 1 :6 1 :4

„ f a l i s t a ......................... 1 :2 1 :2
S z k ło ............................................. 1 :2 ,5 1 :2
T e k t u r a ................................. .... 1 :6 1 :4
Cement d r z e w n y ..................... 1 : 20 1:15
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"Warstwa ś n i e g u ,  która się osadza na dachach w na
szych okolicach, nie je st zwykle grubszą, niż 0,60 ot. "Wysoko 
w górach warstwa ta  jest jednak znacznie większą, dosięga 
nawet 2 ot wysokości. Przyj ąwszy wysokość warstwy 0,65 ot 
i zważywszy, że śnieg jest około 8 razy lżejszy od wody otrzy-

1000mamy ciężar śniegu na o t 2 rzutu s =  0,65 —g  = 8 1 ,5  kg, okrągło

s =  8 0 Ą .....................................  527)m 2
Odnosi się to tylko do okolic w nizinach, w górach na

leży przyjąć więcej. Zwłaszcza śnieg zlodowaciały waży znacznie 
więcej, S c h a l l e r * )  robił doświadczenia co do ciężaru gatun
kowego śniegu, a zarazem badał grubość jego warstw i przy
chodzi do wniosku, że je st ona zależną od wysokości nad po-

mianowicie <7 =  70 jeżeli g w cm a h w ot

oznacza wysokość nad poziom "morza. Radzi on podzielić kraj 
warstwicami na 3 części.

T a b l i c a  X X X V II. 
s trefa  h sv ? k g /m 2

pierwsza . . . 0 —200 ot 75
druga . . . .  200—500 „ 120
trzecia . . . . >  500 m  340

Zwykle przyjmujemy, że obciążenie śniegu jest równe 
na całej powierzchni dachu; możliwem j est j ednak, że wsku
tek  wiatru jedna połać je st obciążoną śniegiem, druga prawie 
wcale nie. Czasem może to sprawić w niektórych prętach 
większe natężenie, w takim razie należałoby to uwzględnić.

K o e c h l i n  i L a n d s b e r g  przyjm ują więc, że, śnieg 
może być tylko na jednej połaci, B r e y m a n n  jednak twierdzi 
słusznie, że na drugiej połaci należy przynajmniej przyjąć po
łowę obciążenia.

Na stromej połaci śnieg nie może się utrzymać, dlatego 
liczymy powyższe obciążenie tylko do a =  35°, przy a =  40° 
przyjmujemy tylko połowę obciążenia, a przy a =45° nie przyj
mujemy wcale żadnego obciążenia śniegiem.

*) Por. „Beton u. E isen“ 1909, str. 284 i 1907, str. 136.
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Dalszą siłą działającą na dachy, jest p a r c i e  w i a t r u  
(n. Winddruclc, fr. 'pression du vent, an. wind pressure, r. flaB- 
Jienie B'frrpa). Z mechaniki rozumowej wiemy, że ciśnienie w iatru 
na płaszczyznę prostopadłą do kierunku wiatru- jest

w —2 - F v* . . . . . .  528)
9

Jeżeli wstawimy <7=9,81 m  i ciężar 1 m 3 powietrza o normalnej 
gęstości, to otrzymamy:

w =0,13 F r 2 kg\m‘l .........................  529)
gdy v oznacza chyżość wiatru na sekundę w metrach.

Chyżość wiatru i odpowiednie parcie są następujące: 
T a b l i c a  X X X V III.

Moc w ia tru  o w mjs io w  Jcgjtn3
silny w ia tr . . . . 15 ' 29
bardzo silny w iatr . 20 52
lekka burza . . . 25 82
silna burza . . . . 30 117
silny Avicher . . . . 40 208
najsiln iejszy wicher 50 325

W naszych okolicach v rzadko kiedy bywa większem, niż 
30 ot, którąto Avartość po zaokrągleniu zwykle przyjmujemy 
przy obliczaniu dachów, w =  125 kg/m1. Szczególniej w miastach, 
gdzie dachy są po części zasłonięte innymi budynkami, po
wyższa wartość jest zupełnie wystarczająca; w miejscach 
jednak wolnych niezasłoniętych, zwłaszcza wysoko położonych 
i wystawionych na działanie wiatrów dla wież, kominów wy
sokich powinniśmy przyjąć większe ciśnienie, a mianowicie do 
250 kg n i1, gdyż stwierdzono doświadczalnie, że parcie wiatru 
w górze jest znacznie większe, niż przy ziemi, gdzie zmniejsza 
się chyżość wiatru. Zresztą trudno przypuszczać, aby naj
większy wicher wywierał parcie na dach równocześnie z naj- 
większem obciążeniem śniegu. Nie potrzebujemy zatem liczyć 
na wyjątkowe, może raz w kilkanaście la t zdarzające się wichry 
zwłaszcza, iż przy obliczaniu przekroju przypuszczamy jakąś 
pewność, a materyał wytrzymać może takie kilkakrotne nad
zwyczajne natężenia.

Najczęściej kierunek wiatru jest do poziomu nachylony 
pod kątem 10° (rys. 250), tak też go zawsze przyjmować bę
dziemy. Powodem tego jest tarcie przy ziemi, które zmniejsza
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chyżość wiatru i nachyla jego kierunek. Jeśli w oznacza ci
śnienie na 1 o t2 płaszczyzny prostopadłej do kierunku wiatru,

to ciśnienie na połać A B  
o szerokości 1 m  otrzymamy, 

& spuściwszy z A  prostopadłą,
na kierunek wiatru, a z B  
na AD, a zatem parcie wia
tru  na m 1 dachu pochyłego 

A D
W y — W - - — — '.

Bys. 250. A
Z rysunku widzimy, że

jeżeli kąt nachylenia dachu do poziomu jest a,
A D  , , ;
A B =  (a + 10)>

więc wt == w wst (a 4-10)............................... 530)
Jtozłóżmj’- parcie wi na siłę prostopadłą do dachu n i równo

ległą t. Z rysunku widzimy, że
n —wl wst (a+10)=?i>, w st2 (a+  10), a t= w i dost (a +  10).

Siła t posuwa prąd wiatru wzdłuż połaci. Ponieważ tarcie 
wiatru o dach jest stosunkowo małe, więc zwykle nie uwzglę
dniamy go wcale, tylko siłę składową prostopadłą do połaci n.

Jednak doświadczenia L o e s s l a  udowodniły, że parcie n 
je st większem i wzrasta nie w stosunku do kwadratu, lecz do 
pierwszej potęgi wst (u-f 10).

Będziemy więc używać nadal wzoru
n = w  wst (a +  1 0 ) , .............................. 531)

a zatem wzoru identycznego z wzorem 530).
Przy dachach wieloboćznych nachylenie dachu zmienia 

się ciągle, musimy zatem dla każdego nachylenia obliczać par
cie według 531). Możemy to zrobić także wykreślnie.

Bówn. 531) możemy także inaczej napisać, zważywszy że

wst (a+10) = ~ ~ ,  zatem n — wi ęc N = w A D . Parcie pro- A B  A b ‘
stopadłe do połaci na 1 m  szerokości jest więc równe w razy
rzut połaci na 'k ierunek wiatru. Jeżeli odstęp ciężarów je st a,
to musimy jeszcze przez a pomnożyć.

Dla dachu wielobocznego (rys. 251) wynika z tego łatwa
konstrukcya. Z A prowadzimy A G prostopadle do kierunku
w iatru i rzucamy na nie punkty załamania powierzchni dachu B,
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E, H, ¡1 do kierunku wiatru. Parcia są wtedy proporcyonalne 
do AD, DF, FO. Aby otrzymać całkowite parcie połaciowe, 
pomnożyć należy te długości przez w a.

Jeżeli przedmiot, o który wiatr uderza, ma powierzchnię 
krzywą, to parcie wiatru je st mniej szern, niż na powierzchnię 
płaską o tym samym rzucie pionowym, więc W = ó F w  . 532)
jeżeli ó je st spółczynnik, w parcie w iatru na jednostkę kwa
dratową a F  rzu t pionowy powierzchni.

Jeżeli obliczenie parcia oprzemy wtedy na wzorze Lo e s -  
s l a  531), to otrzymamy wedl e ' May  e-r a

dla walca (przekrój koło) . . . <3=0,848
„ graniastosłupa ( „ ośmiokąt) . <5=0,890

Wzory te zastosujemy przy obliczeniu parcia w iatru na 
kominy.

B r u n e  oblicza parcie na stożek i półkulę i otrzymuje dla 
stożka <5=— dośta, jeżeli a je st kąt nachylenia boków stożka
do osi a dla półkuli <5=0,207.

R o z p o r z ą d z e n i e  m i n i s t r .  a u s t r .  z r. 1911 dla zakładów  żel
betow ych §. 4. ust. 5. Ciężar w łasny  pokrycia dachu w łącznie z opierze
niem, ła tam i i krokw iam i jednak  bez ciężarów należy przyjm ować na 1 
p o c h y ł e j  pow ierzchni dachu w  kg, ja k  następuje:

T a b l i c a  X X X IX .
dachów ka p o jedyncza .......................................... 100

„ podwójna . .  .............................  125
„ z a k ł a d k o w a .........................................  64

łupek pojedyńczo ,  . . .  .................................  73
„ p o d w ó jn ie ...................................................... 82
„ sztuczny na t e k tu r z e .................................  41

te k tu ra  pojedyńczo bez p i a s k u ......................... 32
„ p o d w ó j n a .................................................. 35

cem ent drzewny z 8 cm w ysoką w arstw ą żw iru 200
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Dla innych rodzajów  pokrycia (n. p. dla m etalu, szkła i t. d.) na
leży ciężar w łasny w  danym  razie osobno obliczyć.

U st. 9. C i ę ż a r  ś n i e g u .  Ciężar śniegu należy w kg/m 2 rzu tu  dachu 
przyjąć, ja k  następuje:

przy nachyleniu  dachu do 4 0 ° ..................................................  75
„ „ „ między 40° do 6 0 ° .........................  40
„ „ „ nad  60° nie należy wcale uw zględniać cię

żaru  śniegu.
D la okolic, położonych n a  południu (Austryi), dowodnie ubogich 

w  śnieg, m ożna przyznać w  danym  w ypadku zm niejszenie powyższych 
obciążeń. D la okolic z dowodnie w ielkim  opadem śniegu należy przyjąć 
ciężar śniegu w edług miejscowego położenia większy, a m ianow icie przy  
nachyleniach do 40° aż do 200 Tcg, d la  nachyleń między 40° a  60° aż do 
110 kg/m2 rzu tu . Ciężar śniegu należy przyjm ować przy obliczeniu albo na 
w szystkich, albo gdy to  je s t niekorzystniejszem  na n iektórych ty lko po
łaciach  dachu.

10. P a r c i e  w i a t r u .  Parcie  w ia tru  należy przyjąć na m 2 powierzchni 
prostopadłej do k ie ru n k u  w ia tru  w  ogólności u>—150 kg, w  nadzw yczaj
nych w ypadkach wedle miejscowego położenia do 250 kg.

11. K ierunek w ia tru  należy przyjąć poziom y: dla powierzchni, które 
z kierunkiem  w ia tru  tw orzą k ą t a, należy przyjąć parcie w ia tru  prosto
padle do tej pow ierzchni w, —w wst* a.

12. P rzy  o tw artych  w iatach , daszkach i  t. d. należy, w danym  razie 
przyjąć parcie w ia tru , działające prostopadle do powierzchni dachu z we
w nątrz  na zew nątrz 60 kg/m.'1, a w  nadzw yczajnych w ypadkach w edług 
położenia miejscowego 100 kg/m-.

13. P rzy  budow lach, k tóre znajdują się w  miejscu sta le  od w ia tru  
osłoniętem, m ożna dopuścić zm niejszenie parcia  w ia tru  aż do 75 kg/m 1.

N o r m y  p r z y j  ę t e  p r z e z  a u s t r .  t o w a r z y s t w o  i n ż y n i e r ó w  
i a r c h i t e k t ó w .

K ierunek parcia  w ia tru  przyjm uje się poziomy. P arcie  w ia tru  na 
płaszczyznę prostopadłą do k ierunku  w ia tru  200 kg/m 2.

Ciężar śniegu n a  płaszczyznę poziomą 75 kglm'1.
P r z e p i s y  d l  a b u d o w l i  c. k. k o l e i  p a ń s t w o w y c h  a u s t r y a -  

c k i c li.
Ciężar śniegu należy przyjąć 75 kg/m 2 rzutu . P rzy  nachyleniach da

chu wyżej 40° należy przyjąć z tego połowę, wyżej 60° w cale n ie  uwzględ
n iać  ciężaru śniegu.

W  okolicach z dowodnie bardzo m ałym  opadem śniegu można w pływ u 
jego całkiem  nie uwzględniać.

P arcie  w ia tru  prostopadle do połaci dachu należy obliczać wedle 
w zoru Mf=150wst5(a-l-10)Ły/?»2, przyczem a oznacza k ą t nachylen ia dachu. 
"W okolicach z bardzo w ielkim i w ichram i (bora) należy przyjąć 250 kg/m2 
zam iast 150 kg/m’’-. Dla o tw artych  w ia t i dachów peronowych należy przyj
m ować w ia tr, działający z w ew nątrz n a  zew nątrz 60 kg/m 1, w okolicach 
z silnym i w ia tram i (bora) 100 kg/m 2 dachu. P rzy  budow lach w  dowodnie 
osłoniętem  położeniu m ożna powyższe cyfry odpowiednio zniżyć.
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Należy zawsze uw zględniać najniekorzystniejsze działanie w ia tru  
i  ciężar śniegu.

. R o z p o r z ą d z e n i e  m i n i s t .  p r u s k i e g o  z 1910.

T a b l i c a  XL.
Ciężary w łasne kg/m 2:

Dacii k ry ty  dachów ką pojedyńczo z la tam i i krokw iam i . . .  75 kg/m 2
D tto ustrój czeski (w zapraw ie)  ......................................... ....
Dach k ry ty  dachów ką podwójnie z ła tam i i krokw iam i . . .  95 „
D tto ustrój czeski (w zapraw ie) .     115 „
D ach k ry ty  podwójnem i dachówkam i z ła tam i i krokw iam i . 105 „
D tto ustrój czeski ęw zaprawie) . • .   130 „
Dach k ry ty  dachów ką holenderską na ła tach  z m ałych da

chówek   80 „
D tto  z w ielkich d a c h ó w e k   85 „
Dach z dachówek holenderskich n a  opierzeniu zakładanem  . 100 „
Dach z dachówek z a k ła d k o w y c h   65 „
Dach k ry ty  gąsiorków ką z ła tam i i k r o k w i a m i   100 „
D tto  pokrycie czesk ie    115 „
A ngielski dach łupkow y na ła tach  z ła tam i i krokw iam i . . 15 „
A ngielski dach łupkow y na opierzeniu z opierzeniem i krok

wiam i   55 „
Niemiecki dach łupkow y na opierzeniu i z podkładką tek tu 

row ą    65 „
D tto  z m niejszych dachówek (20X15 c m )   60 „
Dach cynkowy n a  l i s tw a c h   10 „
Dach m iedziany z podwójnem i zakładkam i i  opierzeniem  . . .  10 „
Pojedynczy dach tek turow y z opierzeniem i' k rokw iam i . . .  35 „
Podw ójny dach z żwirem, opierzeniem i k r o k w ia m i  55 „
Dach z cem entu drzewnego z w arstw ą żw iru 7 c m .....................  180 „
D ach z cem entu drzewnego n a  sklepieniach i w arstw ą żw iru 7 cm 520 „
Dach szk lan n y .n a  żelaznych listw ach  dla szklą 4 «   22 „
D tto  dla szkła 5—6 mm  albo z d r u t a m i .......................................... 30 „
Ciężar śniegu n a  1 m 2 pow ierzchni p o ł a c i   75 „

(Jeżeli a>50° nie uw zględnia się w cale ciężaru śniegu).
P arcie  w ia tru  n a  1 m 2 powierzchni prostopadłej (dla obliczenia

części ścian, ram , w ięzarów )......................................................  125*),,

Całkow ite obciążenie dachów 
złożone z ciężaru własnego, śniegu i parc ia  w ia tru  n a  1 ni2 poziomego

r z u t u :

T a b l i c a  XLI.
D ach szklanny przy nachyleniu 10°    125 kg
D tto  przy nachylen iu  2 5 °   150 „

*) Dla w ysokich budowli na małej pow ierzchni nie mogą być prze
kroczone wyższe granice natężeń dopuszczalnych przy ¡o=150 kg/m2.
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Dach łupkow y przy nachyleniu  2 5 ° .........................................................  150 kg
Dtto przy  nachyleniu 4 5 ° .............................................................................. 250 „
Dach dachówkowy przy nachyleniu  $0°,., . . ............................................  250 „
Dach dachówkowy przy nachyleniu 4 5 ° ............................   . . . . 3Ó0 „
Dach z cem entu drzewnego n a  drew nianych k ro k w ia c h .................... 275 „
Strom e dachy m ansardow e z pokryciem  łupkiem  lub dachów ką

przy nachyleniu  4 5 ° .............................................................................. 300 „
D tto przy  nachyleniu  70°  .............................................................  700 „

Dla poziomych lub słabo nachylonych 1 :20  dachów, k tóre służą 
jako  miejsce zabaw y i wypoczynku, obciążenie =250 kg/m2 (rozp. berliń. 
po lic ji).

§. 108. Ogólne warunki równowagi dachu.

Najprzód uważać będziemy dach jako całość i badać go, 
czy siły, działaj ące nań, nie potrafią go wywrócić albo przesunąć 
(rys. 252), co zwłaszcza możliwem jest przy dachach wysokich.

Składowa wiatru p r o s t o p a d ł a  do połaci N usiłuje dach 
obrócić około krawędzi B. Moment, tu  występujący, dla głębo

kości =  l,jest M —N . B E = N (A ' E —A ' B )= nl — 5 dost ccj,aże

b 
2
dachu, który niech wynosi g kglm2 
powierzchni pochyłej, jest całkowity 
C = g .2 l, zatem moment jego ze wzglę
du na punkt B

- =  Zdosta, więc M = n l^ 9 — ■ Ciężar własny

=glb.

Dla równowagi musi więc być

bgl n
> 2 ^¿2—ó2j ,  stąd

' B38> Rys. 252.

Przesunąć w kierunku poziomym dach usiłuje N wst a, 
składowa pozioma siły N, czemu sprzeciwia się tarcie, wywo
łane ciężarem 2gl i składową pionową parcia wiatru N dost a. 
Jeżeli spółczynnik tarcia nazwiemy f , to f  (2 gl -j- nl dost a) =

_  b 
21 

n

=nl wst a. "Wstawmy dost a --

> 4 /7

h nb nhT , t o 2 ^ + 2 T 5 7 -,astąd

534)
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Jeżeliby g było raniejszem, niż wypada z równ. 533) i 534), 
to musielibyśmy więzary zakotwić, aby przeszkodzić czy to 
przesunięciu czy to przewrotowi.

109. Wyznaczenie sił wewnętrznych dla obciążenia pionowego.

Dach musi być nietylko jako całość w równowadze, lecz 
także natężenie we wszystkich prętach nie powinno przekra
czać natężenia dopuszczalnego. Będziemy się więc starali wy
znaczyć siły wewnętrzne, działające w prętach i to najprzód 
wykreślnie.

Siły wewnętrzne więzarów dachu wyznaczamy najlepiej 
według metody wielobokowej. Dla danego obciążenia wyzna
czamy najprzód oddziaływania, a potem wykreślamy plan sił, 
jak  to na przykładzie zaraz zobaczymy. Możemy przy tern albo 
obliczać siły wewnętrzne dla obciążenia równoczesnego śnie
giem i wiatrem, albo osobno wyznaczyć siły wewnętrzne dla 
obciążenia ciężarem własnym i śniegiem, a osobno dla parcia 
wiatru.

Ten drugi sposób jest z tego względu lepszym, że dla 
niektórych prętów otrzymamy największe natężenie dla obcią
żenia śniegiem, albo tylko wiatrem. Dlatego lepiej badać osobno 
wpływ ciężaru własnego i śniegu a osobno wiatru, a dopiero 
potem natężenia kombinować w ten sposób, aby dały naj
większe natężenie.

Najprzód więc wyznaczymy siły wewnętrzne dlar obcią- 
ciążenia pionowego. Przedewszystkiem musimy wyznaczyć cię
żary węzłowe, to jest ciężary, działające w węzłach. Obciąże7 
nie przenosi się na więzary główne albo za pomocą płatew 
w węzłach, albo też i między węzłami. W  tym ostatnim wy
padku obliczamy przecież więzar tak, jakby ciężary działały 
w węzłach, a tylko pas górny więzaru obliczamy nietylko na 
ściskanie, ale i na zginanie, wywołane momentem obciążenia, 
działającego między węzłami.

Jeżeli a oznacza odstęp więzarów, g ciężar własny na m 2 
powierzchni pochyłej i s ciężar śniegu na m? rzutu, to na dłu
gość krokwi Zj działa ciężar G = g a ll + s a li dost a.

Jeżeli odstęp węzłów jest równy, to na jeden węzeł przy
pada długość Zj równa odstępowi węzłów, na pierwszy węzeł 
połowa tej długości. Przy dachach w kształcie ostrosłupa wię-
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zary nie są równoległe, wtedy obciążenie na m  b. więzaru je st 
zmienne, a to wedle powierzchni dachu, która na odpowiednie 
części więzaru przypada.

Ciężary węzłowe mogą działać także w pasie dolnym. 
Przy większych dachach już ciężar samego dźwigaru należy 
rozłożyć na pas górny zwykle w większej części np. 2/3 i na 
pas dolny i/3 ciężaru. Oprócz tego często zaAvieszone są na 
dachu ciężary .stropowe, czasem podesty schodów i świeczniki 
a nawet w budynkach fabrycznych tory dla żórawi.

Znając ciężary węzłowe, wyznaczamy najprzód oddziały
wania. Jeśli więzar i obciążenie jego są symetryczne, to O, = 0 3 
=  połowie obciążenia: jeżeli niema symetryi, to wyznaczamy 
oddziaływania wykreślnie zapomocą wieloboku sznurowego. 
Musi się wtedy zamknąć wielobok sił i wielobok sznurowy. 
Teraz możemy przystąpić do wykreślenia planu sił wedle §. 104.

Podajemy tu kilka planów sił dla obciążenia pionowego 
już bez dalszych objaśnień, przyjąwszy obciążenie symetryczne, 

p w którymto razie O, =  0 2 —
połowie obciążenia. Z powo
du symetryi je st tu  górna 
połowa planu sił zupełnie 
przystającą do dolnej, dla
tego też kreślimy zwykle
tylko połowię planu sił. R y
sunek 253 przedstawia w i ę 
z a r  f r a n c u s k i  układu Po- 
lonceau (n. der französische 
oder Polonceau Dachstuhl, fr. 
ferme système Polonceau, an. 
french roof truss), 254 więzar 

angielski (n. englischer Dachbinder, an. english roof), rys. 255
więzar mansardowy (fr. comble à la Mansard, an. mansard
roof). Czasem, jak  w rysunku na tabl. III., przedstawiającym 
złożony więzar Polonceau, nie możemy znaleść przekroju, dla 
którego byłyby tylko dwie siły niewiadome. W zwykły sposób 
wyznaczyć tu  możemy siły wewnętrzne a, b, c, d, e, f, ale 
teraz, czy przetniemy w kierunku I I ,  czy II  II, zawsze mamy 
trzy niewiadome, nie możemy więc ich wykreślnie wyznaczyć.

Statyka. 22
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Musimy zatem tu  poradzić sobie inaczej, przeciąć więzar 
płaszczyzną I I I  I I I  i wyznaczyć sposobem R i t  t e r  a siłę m.

Rys. 255.

padkowa działa w środku odległości między P 4 i P6. Jeżeli- 
byśmy złożyli R' z Jc, to wypadkowa musiałaby iść przez S, 
wypadkowa R "  zaś reszty sił h, l, s, i r, musi przechodzić 
przez P. Dla równowagi muszą kierunki obu wypadkowych 
wpadać na siebie, więc kierunek R "  jest SF. Poprowadźmy

Rys. 254.

Znając ją, możemy kreślić dalej plan sił, zaczynając od sił m, 
r  i s i kreśląc dalej siły n, h Ic, l, g. Możemy też poradzić 
sobie w inny sposób i to metodą C u l m a n n a .  Przetnijmy 
więzar po linii IV  IV. Siły wewnętrzne h, k, l, si i ri i ze
wnętrzne P 4 i P5 są w równowadze. Złóżmy P 4 i P5 w zwy
kły sposób w wypadkową R', to ponieważ P4 =  P5, więc wy-

4/77 m
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w wieloboku sił 33'// k, a 53' // SF, to 33' —lc. Znając k, mo
żemy dla przecięcia I I  I I  wyznaczyć niewiadome g i h.

Na rys. 256 widzimy plan sił dla więzaru, którego pas 
dolny także jest obciążonym. Wyznaczywszy oddziaływanie 
w zwykły sposób (tntaj O, =  0 2), kreślimy wielobok sił rozsu
nięty dla przejrzystości, kreśląc po porządku naokoło wię
zaru ; poczem wykreślenie planu sił nie przedstawia żadnych, 
trudności, jeśli tylko baczyć będziemy, że pomimo rozsunięcia, 
plan sił leży w linii ab.

Rys. 256.

Liczebnie w yznaczam y siły  w ew nętrzne za pomocą sposobu R i t t e r a ,  
(§. 105). Jako  przykład obliczymy siły w ew nętrzne w ięzaru  m ansardow ego 
(rys. 255). Niecli będzie Z= 20?». P1 — 2 t. l \  =  ‘2 t, I \ ~ 2 t ,  w ięc 0 , =  S i ,  
O trzym am y najprzód dla przecięcia 1 1 ze  w zględu n a  p u n k t O:

0. x . - b .  ĆE—0, stad  6 = 0 , - ^ = 3  -1 =  S,2 t.1 1  C E  1,45
Ze względu na punk t E  m am y

0 , % - a ą k 0, Stąd ^==10,3 t.1 z 1 1 r, 1,5
P rzetn ijm y teraz w ięzar w  k ierunku I I I I ,  a  otrzym am y zcw zg lędu  

na pun k t F :

O, — P, (y r  — ̂ t ) - c .E F = 0 ,  a  stąd



-  840 -

0, l
3 X 10-2X 5 ,9  

6,4H F
a ze względu n a  pun k t E

Ol x2—Pl (xt—xi)+d.r1—0,̂  a stąd

= 2,85  t,

d- 2 (5 -4 ,1 ) -3 ,5 = —8,8 i.r. i=5
P rzetn ijm y nakoniec w ięzar w k ierunku I I I  I I I , a  otrzym am y 

ze  w zględu n a  p unk t Ij'

0i 4 - — Pi ( 2  — *1 )- /> •»  = 0 , a stąd

/=
0l 2~-"Pl ( 2  *‘) 3 .1 0 -2 (1 0 -4 ,1 ) =4,55 t.

r2 4
Dalej ze względu na punk t K  przecięcia się d i f  m am y: 

O, x3 +  P, (aą - i 3) - e i '3 = 0 , a zatem  
e =  ° i g3 +  -P) f a  — *3) _ .3X 1,5+2 (4,1—1,5) =  g.  f

2

§. 110. Parcie wiatru.

Zastanówmy się teraz nad wpływem parcia wiatru na 
więzar, a najprzód wyznaczmy oddziaływania. Musimy tu 
przy tern rozróżnić dwa wypadki, gdy jedno łożysko jest wal
kowera łub te ż , oba są stałe.

Bys. 257.

Jeżeli bowiem jedno łożysko je s t w a ł k o w e m ,  a tor 
wałków poziomym, to oddziaływanie na tej podporze może być 
tylko pionowem, oddziaływanie zaś na drugiej podporze wy
znaczyć łatwo możemy wykreślnie z wieloboku sił. Niechaj 
na więzar ACB  (rys. 257) działa wiatr z lewej strony prosto
padle do AC. Wypadkowa parcia na połać A C działa w punkcie 
JF. Jeżeli "w A je st łożysko wałkowe, to oddziaływanie O, jest
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pionowe. Oddziaływanie 0 2 w punkcie B  musi wraz z O, ró
wnoważyć parcie w iatru W, mieć więc kierunek BE, bo te trzy  
siły muszą, się przecinać w jednym punkcie. Jeżeli 03 =  W =  
=  IF, +  W 2 -f W:), a zrobimy 3 n \[B E  i 0 n /IA E , to otrzymamy 
oddziaływania. Znając oddziaływania, możemy w zwykły spo
sób wykreślić plan sił.

Eys. 258.

Jeżeli wiatr wieje z prawej strony (rys. 258), to oddziały
wanie w A  pionowe przecina się z wypadkową parcia W  w E , 
zatem oddziaływanie O, ma kierunek EB. "Wykreślamy zatem 
IF=03, dalej 3 n llE B  i 0 n[jO u to « 0 = 0 , ,  3 « = 0 .r  Po w y
znaczeniu oddziaływań łatwem jest dalsze wykreślenie planu sił. 

Jeżeli więzar jest symetrycznym, to parcie na połać lewą 
W/ będzie równe parciu na połać prawą Wp (rys. 259). Rów ną 

też i wprost przeciwną jest ich. składowa, 
pozioma H, działająca na łożyska stałe, 
"Wobec tego, gdy oddziaływanie pionowe 
wykreślimy w jednej linii, wszystkie od
działywania zamknięte będą w prostoką
cie abcd. Jeżeliśmy wedle rys. 257 wyzna
czyli oddziaływanie O^ i 0 2i, to z rys. 259- 
możemy wyznaczyć wielkość i kierunek 

d  oddziaływań OiP i 0 2P, co może nam się;

E ys. 259.
przydać wtedy, gdy punkt E  na rys. 25S-- 
wypada poza papier.
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Jeżeli oba łożyska są. s t a ł e ,  to właściwie oddziaływania 
mie są statycznie wyznaczalne.

Przypuśćmy, że więzar spoczywa na płytach żelaznych 
i źe przesunięciu sprzeciwia się tylko tarcie. "W takim wy
padku tarcie je st proporcyonalne do ciśnienia pionowego. Niech 
będzie ciśnienie na jednej podporze bc (rys. 260), na drugiej 

dc,, to tarcia proporcyonalne do ciśnień będą 
ab i a, b, zatem oddziaływania ac i a1c mu
szą być równoległe. Ponieważ muszą one 
równoważyć się z parciem W, więc muszą 
być równoległe do kierunku wiatru. "Wielkość 
oddziaływania wyznaczymy wtedy łatwo 
(rys. 261), wypadek ten sprowadzając do wy
padku belki zwykłej. Jeżeli 0 3 =  W, to 'obie

lam y  dowolnie biegun O, kreślimy promienie 0 0  i 03 , a do 
mich równolegle wielobok sznurowy EIFO. EO  je st zamyka
ją c ą ,  więc, gdy O mil EG, będzie m 0= 0 , a 3 m = 0 ,.

"Wykreślenie planu sił nie przedstawia teraz żadnych 
trudności.

Jeżeli chodzi o wyznaczenie oddziaływań r a c h u n k i e m ,  
to  postępować będziemy w następny sposób.

Jeżeli w F  zaczepia parcie wiatru W  (rys. 262), to roz
kłada się ono na H== IFwst a i F = / /d o s ta ,  oddziaływanie 0 2 

B  rozkłada się także na. H  i V2. Dla równowagi mamy 
J F w s ta — J7 = 0, O, +  V2 — TFdost a =  0, i ze względu na A

F2 .2 Z dost a — W -^-=0, a stąd m am y:
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J /= JF w sta  
WV, =

4 dost a
W W  /  1 \

O, — W dosfc a — —— =  -r- dost a (4 —1 4dosta  4 \ dost2 a /
TFO, =  — dost a (3 — s t2 a). *±

535)

536)

537)

Jeżeli wiatr działa z prawej (rys. 263), to mamy 
TFwst a—H = 0.

O ,-j-F ,— łFdost a = 0  i ze względu na B

0, 27 dost a — W  1 =0 .
—

Stąd otrzym amy:
i? = T F s ta  .

o, *
4 dost a

WV2 = ~  dost a (3 — st a)

538)

539)

540)

Widzimy więc, że H  zmienia swój 
tok, a 0, i 0 2 zamieniają swe wartości. 

Jeżeli wreszcie oba łożyska są stałe i oddziaływania 0, 
i O., są równoległe do W  (rys. 264), to dla równowagi

TF wst a—H l — H 2= 0  
F, +  F2— IF dost a = 0  i ze wzglę

du na d  F, 2 1 dost a— TF. =  0,

a wreszcie ze względu na założenie // , : H 2 — F, : F2. 
Z tych równań otrzymamy

F -  W  
4 dost a . 541)
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W

TT _  TF wst a
2 1 + 3  dost2 a —wst 1 a • • • • &ld)

j j  _  TF wst a (3 dost2 a —ws t 2 a) _
1 l  +  3 d o s t 2a — w st2 a ......................

Jeżeli dach je st wieloboczny, należy wyznaczyć zapomocą 
wieloboku sznurowego lub rachunkiem wielkość, kierunek i po
łożenie wypadkowej parcia wiatru, przyczem można użyć po
wyższych sposobów oznaczenia oddziaływań.

§.111.  Obliczenie więzaru Polonceau złożonego jako przykład.

Jako  przykład obliczymy siły w ew nętrzne i przekroje w szystk ich  
prętów  w ięzara żelaznego system u złożonego Polonceau (talii. III.). R oz
piętość podporowa wynosi 18 m, odległość w iązań pełnych b ml Dach nia 
być k ry ty  b lachą p łaską na opierzeniu: dla pokrycia blachą przyjm ujem y 
h 1
j  — -(y  , w ięc h= 3,0  m , tak  że k ą t  nachylen ia połaci do poziomu «=18° 25',
w st *=0.316, dost a= 0 ,948. Łożysko w ałkowe na lewej podporze. N atęże
nie dopuszczalne dla drzewa 80 kg/cm2, dla żelaza 1000 kgjcm'2.

1. O b c i ą ż e n i e ,
Pokrycie blachą na opierzeniu i krokw ie drewn. na 1 m l połaci . . . 40 kg 
Ciężar w łasny p ła tw i i  tężników połaciowych „ 1 „ ,. (10 +  5) 15 „

„ w ięzarów  dachowych na 1 m i rzu tu  p o z io m e g o .........................20 „
Obciążenie śniegiem  na 1 m 1 połaci s ,= 8 0  , d o s ta= 8 0  . dost 18°25' . 76 „ 
P arcie  w ia tru  n a  1 m2 połaci do niej prostopadłe

ie—150 . w st(a  +  10)=150 . wst- 28® 26'  ..................................... . . 74 „
Przy  równoczesnem działaniu  śniegu i w ia tru  przyjm iem y, żo ciężar 

śniegu wynosi 2/3 powyżej podanej w artości. ,
2. K r o k w i e  d r e w n i a n e  1= 2,37 m, 

kładzione w odstępach po 1 m. Składowa ciężaru pokrycia w raz z kro
kw iam i oraz śn iegu  prostopadła do połaci:

gL = (4 0 + %  76) . dost <x=91 x 0 ,9 4 8 = ...............................  86 kg/m . 1).
Składowa rów noległa do połaci:

gt =(40 +*/, 76). w st « = 9 1 x 0 ,3 1 6 =  . . 29 „ „
P arcie  w iatru , ja k  wyżej, w = ..................................... 74 „ „
Najprościej postąpim y, przyjm ując w ym iary  krokw i n. p. 12/10 cm

i spraw dzając, czy natężenie noiunalne, w yw ołane powyższem obciążeniem,
G J\fnie przekroczy dopuszczalnego t= 8 0  kgjcm2, m ianow icie ze w zoru v=

D la Gj = g 2 l =29 X 2,37=70 kg,
M =  '¡s (y, +  w) V =  %  (86+74) X2,37 2= 11240 kgcm  

i przyjętego przekroju 12/10 cm, mamy:
70 11240 ,  ,

V=f20 +  “240“ =  4<

F, =*-£- dost a (3—s t2 a) . . . . . 542)
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3. P ł a t w i e  rozp. 1=5,00 m 
przenoszą w k ierunku pionowym

p = (4 0 + 10+*/3 76). 2,37=238 kg/m: b„ . zatem  M =  '/8 p l 'l= '/, 2 3 8 x 5 2=
=74370 kgm, 

a  w k ierunku prostopadłym  do połaci
it>=74x2,37=175 kg/m. b . ,1 zatem  _!/,„= l/8 w l2==Vs 175 . 52=54438 kgm.

W edle oznaczeń w §. 65 m amy
Mi = M  dost a+3/a,=74370 . 0,948 +  54438= . . . . 114940 kg cm
3/s=Af w st a =  . . 74370 . 0,316= .   23500 „
Przyjm iem y, podobnie ja k  powyżej, kształtów kę I. 1. 18« i spraw 

dzim y natężenia. W edle tabl. n a  str. 215 m am y dla tego .numeru c=4,66 cm, 
zatem  potrzebny m om ent oporu ze wzoru 270)

X + cM 3 114940+4,66x23500 
1. -  — — - = — -— lóóo— “  =  224’45’

podczas gdy kształtów ka I. 1. 18 a ma Mrx —261,53 cm3.

4. W  i ę z a r  y  g  1 ó w n e rozp. 1=18,00 m.
Obliczymy siły  węzłowe, a siły  w ewnętrzne, w pojedynczych p rętach  

w yznaczym y w ykreślnie.
Nasam przód uwzględnim y obciążenie pionowe. Na węzeł C przenosi 

się połowa^ ciężaru z pola A C  i połowa z C E , zatem  J \  =  [(40 +  i 5 +  j 76)X 
X 2,37+20x2,25] 5=1480 kg. Poniew aż p ła tw ie  są na dachu w  rów nych 
odstępach rozmieszczone, przeto P2= Ą =  . . . . 1 \.  N atom iast we węzłach 
skrajnych, jeżeli krokw ie m ają w ystaw ać o 50 cm poza teoretyczny p u n k t

podparcia, Pt =  />,==1480X 1,18® |^ ’™  =1480x0,72=1070 kg.

Dla tego obciążenia pionowego kreślim y wielobok sił, a  ponieważ 
w ięzar i jego obciążenie są sym etryczne, w ięc kreślim y ty lko połowę 
wieloboku i p lanu  sił. Dla wyznaczenia siły w ew nętrznej 05 użyliśm y 
konstrukcyi pomocniczej, opisanej w §. 109. Dla kontro li obliczymy jeszcze 
siłę w ew nętrzną d3 w następny sposób. P rzecinam y w ięzar po lin ii I I I  I I I  
i ze względu na F  ustaw iam y rów nanie m om entów :

( 0 , —1\) . 9—3 I \  X4,5—d3 X 2,5=0, czyli 
(6,25—1,07)9- 3 x  1,48x4,5 = d 3X2,5, a stąd 

¿3 =  10,70 t,
k tó ry  to w ynik  zgodny je s t z wynikiem , uzyskanym  sposobem w ykreślnym . 
N astępnie uw zględniam y parcie w ia tru  z lewej strony. W e węźle C działa 
1F2= 74X 2,37X 5=0,88 f i znowu jak  poprzednio IF2 =  W3 =  łly . We -węźle F  
1P5=0,44 t, zaś w e węźle skrajnym  .4 Wt = 74  (1,185+ 0,5)X 5=0,63 ł. W y
padkow a parcia  w ia tru  n a  lewej (wałkowej) podporze musi mieć kierunek 
p ionow y: wwznaczymy zatem  kierunek oddziaływ ania 0 3i n a  drugiej 
(stałej) podporze, łącząc p u n k t X  przecięcia się oddziaływ ania 0 t i i wy
padkowej parc ia  w ia tru  z podporą B . 'Poniewraż punk t X  w ypada poza 
obrębem rysunku, użyjem y dla w yznaczenia kierunku O.j konstrukcyi 
pomocniczej, podanej n a  schem acie w ięzara. W  tym  celu dzielim y odcinki 
A B  i A p  w dowolnym, ale tym sam ym  stosunku zapomocą punktów  m 
i  n, z punk tu  m kreślim y mQ // Wi aż do przecięcia z k ierunkiem
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Oi w  punkcie o, wówczas on  wyznaczy kierunek Oj;. K reślim y teraz 
w  zw ykły sposób plan  sił, w yznaczywszy znów a5 zapoinocą konstrukcja 
pomocniczej. P rzekonyw ujem y się , że w tym  w ypadku g i — y2 =  p3 =  y4, 
< /'i= g^= ff'3= g \ ,  a '1 =  a '2= a /3= o /6= a '6= 0 , oraz a '4= a '7.

Nakoniec uw zględnim y parcie w ia tru  z prawej strony . W ypadkow e 
parcie zaczepia w  punkcie K . Znow u wyznaczym y kierunek oddziaływ a
n ia  n a  stałej podporze w  ten sposób, że połączym y punk t przecięcia się 
oddziaływ ania 0l p, (które musi być pionowe) i wypadkowej parcia  w ia tru  
z podporą B, używ ając podanej wyżej konstrukcyi pomocniczej. K reślim y 
te raz  w zw ykły sposób plan sił, przyczem znów w  znany  sposób w yzna
czam y= a-.

"Wyniki tą  drogą otrzym ane ułożyliśm y w  tabliczce, umieszczonej 
n a  tabl. I l i .

Do siły  wewnętrznej, wywołanej ciężarem ‘w łasnym  i obciążeniem 
.śniegiem, dodajemy siłę w ew nętrzną, w yw ołaną w iatrem  z lewej lub 
z praw ej strony  tak , abyśm y otrzym ali najw iększą siłę.

5. P r z e k r o j e  p r ę t ó w .
100 100

aj P as górny w ykonam y z 2 kątów ek  j l — - i blachy stojącej

I60/i5- W praw dzie siła  w ew nętrzna w pojedynczych prętach  pasu górnego 
je s t zm ienna w gran icach  od -31,68 t do —33,38 ł, przecież ze względów 
ustrojow ych przyjmiemy* dla w szystkich prętów  przekrój jednakow y, obli
czając go wedle najw . siły  P = —33,38 t.

Przekrój powyżej opisany m a wTzględem osi pionowej m niejszy mo
m ent bezwładności, aniżeli względem osi poziomej tak , że obliczymy go 
na  wyboczenie w  k ierunku tej ostatn iej osi t. j. w  kierunku prostopadłym  
do płaszczyzny w ięzara. Długość, p rę ta  1=281 cm. P rzyjęto , że p rę t na obu 
końcach je s t tjdko przytrzymany* przez płatw ie, w ięc długość w olna 
¡1= 1=281 cm.

100 1002 kątów ki  yś.—  i blacha stojąca 160/15 m ają po uw zględnieniu

dziury na n it  (j> 20 mm przekrój użyteczny
/<’„= 2  X I 9,16+16X1,5—2x3,5=55,32 cm \

W zględem osi pionowej
/ '= TVX16X1,53+2(174,16 +19,16 . 4,74!)=1216 c»i4 
i ’-=2X19,16 + 16x1,5=62,32 cm 2, 

zatem  promień bezw ładności

b,= V ^ = V tS r 4’41""-
v i 237

Dla stosunku — ==^^==53,7 m am y wedle zestaw ienia na str. 288

i ' =0,661 +  °-’™  . 1,3=0,662.

Na wyboczenie potrzeba F = - [ -  —~ ,?=50, ię m 2 tak , że prze-
r ę  1UUU . U, bo  A

krój p rzy ję ty  je s t w ystarczający.
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b) P rę ty  pasu dolnego <£,, d2, d '2 i  d \  obliczamy wedle naj w P =  32,89/.

2 kątów ki m ają po uw zględnieniu dziury na n it  <j* 20 mm

F0= 2 x l9 ,1 6 -2 X lX 2 = 3 2 ,3 2 c m 5.
P rę t środkow y d3 przenosi najw  P = + 1 4 ,2 2 i.

. 80 .80
8 V i
i i  = 2 x 1 2 ,2 7 -2 x 0 .8 X 2 = 2 1 ,2 ic m \

2 k ą tó w k i— — m ają po uw zględnieniu dziury na n it  9 ‘20 mm.O

c) K rata .
45X451. Ścięgua as, #8) a 't  i o '5 wykonam y z 2 k ą tó w e k — — , które dla

nitów  4* 12 mm  m ają przekrój tiżyteczny
P 0= 2 X 4 ,2 9 - 2 x 0 ,5 X 1 ,2 # ,88cm2.

o  ó  • , ■ / o  t <-■ i 8 0 X 8 02. fecięgna ait a-, a \  i o ', z 2 kątow ek — = —.O
8. Z astrzały  al: ,a6, a '6 i a \  przenoszą najw  P =  —2,281.

45 .45
j Użyjem y przekroju  krzyżowego z 2 kątów ek — , rozstaw iony cli

n a  odstęp 1,5cm, k tó re m ają, jak  powyżej, P0=7,38c»i2.
Obliczymy prom ień bezwładności, m ianowicie 

7=7,86+4,29 (1,82 +  0,75)2=36,17 cm*.

F — 4,29, =8,431, zatem  a= ~^ly ,= 2,9cm .

Dla — = — ^=18,1, m am y wedle zestaw ienia na str. 288. ¡¡'=0,762. 
o 2,9

Zatem  na wyboczenie trzeba tylko 
F = _ J 2 8 C  

1000.0
4. Z astrzały  ct2 i a '3 m ają 05cm. U żywając tego samego prze-

? co poprz< 

czenie potrzeba

99Pfł
'F = io6o7o^62= 3,0° cmK 

=7=1(

kroju, co poprzednio, m am y dla —= ^ ^ = 3 6 ,2 ,  i ' =0,707 tak , że na wybo-Q> ¿tyd

7’=45G0:707=6,45 cni2.

§. 112. Belka pochyło leżąca.

Przy obliczeniach więzarów dachowych drewnianych uwa
żać musimy na oddziaływania jednej części więzaru na drugą, 
które zależne , są od sposobu połączenia tych części.

Dla lepszego zrozumienia rzeczy zastanówmy się nad naj
prostszym przypadkiem, gdy belka pochyła A B  p o d p a r t a  
j e s t  w d w u  p u n k t a c h  (rys. 265). Siła P, działająca pio
nowo, rozdziela się na N  i T. Siła N —P  dost a działa prosto
padle na belkę i wywołuje moment
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ir N x , ( l , —a-,) ^ Ĉ°Si: a dost a( dost a /  P x ( l —z)
= ' t - =  —   l - '= - 7-7 — »

dost a
a wuęc taki sam, j a k  g d y b y  s i ł a  P  d z i a ł a ł a  n a  r z u t  
b e l k i  AB.

Oprócz tego działa jednak siła T = P \vs t a i wywołuje
w AC  ciśnienie, w CB ciągnienie. Przekrój obliczamy wtedy

,, T  , Me •wedle wzoru r  = F  I
Jeżeli belka o j j a r t a  jest o z i e m i ę  i o m u r  p i o n o w y  

(rys. 266) i jeżeli przyjmiemy w A oddziaływanie normalne,

a więc poziome, to dla równowagi muszą się siły O,, P i  I I  
przecinać w* jednym punkcie C ', a zatem w B  musi powstać 
oprócz oddziaływania pionowego Vl —P  także poziome II, 
przyczem

H = P st< p ...................................... 545)
Siła H  powstaje w B  wskutek tarcia. K at cp, a więc siła II, 

jest tem większy, im niżej jest punkt A, największe może być 
H = P f= P stcp , gdy /  nazwiemy spółczynnikiem a q k ą t e m  
t a r c i a  (n. Rdbungswinkel, fr. angle du frottement, atu angle 
of fricłion, r. yro.Tn> rpenia).

Ale i w punkcie A  może powstać tarcie i wtedy oddziały
wanie w A nie będzie pionowe, lecz w ogóle pochyłe (rys. 267), 
nachylone do poziomu pod kątem cp'.

Granicą równowagi będzie położenie AB, dla którego kąt 
<p = ę'=Q.



Jakże się zachowają części składowe dachu drewnianego? 
Zależy to wszystko od rodzaju podparcia. Gdyby położyć kro

kiew na dwu murach w płaszczyznach po
chyłych (rys. 268), belka zachowa się, jak

Tw rys. 265. Oddziaływania —- mogą powstać£j
tylko wskutek tarcia. Ustrój ten możliwymby 
był więc tylko dla małej siły T, więc dla ma
łego a. Przy większem nachyleniu należa
łoby zakotwić belkę, aby przeszkodzić prze
sunięciu.

Jeżeli ta sama belka oparta jest na mu
rze i słupie płaszczyznami poziomemi (rys. 

Rys. 267. 269), to oddziaływania będą tylko pionowe
i obliczaćby należało momenty, jak  dla rzutu 

tej belki. Widzimy więc, ile zależy przy belkach i więzai’ach 
drewnianych od sposobu połączenia i podparcia.

Rys. 268. Rys. 269.

§. 113. Drewniany pojedynczy dach krokwiowy.

Najprostszy dach drewniany składa się z więzarów złożo'
nych z dwu krokwi, połączonych

B

Rys. 270.

jętą, i nazywa się p o j e d y n 
c z y m  d a c h e m  k r o k w i o 
w y m  (n. einfaches Sparren
dach) (rys. 270). Przypuśćmy, 
że obciążenie działa tylko pio
nowo. Przy obliczeniu da
chów drewnianych zwykle 
bowiem uwzględniamy tylko 
składową pionową parcia wia
tru, bo i tak  obliczenie nie
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może być z powodu połączeń zupełnie dokładnem. Dokładniej
sze obliczenie sił, wywołanych wiatrem, nie przedstawiałoby 
zresztą poważnych trudności. Ciężary, działające na krokwie, 
składają się w siły wypadkowe, działające w środku krokwi.

Niech będzie wypadkowa ciężarów na lewej połaci P, na 
prawej P'. Krokwie opierają się jedna na drugiej w O, wywie
rają więc wzajemne ciśnienie na siebie Oi i O.,, przyezem 
Oj =  0-2 i ma ten sam kierunek. Jeżeli teraz odejmiemy BC, 
to zamiast tej krokwi musimy zaczepić siłę O, i otrzymamy 
dla równowagi krokwi AC  ze względu na punkt A

0 1adost(a1—£ )= P -* -d o s t£ .........................  546)

Podobnie’otrzymamy dla krokwi BC  ze względu na punkt B  

0 2a d o s t(a 2—£) —P ^ d o s t f ,

P  P'
a że 0, =  0 2, więc •—'4—r—------ 1dost(Oj—e) dost(a2 — e)

a g d y a ,  =  180—a,, więc — P dost(a , + e) — P' do st(a j—£), a stąd

s t“ ‘ - ( p 5 ^ r e ............................M7)
Oddziaływania w A  i B  są ukośne, rozkładamy je na Vi

i / / , ,  jakoteż V2 i II2.
Dla równowagi mamy dalej

H i = IP  =  O, wst a j .........................  548)
Fj —P + O j  dostaj = 0 , więc V1 = P — Oj dost a, \

V2= P' +• Oj dost aj j 
Z równ 546) otrzymamy dalej

0  _  P d o s tf  _  P
1 2 dost (a, — s) 2 (dost- a, +  st f) wst aj ’

a po wstawieniu wartości za dost a, z 547)

  550)

549)

Wstawiwszy to w równ. 548) i 549), otrzymamy
P + P'
4 st £H j ^ l h  =  / / = - ,  T / y - .............................. 551)

pj-P< p —p> 3 P + P'
V = p _  p _  - . . 552)

4 st a, st £ 4 4
p  p i  O  T > /  i p

T2—P ' + O j  dosta, = P ' +  ---—— —— ——— . . 553)
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Dla obciążenia symetrycznego jest P —P', ai = cc.i =  90°,

w i ę ć O ^ S ^ p  V‘ - V* - P » H - | - d « 8 t £ .  • 554)

Jeżeli chcemy znaleść siłę wewnętrzną T  w AC, to zau-
Pważmy węzeł A. Siły .//, T  i 7, zmniejszone o bo P  roz

dziela się po połowie na ył i C, muszą dać zamknięty wielobok 
sił, więc

r==( Fi — 2') dosieczs =  ( 3P- ± ^ - - ~ )  dosieb|g=> 4 p t  e ' 555)
Przy obliczaniu krokwi zważyć jeszcze musimy,, że je st 

ona obciążoną na całej długości ciężarem jednostkowym —. Cię-CL
żar ten działa pionowo, a więc prostopadle do krokwi składową
P  . . Pdost e, a w kierunku osi — wst e. Ponieważ oprocz tego

działa tu  ciśnienie T, więc przekrój obliczać będziemy według 
wzoru

P P  PTĄ wste , ,  T-i wst e 4 — . or/doste-ł-Aa Me a s a
■ +F  I  bh XV bh3 '

t  e
4 wste a 3 P a  (lost e

W ---------- ' 4 W  ’ • • • 556)
przyczem należy jeszcze v zniżyć ze względu na wyboczenie.

P + P 'Belka A B  pracuje na ciągnienie H ——̂ j  a ewentualnie ob

ciążona być może jeszcze ciężarem jednostajnie rozłożonym.

§. II4. Dach płatwowy z podwójnym więzarem i kolanem.

Nie możemy tu  zastanawiać się nad wszystkimi rodzajami 
więzarów, wyznaczymy tylko jeszcze dla przykładu siły we
wnętrzne kilku więzarów, a najprzód dla dachu p ł a t w o w e g o  
z p o d w ó j n y m  w i e s z a r e m  i k o l a n e m  (n. Pfettendach mit 
doppeltem Hängewerk und Kniestock) (rys. 271).

Zaczynając od wierzchołka, rozkładamy siłę P 3 na dwie skła
dowe b i b '  wykreślnie, robiąc 2/3 = P s i kreśląc 2'w// CE 
i 3 nil CF. Analitycznie mamy

2 wst a   557)
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Od połączenia w 77 zależy, czy siła ta  przenosi się na El, 
czy też przejmuje ją  płatew E. Przy małem zacięciu na na
kładkę możemy przyjąć, że siła b przenosi się cała na El, 
więc a=b, zaś siła P.2 przenosi się cała na płatew E  i słup

pod nią stojący. W  części słupa EM  powstaje więc siła ze
wnętrzna f= P 2, a gdy wskutek obciążenia belki A B  działają 
w N. i N' ciężary G, więc M N  pracuje na ciągnienie e = G. dSTa 
węzeł ilf rozpornicy działa więc siła G + P2, która rozkłada się 
na c i d, przyczem

’ G+P-,
558),wst/? 

d ~ ( G  + P2) dot/J 
Siła I I  działająca w 7 jest

.H ^ ^ -d o taA 559)

Siła ta  wywróciłaby słup Al,  gdyby nie kleszcze L , w których 
powstaje siła O, równoważąca siłę H,  a więc tworząc moment 
ze względu na punkt A,  otrzymamy

I I . A I =  O . AL,  zatem 0 = H . . . 560)AI j
Gdyby połączenie w E  było silne, to siła b działałaby 

wprost na płatew E  i rozpomicę, w punkcie I  nie byłoby zaś 
wcale parcia poziomego II.  Widzimy więc, że przy obliczeniu 
dachów drewnianych musimy bardzo uważać na rodzaj połą
czeń pojedynczy eh części dachu.

W  obliczeniu tern zrobiliśmy przypuszczenie, że dach jest 
symetrycznie obciążony. Często w ten sposób postępujemy przy 
obliczeniu więzarów drewnianych, przyjmując składową pio
nową w iatru na obu połaciach, aby otrzymać symetryczne ob
ciążenie.
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Zwrócić tu  musimy uwagę, że przy obliczaniu przekrojów 
uważać należy na to, czy pręt dany pracuje tylko na ciśnienie 
lub ciągnienie, jak  EM  i MN, czy też także na złamanie, jak  
IL  lub AM. Natężenia zginające mogą także powstać z połą
czeń mimośrodowych, jak  w A M  i MM ' ; moment zginający, jest 
wtedy równy sile przez mimośród i może znacznie powiększyć 
natężenia. Dla zmniejszenia natężeń zginających należałoby 
umieścić punkt Z jak  najbliżej punktu I.

§. 115. Dach rozporowy.

Tu podparte są płatwy w i? i i?' (rys. 272) rozpornicą, 
w F  i F' słupem, w A i A ' poziomemi belkami AG, A 'G ' i za
strzałami A B  i A 'B '.

Zacznijmy od C i rozłóżmy P, na f  i ft , a otrzymamy 
A == 0 m, f = l m .  Siła P2 przenosi się na rozporę E E ’ i zastrzał 
BE, a gdy ten, jest oprócz tego połączony z krokwią, więc 
i siła f  przenosi się w E. Złóżmy więc f  i P 2, a wypadkową 
m  2 rozłóżmy na siły e i g, a otrzymamy m n=e, 2 n —g.

Przechodząc teraz do F  mamy rf,==P3. ¥  4  ciężar P 4 
spoczywa znów na prętach AG  i AB. Rozłóżmy więc P 4 na b 
i c, a otrzymamy 4p  — b, p 3 =  c, b jest ciągnienie, c ciśnienie. 
W  B  schodzą się siły c, d , i eu  złożywszy je, otrzymamy mp. 
A zatem d2 =*pr, a oprócz tego działa w B  parcie poziome rm. 
Siła b zaczepia w G i wywołuje moment w punkcie G zastrzału 
AE. Za pomocą wieloboku sznurowego wyznaczyliśmy jego 
wielkość g 'g " .

Statyka. 23
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§. 116. Więzar łukowy trójprzegubowy.

Jeżeli urządzimy oba łożyska stałe ale przegibne, to od
działywania nawet dla obciążenia pionowego mogą być ukośne, 
a więzar staje się łukowym. Aby był on statycznie wyznaczal- 
nym, musimy jeszcze urządzić trzeci p r z e g u b  (n. Gelenke,

an. joint, hinge, r. mapnepn), za- 
pomocą którego łączymy obie 
połowy więzaru w ten sposób, 
że mogą się około przegubu 
obracać. Zwykle pas górny jest 
prosty, dolny zakrzywiony (rys.
273). Mogą jednak i oba pasy 
być zakrzywione.

Jeżeli na dźwigar taki dzia
łają siły pionowe Pj„ P2, P 3, P4, 

to powstające ukośne oddziaływania 0 lf 0 2 dadzą się rozłożyć 
na Vj i f li, V2 i H 2. Dla równowagi musi być

H ^ I - I 2 =  H .................................... 561)
W  przegubach A, B  i G momenty muszą być dla równo

wagi równe zeru, więc ze względu na punkt A napiszemy
V T>n

2 P a + V 2l= 0, s tą d F 2= ^  . . . .  562)

Rys. 273.

I
Analogicznie otrzymamy

V. 2P b
l 563)

W  punkcie C moment je st równy zeru, więc

v i ( 4 ~ ) “ P2( t -a2) =0, stąd 
H= ~ ^ ( V l- P i- P 2)l-+Pla1+ P 2aiy

g-^P j(l (Zj)+P¡(Z <z2)-|- P3 Z>3 + P 4&4 P , Z—P2Z +  2 P 1a1+ 2 P 2a 2j

H - Y f P i  + > , a, + P ^ 3+ P 4 bk) . . . 564)

A więc s k ł a d o w e  p i o n o w e  o d d z i a ł y w a n i a  s ą  t a 
k i e  s a me ,  j a k  o d d z i a ł y w a n i a  b e l k i  p r o s t e j ,  parcie 
poziome H  da się obliczyć z równ. 564).

Wykreślnie możemy łatwo wyznaczyć oddziaływania (rys.
274), rozkładając każdą siłę z osobna. Siła P, rozkłada się
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w kierunku Aet i e, B, bo z powodu, że momenty w A, B  i C  
są równe zeru, oddziaływania muszą przechodzić przez A , C

R ys. 274.

i B. Siła P t daje więc oddziaływania e, a i a, / j ,  siła P2 a2 e1 
i  a2 f  i t. d.

Teraz składamy oddziaływania w A i w B  zapomocą wie- 
loboku sił i otrzymujemy Oi = 06  i 0 2 =  6'C". Zamiast wyznaczenia 
oddziaływania dla każdej siły z osobna możemy złożyć naj
przód siły lewej połowy a osobno siły prawej połowy więzara 
i dopiero wyznaczać oddziaływania.

Zupełnie w ten sam sposób wyznaczamy oddziaływania 
parcia wiatru.

Rys. 275.

W  rys. 275. wyznaczyliśmy w ten sposób oddziaływania, 
że złożyliśmy parcia Wv  W2, W?i, WK w wypadkową B, poczęm 
wyznaczamy kierunki oddziaływań BC  i AF.

*
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W  wieloboku sił wyznaczamy wedle tego wielkość 0 , - 0 0  
i O2=40. Znając oddziaływania, możemy teraz w zwykły spo
sób wyznaczyć plan sił dla lewej połowy, postępując z lewej 
ku prawej, a dla prawej, postępując z prawej ku lewej.

Obciążenie śniegiem nie jest tu  najniekorzystniejsze zu
pełne, lecz da się dla każdego pręta wyznaczyć pewne najnie
korzystniejsze częściowe. Nie sądzimy jednak, aby przy da- 
cbacb było potrzebnem takie badanie, wystarczy tylko, gdy 
przyjmiemy obciążenie śniegiem raz całkowite, drugi raz tylko 
dla jednej połaci i dla każdego pręta zatrzymamy wyniki nie
korzystniej sze.

§. i 17. Dachy baniaste.

D a c h  b a n i a s t y  (n. das Kuppeldacli, fr. toit en coupolc, 
an. cupola roof, r. ec]>epnnecKaii upuina) ma powierzchnię da- 

H m chową, powstałą wskutek obrotu krzy-
y g Ł wej płaskiej około osi pionowej. Dźwi- 

§>aJ 4ce części zeskładu, składaj ą się tu  
\ głównie z krokwi, które urządzamy

.-7 pod różnymi kątami środkowymi w po-
______ ___  łudnikach, które połączone są pozio-

mymi pierścieniami w równoleżnikach. 
W ' trapezach, w ten sposób powsta- 

ł i / / A / s łych, urządza się podwójne przekątnie 
^  n C N  /< /  T /U  gibkie (rys. 276). Zwykle górny pier-

ścień obciążony je st latarnią.
Obliczenie bani podał pierwszy 

y  S c h w e d l e r  (1866), dokładniejsze
Rys. 276. F o e p p l  i M t i l l e r  B r e s l a u  (1892).

§. 118. Obciążenie bani ciężarem własnym.
Każdy pierścień niesie ciężar odnośnej strefy bani i prze

nosi go na krokwie. Jeżeli ciężary stref są P ,, P 2, P , i t. d., 
przyczem ciężar latarni zawarty już je st w P ,, to jeżeli rzu t po
ziomy bani j est umiarowym wielobokiem o n  bokach, w węzłach

P  P  Pjednej krokwi zaczepiają ciężary —, — i t. d., a wszystkie
71 77/ 7X

krokwie są obciążone jednako. Dolne końce krokwi opierają się 
o p i e r ś c i e ń  m u r o w y  (n. Mauerring), który opiera się par
ciu poziomemu; na sam mur działa tylko ciężar pionowy.
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Dla każdej krokwi otrzymamy więc oddziaływanie pionowe 
F = 1 ( P 1 + P 2 +  P 3+ . . . )  . . . .  565)

Siły wewnętrzne w krokwi najłatwiej wyznaczyć wykreśl- 
nie (rys. 277).

"Wykreślmy wielo- 
bok sił 01234 i badajmy

p
równowagę w B. Siły — ,

i iJj tworzą zam
knięty trójkąt sił, więc 
1 a ¡I S i, 0 a pozioma.

"Wykreśliwszy wie- 
lobok sił dla węzła C, 

o trzymamy 2 b = S2, 
b a = II2. Jeśli to samo 
powtórzymy w D, to 

otrzymamy P, =  3 c, 
cb-=—H %, więc już cią

gnienie, to samo —774=iZe, wreszcie —H =od.
Siły I I  są wypadkowe ciśnień, względnie ciągnień pier

ścieniowych P, które ze względu na symetryą są równe. Zna
jąc siłę I i , łatwo teraz rozłożyć ją  wykreślnie na dwie siły P , 
działające w pierścieniu, nachylone do I I  pod kątami ¡3. Zro
biliśmy to na rysunku.

Uwaga. Na rys. 277. siły poziome H l U 2Hi ...H  są w szystkie rysow ane 
cienkiem i lin iam i, gdyż JI3, H k i P  pada n a  P ), nie można w ięc było u w i
docznić ciśnień i ciągnień.

Analitycznie wyznaczyć możemy siły wewnętrzne, usta
wiając równania równowagi dla rozmaitych węzłów. I  tak otrzy
mamy dla P

^4 +  P, w sta, = 0 , stąd P ,. 

P ,
n n w st Oj ’

Dla punktu C mamy —■- +  P2 wst a—P4 w s ta ^ O , stąd71
r , + f ,

ogólnie
wst a2 n  wst a2 n  wst a2 

I \  + P 2 +  
n wst am

566)
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Dla punktu B  mamy dalej
p

Si dost a j— iJ, = 0 , stąd I I x =<8, dost csj =  dot a,.
T l

n P d o ta .
A że H i = 2 R i dost/3, więc = -~2n d 0ś t /T 

Dla C otrzymamy
iS'2dosta2—P, d o s ta ,—ió2= 0 , a gdy H.2 =  2 P j dost/3,

(P, + P 5)dotci2+ P 1 dota,
2~ : 2 rc dost/3

ogólnie
„  (Pi -f- P2 +  • . .  P,n_i) dot a,„_i — (Pi 4- . . .  Pm) dot a,„

--------------------------- 2 «  dost/3 “  • '
360Z rysunku widzimy, że 2/34--------=180, więc

Tl

„ ^  180 _ , . \  180/J=90-------- , dost 8= w s t •, zatemr  n n
g   (Pi 4-Pą 4~ i) dot am—i—(Pi 4-Pą 4- ••• 4-Pm) dot gm 5g8)

i 1802 n  w st------n
Dla najniższego punktu A mamy

54 dost a4 4- H — 0, więc 
T i  (Pi +  +  P 3 +  P») ¿ ot « 4  *«QN

6----------: — T i8o  • • • • 5by)2«  wst —----n

§. 119. Obciążenie bani śniegiem i wiatrem.

Tu przypuścimy, że bania je st tak płaską, że w ogóle 
w iatr ma mały wpływ na siły wewnętrzne. "W przybliżeniu 
obliczamy więc parcie wiatru dla średniego nachylenia jako we 
wszystkich częściach bani stałe i uwzględniamy tylko składową 
pionową parcia, którą dodajemy do ciężaru śniegu.

Niech ciężar śniegu i wiatru na jednej strefie nazywa się Q 
z odpowiednim znaczkiem, to ponieważ wedle 566) Sm siła we
w nętrzna w krokwi je st największą dla obciążenia zupełnego, 
więc otrzymamy

n a m  S 'm=  — +  % +  • ■-. j k  . . . .  570)
nwstcrm

Jeżeli chcemy zbadać najniekorzystniejsze obciążenie p i er- 
ś  c i en  i, to widzimy z 568), że wielkość, a nawet i znak Rm za
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leżny je st od wielkości obu wyrazów w liczniku. I  tak w wi
tym pierścieniu będzie najw. ciśnienie, jeżeli w równ. 568) bę
dzie licznik ujemny, a że am> am. i, więc licznik będzie ujemny, 
gdy P, +  P2 -f Pm-\ będą jak  najmniejsze, a więc równe zeru, 
zaś Pm jak  największe. A więc n. p. w trzecim pierścieniu 
mają być dla najw. ciśnienia I. i II. strefa nieobciążone, a trzeci 
pierścień obciążony. Obciążenie dalszych pierścieni jest obojęt- 
nem. Przeciwnie dla najw. ciągnienia muszą być strefy we
wnątrz pierścienia obciążone, dany pierścień zaś nie.

Wobec tego otrzymamy największe siły wewnętrzne w pier
ścieniach.

najw. ciśnienie:

pierścień latarniowy 

„ drugi

„ trzeci

n a jw i-R i) :  

najw (—R2)< 

najw (—R3)=

dOSt Oj
1802 n ws t
n

Q2 dost <z2
1802n  wst n

dost a,

2n wst
„ murowy

pierścień latarń.

„ drugi

najw (—R 4) =  0

180
n

najw. ciągnienie:

n a j w R i = 0
rl> (d o tc r ,-d o ta 2)
lin----------------- TBKn a jw lt2 =

2 n wst 180n

trzeci najw R 3 = (Qi +  <J2) (dot a2—dot cs3)

2 n wst 180n

murowy n a jw ltmw (Q1+Q,+...Qm-i)d o ta m_i
-tira — ' i nn

2nw st 180n

571)

Ohcąc wyznaczyć największe siły w przekątniach, pomyśl
my, że przez środek przecinających się przekątni położymy 
płaszczyznę południkową. Niechaj jedna połowa bani będzie 
obciążona tylko ciężarem własnym, druga zaś połowa ciężarem
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własnym i ruchomym, to ponieważ wtedy będzie największa 
różnica w siłach wewnętrznych krokwi obu połów,. zatem i siły 
wewnętrzne w przekątniach będą wtedy największe.

Gdyby cała bania była obciążona tylko ciężarem własnym,
p

to w pierwszej strefie byłoby S t = -------  •. , dla obciążenia zu-
TL W S t CCj

P  -L Q
pełnego ciężarem własnym i ruchomym S \  =  ——4— — , różnica

TC WSt (i,

zatem wynosiłaby A ^ . W  rzeczywistości, gdy jedna

połowa jest obciążona ciężarem ruchomym, a druga nie, różnicą 
będzie mniejsza, lecz aby uniknąć zawiłych obliczeń, przyjm u

jemy niekorzystniej, niż w rzeczywistości, A S  “ . Gdyte-
TCWsta J

dy kąt między przekątnią a więcej obciążoną krokwią jest y, 
to siła wewnętrzna największa w przekątni będzie

j>  Q
1 li wst a, dost y,

a podobnie w innych strefach

1), =  (ii ± <k .
n wst a2 dost y,

D, Q i+Q ł.+ Q.a 
3 u wst a3 dost y3

572)

§. 120. Obliczenie dokładniejsze sposobem Mullera Breslaua.

Poprzedni sposób S c h w e d 1 e r a j est tylko przybliżony, 
dokładniejszy podał M iii 1 er B r e ś l a u  w r. 1892.

■j Wspominaliśmy, że w każdym
Z a P  trapezie (rys. 278), powstałym z dwu

\  krokwi i dwu części pierścienia znaj-

\  dują się dwie przekątnie gibkie. Jako
gibkie nie mogą być one ciśnione i w ra- 

•. d  zie, gdyby w jednej z nich powstało
ciśnienie, wygięłaby się ona i prze- 

]{j». 2i8. stałaby działać, natomiast druga by
łaby ciągnioną. Obliczamy więc je  w ten sposób, że przyjmu
jemy zawsze tylko jedną przekątnię w7 trapezie i to ciągnioną. 
Gdyby wypadło z rachunku ciśnienie, trzebabj7 rachunek po
wtórzyć dla drugiej przekątni.
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Siła wewnętrzna I), działaj ąca w przekątni ad, rozkłada się 
w a na ca0 D i 20 D, w d na u>aZ  i Zu Z. Wartości coot 20, cou, 2„, 
dadzą się dla każdego trapezu obliczyć lub wyznaczyć łatwo 
wykreślnie. Jeżeli więc uwzględnimy siły co„D, 20 D, o)„D i D, 
to możemy teraz av dalszem badaniu przekątnie opuścić i po
zostają nam tylko krokwie i pierścienie.

Jeżeli oznaczymy sumy sił wewnętrznych w krokwiach 
i pierścieniach © i 8ł, to z rys. 2-79 otrzymamy:

©7 = S 1 +  ż0 D1 Da 
©,7= ^ "7+ / / ,1Z),7 + 2 'UD'S 
3łn ~  P-J COq D‘
3ft'7:= P '7- +co'0D 

. Zauważmy teraz węzeł E  przedstawiony na rys. 280 w obu 
rzutach. Siłę P, działającą w E, rozłóżmy na siłę P', działa
jącą w płaszczyźnie krokwi i P ", działającą prostopadle do 
tej płaszczyzny.

Jeżeli znamy siłę P' i siłę wewnętrzną ©, to dla sił ©', 
P' i H  da się wykreślić zamknięty wielobok sił i da się wy
znaczyć siła II, która jest znów 
wypadkową sił P " , i 
Jeżeliśniy wyznaczyli II, a zna-

573)

my też P ", to znów z wieloboku sił, znajdującego się w innej, 
ale wykreślonego w tej samej płaszczyźnie, dadzą się wyzna
czyć i 9ł„_i.

Widzimy więc,\że jeśli znamy oprócz siły P  także i jedną 
siłę .wewnętrzną @, inne siły wewnętrzne dadzą się wyznaczyć. 
Otóż zaczynaj ąc od pierścienia latarniowego, mamy © =0, a więc 
wyznaczymy wszystkie siły wewnętrzne dla tego węzła. Dla 
węzła pierścienia drugiego znamy już ©.
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Po wyznaczeniu sił <3, 9ł i stosunków X i co możemy wy
znaczyć też na podstawie równ. 673) siły D, R  i S. Przedtem 
należy dla węzłów bez przekątni wyznaczyć R  i 8  i tak 
uzyskać pewną ilość znanyck ilości, które wprowadzić należy 
do równ. 673) dla wyznaczenia nieznanych *).

§. 121. Płaskie dachy namiotowe.

Dachy namiotowe mają kształt ostrosłupa, najczęściej 
regularnego. Mogą się one składać z pewnej ilości więzarów 
głównych, ułożonych w kierunku promieni, wtedy oblicza się 
je  jak  zwykłe więzary dachowe wedle obciążenia, które na 
każdy więzar prżypada. W  nowszych czasach jednak często 
nie daje się wcale więzarów, lecz krokwie łączą się kratą, 
zwłaszcza przy dachach płaskich, wszystkie więc części dźwi
gające zeskładu leżą w powierzchni ostrosłupa tak, jak  w bani

tu  więc otrzymujemy krokwie, 
pierścienie i przekątnie, jak  
w bani, a obliczenie jest zu
pełnie podobne jak  bani.

Chociaż rozmaita pochyłość 
powierzchni dachu nie stanowi 
różnicy w ustooju, to przecież 
będziemy osobno mówić o da
chach płaskich, a osobno o stro
mych z powodu, że przy płaskich 
uwzględnia się ciężar śniegu, 
przy stromych zaś parcie wiatru.

Płaskie dachy namiotowe, 
używane nad teatrem, cyrkiem, 
panoramą itd. możemy uważać 
za dachy baniaste, w* których 
linia rodząca je st prostą. Wzory 
otrzymane dla bani możemy tu  
więc wprost zastosować, wsta

wiając tylko zamiast zmiennego kąta ów_i, am itd. stały kąt a.

* ) L a n d s b e r g  podaje w  swej „Statik der Hochbauconstructionen“ 
IV. wyd., s tr. 300 przykład  dokładnego obliczenia bani w edług powyż
szego sposobu.

w powierzchni obrotowej. I

Eys. 281.
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K r o k w i e .  Tu obciążenie całkowite je st najniekorzyst
niejsze, otrzymamy więc (rys. 281) wedle 566) i 570):

  674)
n  wst a ’

jeżeli P  i Q oznaczają obciążenia pierścieni ciężarem własnym 
i śniegiem lub wiatrem.

Jeżeli niema latam i, to należy także uwzględnić to w su
mach P0 i Q0.

P i e r ś c i e n i e .  Z  równ. 568) i 571) otrzymamy, wstawia-
j CCm  =  Ctm — \ ==3 Ct j

Kra

Dla pierścienia murowego zaś otrzymamy : 

najw. Kr=  pi +  P2+  ■ • ■ +  P,-i+Q,+Q,+ ■ • Qf- i dota, 576)
2 n dost n

K r a t a .  Największe siły wewnętrzne w przekątniach 
otrzymamy z równ. 572), jeśli w niem wstawimy a = a 1 =  a2 =  
=  a3. . . ,  a zatem w pierwszym pierścieniu

E ys. 282.
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a w innych pierścieniach

D ,=

u wst a dost y, 1 

Ql +^2

»3 =

n wst a dost y2
Ql + ^ 2 + ^ 3

n wst a dost y3
Wykreślnie wyznaczamy siły wewnętrzne zupełnie tak, 

jak  w bani (rys. 282).
P P.Zróbmy —=  = a  1, —==12, itd. i potem kreślmy dla po

szczególnych węzłów wieloboki sił, to otrzymamy 1 b —S, 2c =  <Sr2, 
3 d —Ss i t. d., dalej ab—H i , bc= H 2, cd—H 3, de= H !i, wreście 
a e= IIh. Siły I I  rozkładamy potem w zwykły sposób na siły R.

§. 122. Dachy wieżowe czworoboczne.

Tutaj wprowadzamy jako obciążenie pionowe tylko ciężar 
własny, bo śnieg nie może się na wieży utrzymać. Siły we-

Itys. 283.
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wnętrzne w prętach dachu wskutek ciężaru własnego dadzą-się 
obliczyć zupełnie w ten sam sposób, jak  to wyłożono w po
przednim paragrafie. Tu więc tylko będziemy mówić o siłach, 
powstałych z powodu parcia wiatru, które tu  gra wielką rolę.

Przypuśćmy, źe mamy obliczyć dach wieżowy, ostrosłu
powy czterościenny, gdy wiatr działa na płaszczyznę AEC  
(rys. 283). Aby wyznaczyć siły wewnętrzne w płaszczyznach 
A B C  i EDC, pomyślmy sobie w płaszczyźnie symetryi M N  
urojony więzar pionowy, którego rzut pionowy jest przystają
cym do rzutu pionowego boków EDC i ABC  i obciążmy go 
siłami Wlt Ti7, , W3 i Wt , których wielkość da się wyznaczyć 
proporcyonalnie do powierzchni, wystawionej na wiatr.

"Wykreślnie wyznaczyliśmy w znany sposób zapomocą 
planu sił siły wewnętrzne, liczebnie możnaby to samo zrobić

Rys. 284.

zapomocą sposobu momentów Kittera. Są to jednak siły, dzia
łające w więzarze irrojonym, teraz z nich musimy obliczyć siły, 
rzeczywiste, działające w A B C  (rys. 284).

I  tak zamiast siły S  otrzymamy dwie siły S', przyczem 
2 S' dost (90 — £) =  <?, stąd
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Dalej otrzymamy 

a wreszcie 2 N' dost y=N„  stąd

^ - 2 3 %  5 8 0 )

Sprowadzenie sił więzaru urojonego na siły więzaru rze
czywistego można wykonać i wykreślnie przez proste rozkła
danie sił we wskazany wyżej sposób.

§. 123. Dachy wieżowe ośmioboczne.

Dla uproszczenia rachunku przyjmiemy tu  kierunek po
ziomy wiatru i będziemy obliczać tak, jakby połacie dachu 
były pionowe. Ponieważ dachy takie są strome, więc błąd, 
który przytem popełniamy, nie jest wielkim.

Jeśli bok ośmiokąta nazwiemy a, 
wysokość ostrosłupa h, parcie wiatru 
na m 1 w, to parcie na p ł a s z c z y z n ę

n h
m n O (rys. 285) jest W0 =  -^-w.

Płaszczyzna no O nachylona j est
do kierunku wiatru pod kątem 90— y
(rys. 2861, więc parcie prostopadłe do

. . .  £ ahw . ,nr. . ahw , niej je st -g—w st(90—y) =  —g—dost y,

Rys. 285. Rys.

które rozkłada się na W] i TF2. Parcie TF2 znosi się z takiemże 
parciem , pochodzącem z płaszczyzny mr O, parcia zaś 

ahw dost2y dodają się. Całe więc parcie na dach wynosi
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W = W0+ l2 Wt =  (1+ 2  dost2y), a że tu  y = 45°, więc

(1 +  2 dost245°)=a^w>. . . . 681)

Parcie to zaczepia w jednej trzeciej wysokości dacliu.
Dla części ostrosłupa o wysokości z (rys. 285) nazwijmy % dłu
gość boku »jOj, to Wz= x z w , ...............................  582)

x a aa ze — =  — , więc x — ■ z,z

stąd Wt== .....................................  588)

Dokładne obliczenie sił wewnętrznych jest trudnem, bo 
zeskład jest statycznie niewyznaczalnym. W  przybliżeniu mo
żemy jednak obliczyć je  w następny sposób. Niechaj oprócz 
W. działa jeszcze na krzyż na wieży parcie IFj w wysokością 
nad szczytem, wtedy moment ze względu na płaszczyznę 

będzie:
Mz=> Wz Wk (e+z)..............................-584)

Moment ten musi być równy momentowi sił wewnętrznych 
w krokwiach, nachylonych do poziomu pod kątem a, któreto 
siły przypuszczamy proporcyonalne do odstępów od osi obo-

y  2J

j ętnej. "Więc Mz= 4  S i wst a + 4  S2̂ -  wst a. Przypuściliśmy, że 

V
S< 2 y x
Ą  “  F  “ X ’ W,i°

2
, t r. ^ , i  2 6'. wst a ,  „stąd ilfs=2iSj wst a +  =  ? -------(* )>

™ Mzy  _a więc o. =  n , ■» -•,?----r , . . .  58»)^ 1 2 wst a 1 '

a ' s i “ ó 7 > r r T - .................................. 586)2 (x -P2/") wst a
Jeżeli ośmiobok jest regularny, to y = z+ 2 a :d o s t4 5 0=2,414a;, 

Ą  je st więc zawsze większe, niż S2, a że wiatr może wiać 
z każdej strony, więc w każdej krokwi Si może być dodatniem 
lub ujemnem. Największa więc siła wewnętrzna we wszystkich 
krokwiach jest:
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najw S=  : M ,y 587)2 (x2-\-yl) wst a 1 
a dla wieloboku regularnego, wstawiwszy y =  2,414 x, otrzymamy

najw S = ±  0,427— — ^ . . . . .  588)
y YFSt Ci ^

Jeżeli teraz chcemy, zbadać siły wewnętrzne w pierście
niach i kracie, to przypuśćmy, że na pewną część powierzchni 
boku ostrosłupa B ' C' O (rys. 287) działa parcie w iatru IV, na 
odnośne części boku A 'B 'O  i C‘ D' O N'.

Rys. 287.

NWedle poprzedniego IV/ =IVdost45#= — . W  B  działają 

N  . N '
siły — i Jeśli ich wypadkową rozłożymy w kierunku
płaszczyzn boków, to otrzymamy siły T  i T'0.

Z rys. 287 c widzimy, że 
N 1/2 M N  N' -T =  IV.
2 V 4 2 ' Y2T *= af+ cd= Y

Dalej mamy w płaszczyźnie O B ' A ' 

T ^ c + 6 / ,= - I - + y 2 ? 22

zas

N  IV =  3IV

4 2\'2 V2~2V2 =
N ' N  T'u =  be =  -ń-  == ~ = 0 ,3 5 4  IV.
2 2\2

= 1,06 iY 589)

"W płaszczyźnie OB' C' działają z obu stron siły T i  zno
szą się, przekątnie więc wcale nie pracują. Inaczej rzecz się 
ma z płaszczyzną O B 'A '. Tu działa z jednej strony siła T'0, 
z drugiej T ' u, pierwsza t r z y  razy większa od drugiej. Siły te , 
muszą być przeniesione na punkty podparcia A 'B '.  Belka 
kratowa więc w płaszczyźnie O B 'A ' musi te siły przenieść 
i działa jako belka jednym końcem utwierdzona. -
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Obciążenie ze strony krawędzi OB' jakoteż O A ' zmienia 
się wedle powierzchni obciążenia trójkątnej. A więc na po
wierzchnię I  od szczytu aż do wysokości z

z a w a ,N -~w x ^  , a gdy

Zatem obciążenie belki kratowej I I  do wysokości z jest

z jednej strony 

z drugiej ,

T'0,=  1,06 aw
2V

T V = 0 ,3 5 4 ® |^
590)

"W rys. ‘288 wykreśliliśmy dźwigar C' D‘ O jako jednym 
końcem utwierdzony, obciążony on jest u góry obciążeniem 
dodatniem, u dołu ujenmem.

Obciążenie jednostkowe obliczymy dla z =*» A, a więc na
ph

~2~
stąd p  =  1,06 aw wst a
podobnie mamy p ' =0,354 aw wst a .

długość w następny sposób z 590): T'0 =  1,06 - - - - -  Q ̂  ^ ,

. . .  ., 591)

Rys. 288.

Dla m-tego węzła pasu górnego otrzymamy :
Dm dost <p,„= Om+1 dost /3— Om dost 

Jeśli Mm i J/„, (.j oznaczają momenty ze względu na węzły 
m ' i m '—1, to

Om+1 dost ii= ,  Om dost /'i= ,

więc Dmdost 9?m= 'Mm

Statyka. 24
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Dalej mamy d,„ dost ę m= rm, więc
j - .  d m  /  M m  3 1  m — i  \

bm- , r
Następnie jest:

Mn= . xf  ( p ,~  v ' J = i L - p ri  i f  \

h . xmpp m : xm= p  : , więc p „ = —g -  wst a,

o —»'  z 3,,, , „r jo— z 3m-i ,zatem 3 1 , , , = — - - -  g  wst a, M m - 1= — — g — -w st a.

*r-\ i ■ ń L axm ,Dalej jest óM:a= a;„ ,:— — , więc o,„= wst a,
W St) 05 t l

stad —  =  I 2».', zatemb a

D„i=-—- —«— (z2,,, a że t,„—xm xm—i,vm b a
X1n~\~Xm—i . T. B,ndm. . -  (1Q\a em =  9 — , więc D„,= ^  {p—p'j- . 592)

Jeżeli teraz wstawimy wartości za p  ip '  z 591), to p —p ' =  
=0,706 aw wst a, stąd i)m= 0,235 emdm w wst a. . . . 593)

Aby wyznaczyć siłę wewnętrzną w pierścieniu bm, wy
kreślmy wielobok sił dla węzła m', przypuszczając, że p ' = 0 
i nazwijmy w tym wypadku siłę w rozporze R 'm.

Z podobieństwa trójkątów w rys. 288 a i /?) widzimy, że 
R  m  b,nJę.\

d,nJę.\

Wedle 592) je st dla p = 0 Dm+i= em̂ ^ — , więcu 05
r>/__

m  oóa
Jeżeli teraz przyj mierny y>= 0 , to dla węzła m  otrzymamy

po wykreśleniu wieloboku sił podobnie
R " m  —i , ,~qo\ emdmp m .  -j— i a z rown, o92) I)n=  — — 5-------, więc
Um dm ^ ®

•r,,, __ Cm Óm—1.P'
 ̂ w5=3 o H *3 a

Zatem jeśli jp i p ‘ działają równocześnie,

Rm== (bra+i Cm+1 P bm+1 pO • ■ * 594)
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Do tych sił, wywołanych parciem wiatru, należy dodać 
siły wskutek ciężaru własnego, które wyznaczyć możemy łatwo 
wedle §. 121.

§. 124. Części składowe i rodzaje belek kratowych.

Belka kratowa, jak  wiemy z §. 101., składa się z dwu 
pasów, górnego i dolnego, i z kraty, powstałej z krzyżulców. 
Według układu krzyżulców rozróżniamy rozmaite rodzaje kraty. 
A mianowicie, jeżeli krata składa się z dwu rzędów krzyżul
ców (rys. 289 i 290), nazyAvamy ją  k r a t ą  p o j e d y n 
c z ą  (n. einfaches Gitterwerk, fr. treillis simple). Jeżeli mamy 
trzy rzędy krzyżulców (rj^s. 291), to nazywamy kratę z ł o 
ż o n ą  (n. kombinirtes Gitterwerk). K ratę powstałą z kilku rów
nych krat pojedynczych, przesuniętych o pewną część odle
głości dwu węzłów (rys. 292), nazywamy k r a t ą  w i e l o k r o 
t n ą  (n. mehrtheiliges Gitterwerk, fr. treillis multiple, an. multi- 
ple system). Liczbę , oznaczającą ilość krat składowych, a zatem 
także ilość części, na które podzielony został jeden krzyżulee

rys. 292.
r y t .  2 8 9 .

rys 290.

¿A A
C rj,,.Z3l.

(np. ab na cztery części), nazywamy l i c z b ą  p o d z i a ł u  (n. 
Theilungszahl). Jeżeli liczba podziału je st 2, 3 i t. d., to na
zywamy kratę d w u k r o t n ą ,  t r z y k r o t n ą  itd. (n. zweiteilig, 
dreitheilig, fr. double, triple). Rysunek 293 przedstawia k ratę  
dwukrotną złożoną, tu więc chcąc wyznaczyć liczbę podziału 
patrzymy, na ile • części zostały podzielone krzyżulee pionowe.

W edług nachylenia krzyżulców rozróżniamy następne ro
dzaje krat: kratę r ó w n o r a m i e n n ą  (n. Netzwerk, fr. systeme 
triangulaire, an. triangular system) (rys. 289), składającą się 
z samych trójkątów równoramiennych i kratę p r o s t o k ą t n y
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lub p r z e d z i a ł o w ą  (n. Fachwerk, fr. système quadrangulaire, 
an. quadrangular system, r. (jmxBepKOBaa Ganna) (rys. 290), skła
dającą się z trójkątów prostokątnych.

Krzyżulee dzielą się według nachylenia na p i o n o w e  
(n. Verticale, fr. montant, an ., upright, vertical brace, r. cToima) 
i  p r z e k ą t n i e  (n. Diagonalen, fr. diagonale, an. diagonal- 
brace, cz. pficlca, r. .niaroiiant), a według rodzaju natężenia na 
krzyżulee ciągnione (n. Zugstäbe, fr. tirant, an. tie, r. 3aTHJKKa) 
i ciśnione (n. Druckstäbe, an. strut).

Chcąc oznaczyć równocześnie nachylenie i rodzaj natęże
nia krzyżulców, używamy następnych nazw. Nazywamy krzy- 
żulec ciągniony pionowy s ł u p e m  w i s z ą c y m  (n. Hänge- 
säide, fr. tirant, poinçon, an. suspension post, r. noAB'hcna), 
krzyżulee ciągniony nachylony ś c i ę g n e m  (n. Zugband, fr. 
braçon, contrefiche, an. tie, cz. tahlo), krzyżulee ciśniony pio
nowy s ł u p e m  (n. Säule, fr. poteau, montant vertical, an .post, 
cz. sloupec, r. CToiÎKa), krzyżulee ciśniony nachylony z a s t r z a 
ł e m  (n. Strebe, fr. montant, an. standart, strut, cz. vzpera, 
r. noAKoen).

Belki kratowe rozróżniamy według kształtu pasów na 
b e l k i  r ó w n o l e g ł e  (n. Parallelträger, fr. poutre en semelle 

paralleles, an. parallel boomed girder, cz. 
nośnik pfimopasowy, r. napajijieubfiaii Ganna) 
o pasach równoległych i na b e l k i w i e l o -  
b o c z n e  (n. Träger m it polygonalen Gur-

Rys. 294. ten, an. girder with inclined flanges, cz.
nośnik krivopasovy, r. Mnororpajmaa Ganna) 

(rys. 294) o pasach w kształcie wieloboku lub krzywej. Te 
ostatnie' belki nazywamy rozmaicie według kształtu pasów; 
belki takie, używane prawie wyłącznie jako belki mostoAve, są 
przedmiotem teoryi mostów.

§. 125. Analityczne wyznaczenie sił, działających w belkach krato
wych równoległych o kracie pojedynczej.

Dla belek kratowych równoległych o kracie pojedynczej 
da  się metoda przecięć znacznie uprościć. Aby wyznaczyć siłę 
S, działającą ,w  pasie górnym, przecinamy belkę av  kierunku 
m n  (rys, 295) i ustawiamy równanie momentów ze względu



-  373 -

na przeciwległy węzeł A. Nazwawszy M  moment sił zewnętrz
nych ze względu na punkt A  a h wysokość belki, otrzymamy

M + S h  = 0, a stąd:

S =  - f .  . 595)

Podobnie otrzymamy
siłę, działającą w pasie
dolnym A E,

V['
Rys. 295 . $ '  =  +  = - ,  . 596 )

jeżeli M ' jest momentem 'sił zewnętrznych ze względu na  
punkt G. Widzimy więc, że s i ł y ,  d z i a ł a j ą c e  w p a s a c h  
b e l k i  k r a t o w e j  r ó w n o l e g ł e j ,  są  p r o p o r c y o n a l n e  
d o  m o m e n t u  s i ł  z e w n ę t r z n y c h ,  przyczem dla momentu 
dodatniego w pasie górnym powstaje ciśnienie, a w pasie dol
nym ciągnienie.

W celu wyznaczenia sił zewnętrznych w k r z y ż  u l e  a c h  
korzystamy z prawidła, że dla równowagi suma pionowych 
składowych musi być równą zeru, więc Q + P d o s t a = 0 , stąd

P =  — Q siecz a ...................... 597)
Podobnie otrzymamy dla przecięcia m i n L 

Q—Pi dost/?=0, a stąd
Pi =  (¿i sicez /? ,..................... 598)

jeżeli Q i są siły poprzeczne dla przecięcia m n  i m^n^. 
Możemy więc napisać, że s i ł y ,  d z i a ł a j ą c e  w k r z y ż u  1- 
c a c l i  b e l k i  k r a t o w e j  r ó w n o l e g ł e j ,  s ą  p r o p o r c y o 
n a l n e  do s i ł y  p o p r z e c z n e j  i z a l e ż n e  od k ą t a  n a 
c h y l e n i a  k r z y ż u l c a .

§. 126. Wykreślne wyznaczenie sil, działających w belkach krato
wych równoległych o kracie pojedynczej.

Dla wyznaczenia wykreślnego sił, działaj ących w belkach 
równoległych, używamy metody wielobokowej. Wielobok sił
zewnętrznych jest tu  linią prostą pionową. Na rys. 296 przed
stawiliśmy użycie tej metody, przyczem dla przejrzystości roz
sunęliśmy wielobok sil A B , aby uwidocznić wszystkie siły
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zewnętrzne, które kreślimy za porządkiem, idąc w kierunku 
pasów naokoło belki.

Przedtem należy jednak wyznaczyć w znany sposób od
działywania Ol i 0 2. W ykre
ślenie planu sił nie przedstawia 
teraz najmniejszej trudności.

127. Krata wielokrotna.

Belkę kratową o kracie n- 
krotnej (rys. 297) rozkładamy 
na n układów, w tym więc 
przypadku na dwa układy, przy- 
czem każda część pasu wchodzi 
do wszystkich układów, lecz
tylko o przekroju równym ¿i

części przekroju rzeczywistego, krzyżulce zaś wchodzą zawsze 
tylko do jednego układu. Obliczamy 
teraz pojedyncze układy w znany spo

sób, przyjmując tylko część obcią-7Z
żenią na jeden układ, a więc także 

n  * ~n' ^zyżulców  otrzymujemy

w ten sposób odrazu siły wewnętrzne, 
dla pasów zaś dodajemy siły wewnętrzne, otrzymane dla każ
dego układu z osobna.

128. Belka kratowa Howe’ a.

Belka H o w e ’a (rys. 291) jest to belka drewniana, ma
jąca  kratę złożoną ze sztucznem natężeniem, które sprawiamy, 
naciągając słupy wiszące, zakończone śrubami. Ciągnienie to 
sztuczne wywołuje w przekątniach DC i CF  ciśnienie równe 
z powodu symetryi. Ciśnienia te robimy tak wielkie, aby 
.zrównoważyły największości -ciągnienia, wywołanego obciąże
niem w krzyżuleach ciągnionych; natężenie tych krzyżulców 
dla obciążonej belki będzie więc równe zeru. Łatwo pojmiemy, 
że przez to wzrosną siły wewnętrzne krzyżulców ciśnionych 
w dwójnasób, bo do ciśnienia, wywołanego obciążeniem, dodaje

Rys. 296.
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się jeszcze ciśnienie sztuczne. Z astrzały  DC, które w skutek ob
ciążenia są ciśnione, a Avięc te, które byłyby zastrzałam i, gdyby 
sztucznego natężenia n ieby ło , nazywam y z a s t r z a ł a m i  g ł ó 
w n y m i  (n. Hauptstrebe, an. main brace), krzyżulce zaś, ciąg
nione w skutek obciążenia a ciśnione sztucznie, nazyw am y z a 
s t r z a ł a m i  d r u g o r z ę d n y m i ,  o d p o r a m i ,  o d s t r z a ł a m i  
(n. Gegenstrebe, fr. contrelien, an. conterstrut, r. npoTHBynogKOCB).

Ponieważ w zastrzałach drugorzędnych dla belki obcią
żonej niema wcale żadnego natężenia, więc w przybliżeniu 
możemy belkę Howe’a obliczać tak, jakby zastrzałów drugo
rzędnych nie było. Największa zaś siła wewnętrzna zastrzałów 
drugorzędnych jest dla belki nieobciążonej równą połowie siły 
wewnętrznej zastrzałów głównych, bo, jak  wspomnieliśmy, siła 
wewnętrzna P, wywołana natężeniem sztucznem, równa się 
sile wewnętrznej P', wywołanej obciążeniem, a zatem siła, 
działająca w zastrzałach głównych, je st 2 P, a w zastrzałach 
dimgorzędnych równa tylko sile P, wywołanej natężeniem 
sztucznem.

C. Teo rya  sklepień.
X. S k l e p i e n i a  ho l eb ko we.

§. 129. Luki i sklepienia.

Dotychczas mówiliśmy o belkach prostych, które cisną na 
podpory tylko w kierunku pionowym ; tu  będziemy zastanawiać 
się nad dźwigarami, działającymi nawet przy obciążeniu pio- 
nowem na podpory w kierunku ukośnym i dążącymi do ich 
oddalenia (rys. 298J. Dźwigary takie nazywamy w ogóle d ź w i 
g a r a m i  r o z p o r o w y m i  lub r o z p o r n i c a m i  (n. Sprengs-

werlcsträger, fr. poutre à jambettes, 
an. strud framed girder, r. pacnop- 
Han óajiKa). Jeżeli dźwigar je st ciągle 
krzywym, nazywamy go d ź w i g a 
r e m  ł u k o w y m  lub łukiem (n. Bogen
träger, fr. poutre en arc, an. arched 

Rys. 298. girder, r. Ayrooopaauasi öauKa), a. je 
żeli materyałem tej belki jest cegła 

lub kamień, nazywamy ją  s k l e p i e n i e m  (n. Gewölbe, fr. voûte,
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an. vault, r. cbcwł). Powierzchnię wewnętrzną wklęsłą sklepie
nia nazywamy p o d n i e b i e n i e m  (n. Gewölbsleibung, fr. intra
dos, an. intrados, r. iieöo CBOga), powierzchnię zewnętrzną wy
pukłą nazywamy g r z b i e t e m  (n. Geiuölbsbrücken, fr. extrados, 
an. extrados, back of the vault, r. B e p x i i a i r  norsepxiiocri, cB O Ą a).

Cfdy podniebienie sklepienia jest częścią powierzchni walca, 
sklepienie nazywamy k o l e b k o w e  m (n. Tonnengewölbe, fr. 
voûte cylindrique, en berceau, an. barrel-vault, r. nmum/qm- 
ueciraii c b o a i >). W  tym rozdziale będziemy mówić tylko o ta
kich sklepieniach, później dopiero zastanawiać się będziemy 
także nad innymi rodzajami sklepień.

§. 130. Siła podłużna i momenty jędrne.

Sklepienie, jak  widzimy, różni się od îuku tylko materya- 
łem i odpowiednim mu przekrojem. Teorya sklepień da się więc 
wyprowadzić z ogólnej teoryi łuków, o której więc teraz mó
wić będziemy.

Nazwijmy linię, łączącą środki ciężkości wszystkich prze
krojów łuku, o s i ą  ł u k u  (n. Axe des Bogens, fr. axe de l’arc, 
an. axis o f the arch) i przypuśćmy, że belkę łukową przecię
liśmy prostopadle do osi E E i (rys. 299) płaszczyzną BC  i że R

jest wypadkową wszyst
kich sił zewnętrznych, 
działających na lewą 
częśćłuku. AVypadkowa 
R  wszystkich sił po le
wej stronie przekroju 
nie będzie tu pionową, 
j ak w belce prostej wsku- 

C tek odpowiednio urzą
dzonych podpór. Tu od
działywania dla łuku są 

ukośne, a dźwigar działa na podpory rozpierająco, co jest głó
wną cechą dźwigarów łukowych.

Przypuśćmy, że wypadkowa R  na sklepienie o szerokości 
b = l  przecina płaszczyznę przekroju BC  w F. Siłę R  rozkła
damy na dwie składowe P  i Q, z których pierwsza P  działa 
w kierunku prostopadłym do przekroju, a więc równolegle do 
osi, a druga Q działa w kierunku prostopadłym do osi i na-
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żywa się s i ł  ą p o p r  z e c zn  ą. Te siły zewnętrzne muszą być 
w równowadze z siłami wewnętrznemi, działającem i w tym  
przekroju. W szystkie te siły wew nętrzne możemy rozłożyć na 
siły prostopadłe do przekroju, wywołujące n a t ę ż e n i e  n o r 
m a l n e  i siły, działające w płaszczyźnie przekroju, Avywołujące 
natężenia ścinające.

Umieśćmy w punkcie E  dwie siły równe sile P  i działa
jące  wprost przeciwnie a równolegle do osi. Przez to nie na-

1) siłę P, zaczepioną w środku ciężkości przekroju E, 
zwaną s i ł ą  p o d ł u ż n ą  (n. AxialJcraft, Lungskraft, fr. compo- 
sente tangentielle).

2) parę sił, czyli moment M —Pc.
3) siłę poprzeczną Q.
Siła podłużna P rozkłada się jednostajn ie w całym  prze

kroju, gdyż zaczepia w środku ciężkości przekroju.’ więc natę
żenie w skutek siły podłużnej

jeżeli F  oznacza, przekrój. To natężenie je s t tu  ciśnieniem, 
k tóre oznaczamy znakiem  + .

Chcąc Avyznaczyć natężenie v", powstałe z działania mo
m entu M, musielibyśmy uwzględnić także promień krzyw izny 
osi =r. Jednak  gdy promień krzyAvizny je s t dość wielki w  sto
sunku do wysokości dźwigaru, —  AYtedy a v  przybliżeniu można 
użyć tycli samych wzorów, co do belki prostej. Możemy Avięc 
napisać, nazwaAvszy v, "  natężenie we Avłóknie M ,, odległem 
o z» od osi ciężkości, p0Avstałe w skutek działania momentu, 
wedle 141)

  600)

jeżeli /  oznacza moment bezAvładności.
Natężenie wi^c całe w odległości v od osi ciężkości będzie 

podobnie, ja k  w edług rÓAvnania 417),

M ü l l e r  B r e s l a u  o trzym ał po dług im  AvyAvodzie, 
UAVzględniająe k rzyw iznę osi, d la vv dok ładn iejszą  w arto ść :

ruszym y rÓAvnowagi układu sił i o trzym am y:

. 599)

601)
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P  , Mv M  
Vv~  F + I  + Fr

a Ś o l i n  jeszcze dokładniej
vP  Mr 

V,'~  F + B  r+ v +
M
Fr

B= rv i 
r+ v d 2F

603)

604)

602)

i otrzymał

W e y r a u c h  obliczył B i l  dla rozmaitych przekrojów 
I
B T a b l  i  o a X L II.

dla -f n
koło 

lub elipsa
k w adrat 

lub prostokąt przekrój 1

1 1,1452 1,1833 " 1,2614
5 1,0050 1,0060 1,0082

10 1,0012 1,0015 1,0021
20 1,0003 1,0004 1,0005
40 1,0000 1,0001 1,0001.

Widzimy więc, że już dla r  =  20h możemy śmiało przyjąć 
I= B .  a gdy v jest w stosunku do r  małem, to wzór 603) prze
chodzi w 602).

Zważywszy jednak, że gdy r  jest wielkiem, to —  jest

bardzo małem. możemy więc w praktyce wyraz ten opuścić, 
przez co otrzymamy równanie 601).

W  przekroju BC  natężenie je st największem dla najbar
dziej oddalonych włókien, otrzymujemy więc dla u =  e,

P Me,

a dla v = —e2 P
V%— F '

I
605)

Niech będzie a promieniem bezwładności, to I —F a2. W sta
wiwszy tę wartość i Pc = M  w równanie 605), otrzymamy

P e J a 1 
V*~Fó.

Wiemy z g. 85, równ. 416) że
a 2

606)

i i=ETi i ix= E I^
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Długości i t i ¿2 są to promienie jędrne. Możemy więc napisać

607)607)

"Wypadkowa R  musi przecinać przekrój w jądrze t. j. 
między punktami jędrnymi 7, i J2, jeżeli cały przekrój ma pra
cować na ściskanie. Linia, łącząca punkty J  poszczególnych 
przekrojów, nazywa się l i n i ą  j ę d r n ą  fn. Kernlinie).

Linia, łącząca punkty zaczepienia wypadkowej R  czyli 
środki ciśnienia poszczególnych przekrojów, nazywa się l i n i ą  
c i ś n i e n i a  (n. Stutzlinie, fr. courbe de pressions, an. line of 
resistance, cz. cara łlakova), wykreślił ją  pierwszy M e r y  (1842). 
Możemy więc powiedzieć:

N a t ę ż e n i a  n o r m a l n e  w p r z e k r o j u  m a j ą  w s z y s t 
k i e  t e n  s a m  z n a k ,  j e ż e l i  l i n i a  c i ś n i e n i a  n i e  w y 
c h o d ź  i z j ą d r  a.

Jeżeliby P < 0, wtedy w całym przekroju byłoby ciągnie
nie. Przy mostach i sklepieniach, gdy obciążenie jest tylko pio- 
nowem z góry na dół, P  jest zawsze > 0 , a więc gdy linia 
ciśnienia nie wychodzi z jądra, w całym przekroju panuje ści
skanie; jeżeli zaś linia ciśnienia wychodzi z jądra, to w tym 
przekroju natężenia są dodatnie i ujemne.

Równ. 607) możemy jeszcze napisać

Nazwijmy Jf2, moment sił zewnętrznych ze względu na 
punkt rdzenny J2, m o m e n t e m  j ę d r n y m  d o l n y m  (n. unte-

Pe, (¿j +  c) P  ¿2 +  c _  P
F al F  i, F

P^i (¿i c) _

F a1 '

. 608)

res Kernmoment), to il/2 =  P ( c + i2)
Odpowiedni m o m e n t  j ę d r n y  

g ó r n y  (n. ober es Kernmoment) będzie Mx = P (e —it)
. . 609)

W tedy otrzymamy z równania 607)
Pe,(i.,+c) M.} e.

v ,  =  — — ■-- = -  ±  1

1 I  I
 P e > ( h  e )  _  M i  e 2

* 2 —  J  j

. 610)
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I - M - )
611)

a więc wzory takie same, jak  dla belki prostej, jeżeli tylko 
zamiast momentów zwykłych wstawimy momenty jędrne.

Z równ. 606) i 610) otrzymamy dalej

• • - I N #
E i

jeżeli y  = v0 .................................... 612)

Sklepienia mają zwykle przekrój poprzeczny prostokątny, 
a wiemy z §. 85, że dla przekroju prostokątnego jest

a 1 _ 1 . a 2__ 1.J1 j 12 'e2 () c] G=  . . . .  613)

więc i + i2 =  -~ h .....................................614)O
Widzimy zatem, że w sklepieniu o przekroju prostokąt

nym, średnia trzecia część przekroju, poprowadzonego pionowo 
przez oś, stanowi j ądro, poza które nie powinna wychodzić 
linia ciśnienia, jeżeli całe sklepienie ma pracować na ściskanie.

§. 131. Warunki równowagi sklepienia.

Mamy trzy  warunki równowagi sklepienia:
1) Ś r o d e k  c i ś n i e n i a  (fr. centre de pression) czyli 

p u n k t  z a c z e p i e n i a  w y p a d k o w e j ,  n a  s z e w  d z i a ł a 
j ą c e j ,  p o w i n i e n  l e ż e ć  w p r z e k r o j u ,  aby nie nastąpił 
wywrót i załamanie się sklepienia. Jeżeli jednak sklepienie 
składa się z klińców, połączonych zaprawą, to ponieważ na 
wytrz}’małość zaprawy na rozciąganie nie możemy na pewne 
liczyć, więc w sklepieniu takiem i w ogóle w budowlach mu
rowanych nie dopuszczamy wcale ciągnienia. W  takim razie 
ś r o d e k  c i ś n i e n i a  p o w i n i e n  l e ż  eć w j ą d r z e  t. j. w śred
niej trzeciej części przekroju. A że odnosi się to wszystkich 
szwów, więc c a ł a  l i n i a  c i ś n i e n i a  p o w i n n a  l e ż e ć  
w ś r e d n i e j  t r z e c i e j  c z ę ś c i  s k l e p i e n i a .

; /  W arunek ten nie odnosi się do sklepień litych, betono
wych albo żelbetowych, u których możemy pewne ciągnie
nie dopuścić. Tam więc linia ciśnienia może wyjść z jądra, 

, a nawet z przekroju.U
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.Rys. 300.

2) W y p a d k o w a  n i e  p o w i n n a  
b y ć  o d c h y l o n ą  od p r o s t o p a d ł e j  
n a  s z e w  w i ę c e j ,  n i ż  w y n o s i  k ą t  
t a r c i a ,  aby nie nastąpiło przesunięcie 
klińców. Wypadkowa R  (rys. 300) rozkłada 
się na dwie siły P  i Q.

Składowa Q, działająca w płaszczyźnie szwu, stara się 
przesunąć kliniec A  po klińcu B, przeciw czemu działa tarcie 
T—P .f= P  st(?, jeżeli /"jest spółczynnikiem tarcia i gdy przyj
miemy /^ s tp ,  a q nazwiemy k ą t e m  t a r c i a  (n. Reibungs- 
winJcel, fr. angle du frottement, an. angle of friction, r. yronn 
Tpema). Dla równowagi musi bjm P>Q , jeżeli pominiemy zu
pełnie wytrzymałość zaprawy, a więc P s t ( > > Ps t  a, jeżeli a 
jest kątem nachylenia wypadkowej na szew, a stąd nareszcie

£>>« . . . . . . . 615)
Jako spółczynnik tarcia między kamieniem i kamieniem 

możemy przyjąć z P o n c e l e t e m  f=0,b8  czyli (j =  30!’ bez za- 
pi’awy a f=  0,7, wuęc (> =  35° z zaprawą starą. Dla świeżej 
zaprawy jest f  bardzo małe. Średnio więc możemy przyjąć 
/•=0,4, (> =  22°.

3) Trzecim warunkiem równowagi jest, że n a t ę ż e n i e  
n i e  p o w i n n o  p r z e k r a c z a ć  s p ó ł c z y n n i k  a w y t r z y 
m a ł o ś c i .  Jeśli przyjmiemy stosowną pewność, to n a t ę ż e n i e  
n i e  p o w i n n o  b y ć  w i ę k s z e m ,  n i ż  d o p u s z c z a l n e .

Największe natężenie w danym szwie znajdziemy z ró
wnania 610), wstawiwszy dla przekroju prostokątnego odnośne 
wartości, a mianowicie dla szerokości b

h— e2 —jp  a-— A2, i, h

W  ten sposób otrzymamy v,.= ^

6 , / = TV M i

( £ + « ) ,  a stąd

i podobnie v.

1 b k \ ' h )
6 c

bh
ac\
h )

616)

Jeżeli siła P  obliczona jest na jeden metr szerokości skle
pienia, to b= lm =10O cm . Wyraziwszy P  w kg, & h i c  w cm, 
otrzymamy
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v, = P  
100 h 

P
(1+t )

i M ? )"100 \ iV  i i )
Dla c=O, t. j .  gdy wypadkowa działa w osi,

kg 
cm2

-= vn

617)

618)

Jeżeli c = -J-h, t. j. jeżeli wypadkowa działa w punkcie 
jędrnym górnym, to

2 P  
= bh
v2 — 0

=2v.o ii 
)

619)

Widzimy więc, że gdy wypadkowa działa w punkcie jędr
nym, to natężenie w krawędzi bliższej tego punktu wzrasta do 
podwójnej wielkości, w krawędzi zaś dalszej spada do zera.

Jeżeli natężenie w każdym punkcie 
przekroju przedstawimy rzędnemi, to dlaV.

P a)

A,
2K

wierzchnia natężeń, którą tu  otrzymuj emy, 
jako przekrój bryły natężeń (§. 84), przed- 

3 stawia prostokąt. Wypadkowa P  działa 
według tegoż paragrafu w środku ciężko
ści prostokąta.

B Jeżeli P  działa w punkcie jędrnym I
Eys. 301. (ryg. 301 b), to według równ. 619) w punk

cie A natężenie jest dwa razy większe, niż poprzednio, więc

AA i ■■
2 P  

: bh
v0, w punkcie B  zaś równe zeru, a że przy tern

środek ciężkości powierzchni natężeń leży w jednej trzeciej 
wysokości, więc powierzchnia ta  będzie trójkątem. W  ogóle, 
działa siła P, jak  wiemy, w C (rys. 301 c) w rzucie środka 
ciężkości powierzchni natężeń, które zmieniają się wedle linii pro
stej. W  środku ciężkości przekroju O natę-
. • • . Pzenie jest zawsze v0 ■■ F

Ha tern i na

równ. 611) polega następna konstrukcya. 
Zróbmy OOl = v 0 (rys. 302). Połączmy 
Oj z  ij i / 2 aż do przesunięcia się z kie
runkiem siły P  i wykreślmy C’2 P,

<—  h  ■•••■
Eys. 302.
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i C,A, IIAB, to A A 1= v i , B B { '2 J
CCj = A A t =v, —c

bo CC2: v0= (i2—c) : it ,
ze względu, że tu  O jest ujemne,

i, +c
VvA A t = v.2. Dalej mamy CC,: v0 =(i, + c ) : zj, stąd CC, =  y

Jeżeli środek ciśnienia C wyjdzie poza jądro, to ciśnienie 
w B  wzrasta, a w A powstaje ciągnienie (rys. 303 a). Jeżeli 
nie zważamy na bardzo małą zresztą wytrzymałość zaprawy 
na ciągnienie, to ponieważ na długości A E  ciągnienie powstać

nie może (rys. 303 b), więc tam szew się

f
i !1y.-s? 

<

c

f f l
0 ic

< ............3 e ....... ->■
Rys. 303.

długości BEX =  3 e, otrzymamy więc na
tężenie w B

2 P 2 P
T^- • • 62°)b . 3 e 3 b e '

Natężenie w środku ciężkości nie 
będzie już w tym wypadku v0, bo nie 
cały przekrój współdziała.

Najkorzystniej byłoby dla sklepie
nia, gdyby wszędzie c = 0, t. j. gdyby
linia ciśnienia wpadała na oś, bo wtedy

w każdym przekroju natężenie rozdzielałoby się równo na prze
krój, byłoby więc stosunkowo najmniejsze. W  ten sposób wy
znaczamy najkorzystniejszy kształt sklepienia. W  rzeczywisto
ści jednak choćby dla pewnego obciążenia linia ciśnienia wpadła 
na oś, to dla innego obciążenia linia ciśnienia zmieni swój kształt.

Dla sklepień b e t o n o w y c h  możemy dopuścić małe ciąg
nienie do 3kglcm 2. W  obec tego może linia ciśnienia wyjść
nieco z jądra, ale tylko o tyle, aby natężenie nie przekroczyło
dozwolonej granicy.

Jeżeli przyjmiemy Vj==30, v2 =  — 3  kg je m 2, to otrzymamy
a „ P ( ,  . 6e\ . „ P i ,  6cz rown. bl7)

P
30“ ióóx(1+t ) ł - 3 “ iB5* (1—t )
30 3 1—u-, a stąd c=0,204ń=5=_-Zs. 

6c 5100h 6c

AYidzimy więc, że ta  linia ciśnienia może się oddalić od 

osi nie o - -h, lecz więcej, o -¿-h. "Wychylenie możliwe obustron
ne zajmuje więc 0,4 h.
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§. 132. Obciążenie sklepienia.

Na sklepienie działa najprzód ciężar stały, a zatem cię
żar własny sklepienia, nadmurowania i nasypki, wraz z zeskła- 
dem, na niej leżącym, (podłoga, droga itd.). Ciśnienie ziemi 
przyjmujemy, działające z góry w kierunku pionowym, aż do 
nachylenia nadmurowania 2 :3 . Przy większych nachyleniach 
musimy wyznaczyć kierunek parcia ziemi, o czem później bę
dziemy mówić.

Całe obciążenie sklepie- 
pienia sprowadzamy zwykle 
na ciężar odpowiedniej masy 
materyału, z którego zrobione 
sklepienie, więc np. kamienia 
lub cegły, a to w ten sposób, 
że zmieniamy odnośne rzędne 
w odwrotnym, stosunku cięża
rów gatunkowych. Niech bę
dzie np. ciężar gatunkowy 

ziemi 1,8, a muru 2,2, to zmieniamy rzędną cd (rys. 304) na
1 8

cd', tak  aby cd1: cd=  1,8 : 2,2, a więc cd' — cd—̂ .
Zrobiwszy to samo z innemi rzędpemi i połączywszy ich 

końce, otrzymamy linię a'b ', którą nazywamy s p r o w a d z o n ą  
l i n i ą  o b c i ą ż e n i a  (n. reducirte Belastungślinie). Obciążenie 
tłumem ludzi, wozami lub parowozami sprowadzamy także nár 
ciężar bryły muru o wysokości y. Mamy wtedy na 1 to3 ciężar 
bryły muru y y m= p , a więc

y = X  .   621)
' 7»

Obciążenie p  przyjąć możemy z tabliczki, dołączonej na 
końcu książki. "W nowszych czasach często nie wyznacza się 
zupełnie linii sprowadzonej obciążenia, lecz wyznacza się ciężar 
pasków wprost z rysunku, dodając ciężary odpowiednie skle
pienia, nadmurowania, nadsypki i obciążenia.

§. 133. Linia ciśnienia.

Linia ciśnienia jest to, jak  wiemy, linia łącząca środki 
ciśnienia wszystkich szwów sklepienia i musi leżeć w średniej' 
trzeciej części sklepienia, jeżeli chcemy uniknąć ciągnienia.

Bys. 304.
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Kierunek szwów w sklepieniu mały ma wpływ na linię ciśnie
nia, ważny on jest tylko ze względu na warunek, aby kąt mię
dzy prostopadłą na szew a wypadkową nie był większym, niż 
kąt tarcia. Najlepiej więc byłoby, gdyby szwy były prosto
padłe do linii ciśnienia, ponieważ jednak trudno to urzeczy
wistnić, dlatego robimy je  prostopadłymi do osi sklepienia lub 
do podniebienia. Gdy na razie zważać nie będziemy na ten wa
runek, możemy przyjąć dowolny kierunek szwów. Przyjmiemy 
więc pionowy kierunek, wzajemne zaś oddalenie szwów bardzo 
małe. Jeżeli sklepienie jest płaskie i mało obciążone, to różnica 
z powodu odmiennego kierunku szwów może być większą i wtedy 
lepiej kreślić szwy prostopadle do osi.

Jeżeli przekroje są dość bliskie, to w praktyce różnica 
między linią ciśnienia a wielobokiem sznurowym dla przekrojów

pionowych j est tak  małą, że na
stępnie uważać będziemy te dwie 
linie jako identyczne.

Niech mn  (rys. 305) będzie 
sprowadzoną linią obciążenia, 
a K L  częścią linii ciśnienia. Wy- 
tnijm y w odległości x od pod- 
pory A pasek o grubości dx 
płaszczyznami pionowemi i na
zwijmy średnią wysokość paska 

EF = q, to powierzchnia jego jest qdx a ciężar yqdx. Aby pa
sek ten utrzymać w równowadze, musimy zastąpić ciśnienia 
obu stron sklepienia wypadkowemi R  i R', działaj ącemi w K  
i L. Trzy te siły muszą być w równowadze i tworzyć zam
knięty wielobok sił. Siły R  i R' mają równą i wprost przeciwną 
składową poziomą H, którą nazywamy p a r c i e m  p o z i o m e m  
(n. Horizontalschub, fr, poussćc horizontale, an. horizontal thrusth), 
a zatem parcie poziome nie zmienia się i jest stałem dla

H
jakiegokolwiek przekroju. Z rysunku widzimy, że R

Rys. 305.

a R' H
wst <p

jeżeli (p jest kątem nachylenia siły R  do
wst (cp + dq>)

pionowej, dalej RdiOsb(p=*=yqdx+R' dost(<p-|-<2<j£>), a stąd 
iidot<p =  iydot ((p + d<p)->ryqdx, a więc 
H  [dot (99+  dtp) — dot cp\ =  —yqdx, albo

Statyka.
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622)

, ddotcp yqIIcl not (p=—yqdx i dx H

A że dot =  gdy y  jest rzędną linii ciśnienia, więcCLjs
<l2y yq
d x 2“  H ’ ...............................

Jestto r ó w n a n i e  r ó ż n i c z k o w e  l i n i i  c i ś n i e n i a .  
Całkując je, otrzymainy

^ = d o t  q>=— ~  \ qdx + C, a stadCix jol J

y = — ~  ^ dx ^ qdx +  C x + C ,. . . . 623)

Jestto równanie linii ciśnienia, z którego widzimy, że dla 
danego ą mamy tu  jeszcze trzy niewiadome II, C i  C,. Skle
pienie je st więc zeskładem statycznie niewyznaczalnym rzędu 
trzeciego. Trzy te niewiadome możemy albo wyznaczyć na pod
stawie prawideł sprężystości, albo licząc w przybliżeniu, odpo
wiednio przyjąć. Jeżeli promień krzywizny linii ciśnienia na
zwiemy r, to wiemy z matematyki, że

l)T
cPy ’ 
dx2

a wstawiwszy wartość z 622) otrzymamy

 (l-hdo t2^ )’? H _  U
yq ~  yqwst3<p 

Promień krzywizny r będzie najmniejszym, gdy yę w st3 (p bę
dzie największem, więc dla <p=90°, gdzie linia ciśnienia jest 
poziomą. Jeżeli przyjmiemy w przybliżeniu, że linia ciśnienia 
wpada na oś, to będzie ona wtedy miała poziomą styczną w klu
czu. Nazwijmy ra odnośny promień krzywizny linii ciśnienia, 
a więc według przypuszczenia i osi sklepienia, a q0 wysokość 
obciążenia w kluczu, to z równania 624) otrzymamy

r, — — ~  , a stąd 
YQ o

H ——yr„q0 . . . . . .  625)
A więc, j e ż e l i  l i n i a  c i ś n i e n i a  w p a d a  n a  oś, p a r c i e  
p o z i o m e  r ó w n a  s i ę  i l o c z y n o w i  z p r o m i e n i a  k r z y -  
w i z n y o s i  w k l u c z u  p r z e z  o b c i ą ż e n i e  j e d n o s t k o  we

. . . 624)
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t a m ż e .  Ponieważ jednak przypuszczenie to rzadko się spraw
dza dokładnie, więc wartość dla l i ,  otrzymaną z równ. 625), 
można uważać tylko jako wartość przybliżoną, która różni się 
mniej lub więcej od wartości prawdziwej.

§. 134. Grubość sklepienia.

Z poprzedniego paragrafu wiemy, że R = H
• i w ?  ie ie li *

oznacza kąt nachylenia do pionu stycznej do linii ciśnienia 
w danym szwie ab (rys. 306), prostopadłym na oś. Jeżeli przy- 

„ puścimy znowu, że linia ciśnienia 
1 & ff wpada na oś, to kąt <p będzie kątem  

nachylenia stycznej do osi w punkcie 
g. Jeżeli chcemy, aby natężenie było 
w całem sklepieniu jednakowe, to na
zwawszy d, i d  grubości sklepienia 
w kluczu i w danym szwie ab, mo
żemy ustawić proporcyą dg: d = H : R, 
gdy na ab działa wypadkowa i?, a na 
ef, gdzie według założenia linia ci

śnienia je st poziomą, tylko parcie poziome H. Obie siły dzia
ła ją  w środkach ciężkości przekrojów, więc ciśnienia rozdzie
lają się równo na przekrój, aby więc ciśnienia były równe, 
grubości sklepień muszą być proporcyonalne do sił, na prze
kroje działających. Wstawiwszy wartość za li, otrzymamy 

— I I -, a stąd

Rys. 306.

dg d- H: wst (p

=d0 siecz a, . 626)wstęp dosta 
gdyż o =  90—cp.

Poprowadźmy z b pionową a z a poziomą, a otrzymamy 
cb = ab dosta, czyli có =  ddost a ~ d 0.

Widzimy więc, że j e ż e l i  l i n i a  c i ś n i e n i a  w p a d a  
n a  oś,  r z u t y  p i o n o w e  w s z y s t k i c h  s z w ó w  p o w i n n y  
b y ć  r ó w n e  g r u b o ś c i  s k l e p i e n i a  w k l u c z u ,  gdy chce
my aby natężenia były jednakowe. Ponieważ jednak linia ci
śnienia rzadko kiedy wpada zupełnie na oś, więc do praw idła 
tego należy się tylko w przybliżeniu stosować.
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W praktyce możemy to prawidło zresztą zastosować tylko 
do pewnych granic. Dla a= 60° otrzymamy już bowiem d=  
=d„ siecz600= 2  c£, a dla większego a d wzrastałoby bardzo 
znacznie. Tymczasem w praktyce nie robimy grubości d' na 
podporze większej, niż 2 d0.

Jeżeli grubość sklepienia wzrasta według równania 626), 
a linia ciśnienia wpada na oś, to natężenie v jest wszędzie 
jednakowe, a mianowicie

* = ? - , ...................................... 627)
uo

jeżeli H  wyznaczymy na długość sklepienia równą jedności, 
a stąd

d0= — ............................... 628)

jeżeli zamiast v wystawimy t, . natężenie dopuszczalne na ściska-
12 ¿2

nie. Jeżeli łuk jest kołowy, to w przybliżeniu ?"0 =g—=  0,125—,

P
jeżeli/oznacza strzałkę łuku. W tedy mamy d0 =0,125— yq0.

Ponieważ tu  jednak przyjęliśmy najkorzystniejsze w a
runki, któro często w praktyce nie zachodzą, więc należy H , 
a  stąd i d0, przyjąć nieco większe.

T o l k m i t t  przyjmuje

H = 0 ,1 5 ^ ( * 0  - f l l j ) “ do* • • • - 629)

•Wysokość do linii obciążenia qa = d 0+ z+ p , jeżeli z ozna
cza wysokość sprowadzoną nadsypki a p  ciężaru ruchomego. 
Ponieważ sklepienie może być raz obciążone (p —p ), drugi raz

,  ♦  J)nie (j3—0), więc przyjmujemy średnie obciążenie -g , zatem q0 =

V . . ,•=d0+ 2 - J e ż e l i  wszystkie wartości przyjmiemy w m i t

tylko x w kg\cm2, to zamiast z musimy wstawić 10 z, zatem 

d0 10r=0,15 <20 +  a + ^ + f o ) ’ a stiid

0 ,1 5 y - Ł - ( z + |+ J )

10 t—O.lóy-j-
630),
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W zór ten daje jednak w praktyce za małe wartości dla 
sklepień w budownictwie lądowem. Z tego powodu przyjmu
jem y zwykle d0 i (na podporze) według wzorów praktycz
nych, a potem, kreśląc linię ciśnienia, badamy, czy w sklepieniu 
panuje równowaga i czy natężenie nie je st za wielkiem.

Podajemy tu  kilka wzorów praktycznych i tak : 
L e s g u i l l e r  przyjmuje d0 =0,21^7+0,1 m, gdy l oznacza roz

piętość w m;
P e r r o n e t  d0 =0 ,83+ 0 ,0351 m ;
P o n t e n a y  dla sklepień bardzo obciążonych d0 = 0 ,7 r + 0 ,32m, 

gdy r oznacza promień krzywizny;
B o n d e l e t  przyjmuje dla sklepień c e g l a n y c h :

1. dla półkola przy nadmurowaniu do szczytu . .

2. przy nadmurowaniu poziomem do połowy wysokości d0 —.J .

T) n 7) n n 7t
a następnie zbieżnem do s z c z y t u ............................ ^0 = 48

Dla sklepień z k a m i e n i a  ł a m a n e g o  należy wartości 
powyższe 1,5 do 1,6 razy powiększyć.

Dla sklepień c i o s o w y c h :
1. dla silnie obciążonych (mosty) d0 =  0,04 0,32 m
2. „ średnio „ . . .  cź0=O,O2Z+O,16»i
3. „ nieobciąźonych . . . .  d0 = 0 ,0 1 /+ 0 ,0 8 m
W  budownictwie przyjmuje się zwykle grubość sklepienia 

w kluczu dla sklepień w m urach:

rozpięt. sklep, półkoliste o d c in k o w e />  - r

do 2 m 0,30 0,45 n t
„ 3 m 0,45 0,45 do 0,60 m
„ 6m 0,60 0,60 „ 0,75 m
n 8m 0,75 0,75 „ 0,90 m

Wzory te*), jak  widzimy, różnią się bardzo, co łatwo 
zrozumiemy, bacząc na to, że grubość sklepienia nie zależy 
tylko o rozpiętości, ale od obciążenia i kształtu sklepienia.

*) W zory C r o i z e t t e - D e s n o y e r s ’a i inne, por. Mosty kam ienne 
wyd. II. s tr. 49.
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Dlatego wzory te mogą służyć tylko jako wskazówki przy 
tymczasowem przyjęciu grubości sklepienia. Dokładnie wyzna
czyć możemy grubość sklepienia dopiero po wyznaczeniu sił 
wewnętrznych, działających w sklepieniu.

§. 135. Grubość sklepień betonowych i żelbetowych.

Grubość sklepień betonowych może być mniejszą, niż skle
pień kamiennych lub ceglanych, bo dla betonu możemy dopu
ścić choć małe ciągnienie, linia więc ciśnienia może tu  nieco 
wychodzić z jądra o tyle, aby ciągnienie nie przekraczało 
2  do 3 kgIcm.2.

H o u s s e l l e  przyjmuje
d0 =0,2 + 0,022 r .................................... 631}

Jeżeli sklepienie zbudowaliśmy wedle linii ciśnienia, a także

dla płaskich sklepień odcinkowych ^ y  =  j , można dla mostów

drogowych zejść z grubością jeszcze niżej, możemy mianowicie 
przyjąć

d0 — 0,021 ( R3‘2\
d, =  (1,5 +0,0151) d0 J .........................  '

Jeżeli beton wzmocnimy siatką drucianą, to możemy je 
szcze mniejsze przyjąć wymiary, ale tylko ze względu na cię
żar ruchomy. W kładka żelazna wspomaga bowiem beton sku
tecznie zwłaszcza, gdy występuje ciągnienie, dla ciśnienia mniej 
je s t  potrze+ną.

Jednak natężenie na ciągnienie w sklepieniu występuje 
tylko, gdy linia ciśnienia wychodzi z jądra. .leżelibyśmy przy
ję li taki kształt sklepienia, że linia ciśnienia nie wychodzi
wcale z jądra, lub też wychodzi tak mało, że ciągnienie nie
je s t większe, niż 3 kg/cm'1, wkładki żelaznej nie potrzeba.

H o u s s e l l e  przyjmuje dla sklepień ż e l b e t o w y c h  
Moniera

dj =0,05 +0,01 r ...............................  633)

§. 136. Związek między linią ciśnienia a linią obciążenia.

Zastanówmy się teraz nad tern, jak i zachodzi związek 
między linią ciśnienia a linią obciążenia.
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Równanie 624) brzmi r 

Wstawiwszy cp=90—

H
yq  w st3<p 

otrzymamy r=  — H
yq  dost3 a '

Jeżeli oś sklepienia j est linią k o ł o 
w ą  (rys. 307), a linia ciśnienia ma wpa
dać na oś, to r  musi być stałem, a więc

H
Q- yr  dost3 a 

Dla klucza jest a n • H0, więc

—r  -

Rys. 307.

co wstawiwszy w poprzednie równanie, 
otrzymamy

<ł=q0 slecz3a . . . 634)
Jestto równanie linii obciążenia dla 

sklepienia kolistego. Dla. a = 90° jest 
siecz a =  co, więc g=co,  a zatem w sklepieniu półkolistem mu
siałoby być obciążenie na podporach nieskończenie wielkiem, 
aby linia ciśnienia wpadała na oś. Dla 
zwykłych obciążeń będzie więc linia ci
śnienia w sklepieniu półkolistem na pod
porach znacznie zbaczać od osi (rys. 308).
W ynika z tego, że sklepienia półkoliste 
nie są korzystne pod względem rozkładu 
natężeń i że korzystniejsze są sklepienia 
odcinkowe, gdzie największe a (rys. 307) 
wynosi 40° do 50", a najwięcej 70°.

Przy sklepieniach półkolistych trze
ba, jeśli to możliwe,
na podporze skupiać wielkie ciężary. Np. przy 
mostach dadzą się z korzyścią urządzić w tych 
miejscach wieżyczki, posągi i t. d.

W  razie, gdy sklepienie je st obciążone 
ciężarem skupionym w kluczu, to w tym 
punkcie linia ciśnienia załamuje się, wtedy 
obieramy dla sklepienia kształt o s t r o ł u k u  
(rys. 309).

Zbadajmy jeszcze linię obciążenia dla 
sklepienia e l i p t y c z n e g o  (rys. 310). Jeżeli 
w kluczu przyjmiemy początek spółrzędnych, toRys. 309.
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a więc dy =  
dx 

d \y  
dxi

b—y- Ai/TCa )
b x

■x*.

a j a 3— a:3 
ab

wreszcie

(a2—xWja'2—x2

636)

636)

d 2yJeżeli wartość za —— wstawimy 

z równ. 636) w równ. 622), to otrzy-

b2I I

ab yqm am y ---- :..=  =  —
(a2—x'i)^a'£- x 2

bez względu na znak
ab H

y(a~—x 2) V«2—x2 ' 
a więc ze względu na 635): 

b%H

a stąd

y(a L- x L) ( b - y )  ya2(b—

A więc dla klucza, gdy y — 0, q0= ----- , a stąd:y Ci

H =

637)

638)

Dla a = 6 =  r0 przechodzi to równanie w równ. 626). Je 
żeli wartość za H  wstawimy w 637). to

( b - y ) s q° l b - . v / '  ' vq=- 689)

Jest to równanie linii obciążenia sklepienia eliptycznego. 
Z powyższego równania otrzymamy dla b=--y, to jest dla węz- 
głowia, 2 =  00, podobnie jak  dla sklepienia kolistego.

§. 137. Przybliżone wyznaczenie linii ciśnienia w sklepieniu 
symetrycznem.

Sposób wyznaczenia przybliżonego linii ciśnienia najlepiej 
poznamy na przykładzie. Bys. 311 przedstawia połowę skle
pienia symetrycznego i -symetrycznie obciążonego, ab jest linią 
obciążenia, a, 6, sprowadzoną linią obciążenia, do której wy
kreślenia możemy użyć kąta proporcjonalnego. Sklepienie wraz 
z obciążeniem dzielimy na pewną ilość ' (na rysunku 5) równo
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grubych pasków. Dla sklepień płaskich przyjmuje się zwykle 
szerokość poziomą pasków stałą , dla silnie zakrzywionej osi 
dzieli się oś na równe części.

Środki ciężkości ich możemy bez wielkiego błędu przyjąć 
w połowie grubości pasków, w pionowych połowiących dzia
łają więc ciężary pasków P ,, P 2, P 3, P 4, P 5, proporcyonalne 
do długości tych pionowych cd. Szerokość sklepienia zwykle 
przyjmujemy w kierunku prostopadłym do płaszczyzny ry
sunku równą 1 m, a więc P, = q[b .y = e q n Pi = q%~biy—c^q% itd. 
Kreślimy teraz wielobok s ił ; wielkości sił P, P2..  . kreślimy 
w tonach wedle przyj ętej podziałki, wyznaczywszy ciężary 
paskówr. Ponieważ sklepienie jest symetrycznem, więc linia 
ciśnienia będzie miała w kluczu styczną poziomą.

Jak  wiadomo, linia ciśnienia jest statycznie niewyzna- 
czalną. Licząc wr przybliżeniu, robimy wTięc pewne przypuszcze
nia, mianowicie przyjmujemy jeszcze dwa punkty linii ciśnie
nia, punkty e i f  w środku szwów w kluczu i na podporze, 
gdyż, jak  to później udowodnimy, prawdziwa linia ciśnienia 
zbliża się jak  najwięcej do osi.

W. punkcie e działa zatem tylko siła pozioma H. Wielkości 
je j nie znamy, przyjmujemy więc tymczasowo dowolnie lub 
według równ. 625) lub 629) 11= 0 O, prowadzimy z O promie
nie i osobno wykreślamy wielobok sznurowy gih. Jeżelibyśmy 
wielobok ten zaczęli kreślić w e, punkt h nie wypadłby na f,
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Rys. 312.

linii ciśnienia je st H, który przecina się z wypadkową w l', 
więc jeżeli ostatni bok linii ciśnienia ma przechodzić przez f, 
to kierunek jego musi być f V . Kierunek wypadkowej sił Pi , 
P.,, P 3, P 4, jest k 'k ,  drugi bok więc będzie mW, ważny do w. 
"W ten sam sposób możemy i resztę boków wykreślić. Parcie 
poziome możemy teraz łatwo wyznaczyć. Zróbmy 5 O, iii', to

gdyż H  nie wyznaczyliśmy statycznie, lecz przyj ęlimy do
wolnie. Musimy więc zmienić TI tak, aby linia ciśnienia prze
chodziła przez e i f.

W tym celu przedłużamy boki skrajne wieloboku sznuro
wego aż do przecięcia się w punkcie l i wiemy, że w piono
wej przez l działa wypadkowa R  wszystkich ciężarów', działa
jących na połowę sklepienia. Pierwszy bok szukanej połowy
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Oj O jest parciem poziomem. Z Ox wykreślmy promienie, to 
kreśląc wielobok sznurowy równoległy do tych promieni z punktu 
e, przyjść musimy do punktu f, a ewmf je st linią ciśnienia.

§. 138. Sklepienie niesymetrycznie obciążone.

Przypuśćmy teraz, że sklepienie ACB  (rys. 312) je st do po
łowy obciążone ciężarem ruchomym. Chodzi o wykreślenie linii 
ciśnienia dla przypuszczenia, że linia ciśnienia przechodzi przez 
A, C i B. W  tym  celu kreślimy wielobok sił, przyjmujemy 
dowolnie biegun O, kreślimy promienie, a równolegle do nich 
wielobok sznurowy P , I I ' . . .  VIII'. Przypuśćmy na chwilę, że 
tylko lewa strona sklepienia AC  jest obciążoną, prawa zaś 
wcale nie (nawet ciężarem własnym), to linia ciśnienia po pra
wej stronie będzie prostą, a że musi przechodzić przez C i B, 
więc prostą BC. "Wypadkowa (?, ciężarów' T  II ' III ' I V  prze
chodzi przez M, na pionowej MS\ przecinają się wdęc skrajne 
boki wieloboku sznurowego, zatem ostatni bok musi być -¿Ą. 
Z tego wynika, że dla tego obciążenia powstanie oddziaływa
nie Wx i W2, które łatwo w wieloboku sił wyznaczymy.

Przypuśćmy teraz, że tylko prawa strona sklepienia CB 
je st obciążoną, linia ciśnienia po lewej stronie będzie prosta 
AC, wypadkowa G, ciężarów V  V I ' . . .  VIII' przechodzi przez 
N S2, ostatni bok wieloboku sznurowego jest CS2, oddziaływa
nia dla tego obciążenia Dx i Dv

Jeżeli teraz równocześnie obciążoną jest prawa i lewrn 
strona sklepienia, to w i  działają równocześnie Di i 11 ,̂ w J9 
D2 i W2, czyli w A A',, w B K 2, które łatwo z wieloboku sił 
wyznaczyć. K x i IC2 przecinają się w O,, który jest prawdzi
wym biegunem, z którego wykreśliwszy promienie, a równo
legle do nich wielobok sznurowy, otrzymamy linię ciśnienia, 
przechodzącą przez A, C i B.

Zupełnie tak  samo postępujemy, jeśli sklepienie samo jest 
je st niesymetrycznemu

Z rysunku widzimy, że linia ciśnienia jest po stronie 
obciążonej nad osią, po stronie nieobciążonej pod osia. Później 
wykażemy, że prawdziwa linia ciśnienia nie może mieć takiego 
kształtu, i że punkty dowolnie przyjęte A C B  trzebaby przy-
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jąć inaczej, mianowicie punkt A nieco niżej na prawo, zaś 
punkt B  nieco wyżej na prawo.

Zwrócić tu musimy też uwagę, że obciążenie sklepienia 
do połowy nie jest najniekorzystniejszem, lecz poza połowę. 
W  przybliżeniu możemy punkt e (rys. 313) znaleść zapomocą 
konstrukcyi, naznaczonej na rys. 313, której uzasadnienie i bliższy 
wywód podaliśmy w „Teoryi Mostów“ *). Wyznaczenie linii 
ciśnienia możemy i w tym wypadku wykonać, jak  poprzednio, 
przyj ąwszy trzy punktu linii ciśnienia a, c, b.

139. Siły zewnętrzne.

W  poprzednich paragrafach zrobiliśmy pewne dowolne 
przypuszczenia; aby tego uniknąć i wyznaczyć prawdziwą linią 
ciśnienia, musimy bliżej zbadać natężenia w sklepieniu i wy
nikające stąd odkształcenia. Ponieważ sklepienie jest tylko 
szczegółowymi wypadkiem łuku, więc cała dalsza teorya w celu 
•wyznaczenia prawdziwej linii ciśnienia odnosi się wogóle do 
łuku.

Niech A i a B i będzie linią ciśnienia dla danego obciążenia 
(rys. 314). Wypadkowa wszystkich sił zewnętrznych R  przecina 
przekrój K % K 2 w punkcie a i jeżeli aa ' je st małem, można 
przyjąć, że je st styczną w punkcie a' na pionowej przez O 
do linii sznurowej, której odległością biegunową jest składowa

*) Część II. Łuki i w ięzary.
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pozioma H. Wypadkową R  otrzymamy, składając oddziaływa
nie Oj z obciążeniem na długości A ' K ' =  C, z czego wynika,

że siły Oi , C i R  prze-

pionowy między osią a linią ciśnienia jest proporcyonalnym do 
momentu sił zewnętrznych, czyli innemi słow y: oś l u k u  j e s t  
z a m y k a j ą c ą  l i n i i  c i ś n i e n i a  (twierdzenie W i n k l e r a ) .  
Jeżeli chodzi tylko o wielkość momentów, a nie o środki ciśnie
nia, to chcąc uzyskać momenty w n  razy większej podziałce, 
przyjmiemy odległość biegunową n razy mniejszą. Odstęp środ
ków ciśnienia od osi jest wtedy n razy większy, niż w rzeczy
wistości. Otrzymamy wtedy wyraźny wykres momentów, któ
rego ograniczenie nie będzie już linią ciśnienia.

Jeżeli w odnośnym wieloboku sil poprowadzimy Oc // R, 
a OdH do stycznej do osi w punkcie O, wtedy Oc=R, Od=P, 
siłę p o d ł u ż n e j ,  cd=Q, sile p o p r z e c z n e j .

Jeżeli więc znamy w łuku linię ciśnienia, to możemy wy
znaczyć wszystkie siły zewnętrzne. Zadaniem naszem będzie 
teraz wykreślić dla każdego danego obciążenia odpowiednią 
linię ciśnienia.

Wiemy z §. 133, że dla określenia linii ciśnienia potrzeba 
wyznaczenia trzech, niewiadomych. W  tym celu albo uciekamy 
się do prawideł sprężystości i badamy odkształcenie łuku, łub 
też budujemy łuk w ten sposób, aby trzem danym warunkom 
zadość uczynić, urządzając p r z e g u b y  (n. Gelenk, fr. charniere, 
an. joint, cz. kloub, r. iier«ni), wprowadzone w użycie najprzód 
przez Gier b e r a .  Są to połączenia przegibne dwóch zupełnie

cinają się w jednym 
punkcie E. Moment sił 
zewnętrznych ze wzglę
du na punkt O jest 
równy momentowi wy
padkowej R  albo sumie 
momentów jej składo
wych H  i V; możemy 
więc napisać: il/l== H  y, 
gdy O ą '— ?i, bo V prze
chodząc przez O nie daje 
żadnego momentu. Wi
dzimy więc, że odstęp

J k

Rys. 314.
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odrębnych części, na które dźwigar został podzielonym, (nie 
zaś dwóch prętów tej samej belki).

Jeżeli w któremkolwiek miejscu łuku urządzimy przegub, 
obie części dźwigaru mogą być tylko wtedy w równowadze, 
jeżeli w miejscu przegubu jest moment = 0 , gdyż inaczej mu
siałaby się część jedna około osi przegubu obrócić. Jeżeli zaś 
31—Hi] — 0, to rj—0, więc linia ciśnienia musi przechodzić przez 
przegub. Urządziwszy więc n przegubów, otrzymujemy dla 
równowagi jeszcze n  równań, wyrażających, źe momenty sił 
zewnętrznych dla tych punktów są równe zeru. A że, jakto 
przedtem udowodniliśmy, dla łuku brakują nam trzy  równania, 
więc urządziwszy trzy przeguby w łuku, możemy siły ze
wnętrzne zupełnie dokładnie wyznaczyć. ~W praktyce spotykamy 
łuki żelazne o trzech, o dwóch przegubach i bez przegubu, 
w sklepieniach w nowszych czasach używamy także dwu lub 
trzech przegubów. Ł u k  t r ó j  p r z e g u b o w y  (n. Bogentràger mit 
drei Gelenlcen, fr. arc à trois articulations, an. three-hinged arch, 
cz. obloulc o trech kloubech) jest statycznie wyznaczalnym. Dla 
łuków i sklepień d w u p r z e g u b o w y c h  (n. Bogentràger mit 
Kampfergelenken, fr. arc avec deux charnières, an. arch with 
hinged ends, cz. obloulc o dvou kloubcch) i b e z p r z e g u b o w y c h  
(n. Bogentràger ohne Gelenke, fr. arc sans articulations, an. 
hingeless arch, cz. oblouk bez kloubu), musimy się uciec do pra
wideł sprężystości, jak  to wyżej wspomnieliśmy.

Niech będzie ACB  (rys. 315) osią łuku, którego długość 
od przekroju C nazwijmy s=CD, kąt zaś nachylenia stycznej

w punkcie D do pozio-

140. Odkształcenie łuku.

zmienią się o Acp i As.

mu niech będzie cp. W  sku
tek obciążenia lub zmia
ny ciepłoty ilości cp i s

Nim je  wyznaczy
my, określimy zależność 
ilości s i cp, mianowicie 
otrzymamy, j eżeli s wzro
śnie o ds = DG

Bys. 315.
dy — — ds wst (p J-
dx = dsdosb cp \
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Przy odkształceniu zmieniają się te wszystkie długości, 
gdy więc A s nazwaliśmy zmianę długości s, to nazwiemy Ads 
zmianę długości ds. Różniczkując równanie 640), otrzymamy: 

A dx= —4 cis dost cp—dsAtp wstęp,
A dy=  ¿Stóswst tp—cis4<pdost<p, 

a wstawiwszy za dost tp i wst tp wartość z równ. 640), otrzy
mamy :

A ds+Acp dy = dAx,

Ady- Ads
ds d y—A(pdx = dAy,

gdyż z powodu, że odkształcenia te są bardzo małe, możemy
przyjąć A d x  — d A x  i A d y — d A y .  Całkujmy teraz te równania, to

. ? xA d s  , (**. , '
A x  «= \ —— -  dx  +  \ Acp d y

Ay-
■ M - i

Atpdx
641)

JO Jo
Ads jest to zmiana długości nieskończenie małej cząstki 

łuku ds, a iloczyn jest więc względną zmianą długościCCS
łuku, możemy zatem napisać wedle równ. 34) i dla zmiany 
ciepłoty o ¿° C, gdy a oznacza spółczynnik rozszerzalności,

v 'A ds P
=  — -¡m H-«t =  ds EF E “f" dt'# 642)

Dajemy znak —, bo P, oznaczając ściskanie, skraca łuk.
Dla wynalezienia A <p musimy wyznaczyć działanie momentu M.

W skutek działania momentu M  zmie
nia się kąt d<p o' A dtp, (rys. 316). 
Z tego wynika, że D‘ L ' =  ds^ prze
dłuża się o Adst , a przedłużenie to 
możemy wyrazić analogicznie do

równ. 34) Ads *V gdy Vcis, E  
oznacza natężenie wskutek działania 
momentu M  w warstwie odległej o v 
od osi obojętnej. Wstawiwszy wartość 
za vv"  z równ. 600) otrzymamy:

4ds,==—^ r d s , . 643)
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A ds. M
Z rysunku widzimy, że Adsi =vAd(p, yvięc Adcp=> ds,,

a stąd: '  ( lF  =  _   644)
ponieważ ds, —ds.

Z uwzględnieniem krzywizny otrzymał ' W e y r a u c h :
Ads ( M \  1
*  ( '  ' r h . F .......................... 640)

Pt . . . 646)
ds E l  \ r  )E F r  1

Całkujemy teraz równania 642) i 644) i mamy :
r x P

A* —  \ W Ł *

A(P = ~ \  j f i  d s

647)

Gdy kształt łuku jest dany, wtedy znana jest zależność 
między zmiennemi x, y, s i tp i zapomocą powyższych równań 
możemy wyznaczyć odkształcenie łuku.

141. Wyznaczenie trzech warunków.

Ł u k  b e z  p r z e g u b  o w y  je s t to łuk, którego oba końce 
są tak utwierdzone, że styczne podporowe się nie zmieniają.

Ponieważ w łuku takim obie podpory 
zwykle są stałe, więc dla x = l możemy 

& napisać trzy następujące równania:
A x= 0, 4 y = 0, Atp=0. . 648) 

Jeżeli podpory nie są zupełnie 
stałe, to mogą powstać pewne odkształ- 
cenią Ax, Ay, Atp, które albo wprost 
znamy, albo też j e zakładamy. W  każdym 

razie te trzy równania wystarczą do wyznaczenia sił zewnętrz
nych, jak  to udowodniliśmy wyżej.

Niech ACB  (rys. 317) przedstawia oś łuku, to pierwsze 
równanie możemy ze względu na równ. 641) napisać, zało-

ęn A ds CJ1
żywszy, że mamy dane Axu 4®, =  ! ~ ^^ d x  +  V Acpdy, albo

 ̂ ?BAds ( .  \ B C* dA<p . całkując częściowo 4 z, ==V d s -{-^47). y j — \ y ^  ds.
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Dla A i B  jest y — 0, więc drugi wyraz odpada i możemy 
napisać:

, f" dAcp ,A x. =-= \ — dx— \ y ----- cis..) ,l ds ,)A ds
Wstawmy teraz wartości z równ. 642) i 644), a otrzymamy

■ '• • 649>

E  je st liczbą stałą, a dla przekroju stałego możemy I i  F
także wyłączyć przed znak i napisać, gdy Ax , *=$, 

ęn TC'1
\ M yds— ~ \ Pdx= 0..........................  650)
<1 a  I  J a

Z  uwzględnieniem krzywizny otrzymuj e M ü l l e r  B r e s l a u  
C» M yds C R P  (  ds \ , ßR1.
•V, e t ' * * • ( » ' , - • " )  J j ! -- • ' 651>

Gdy promień łuku jest wielki, a Axi =0, równ. 651) prze
chodzi w równ. 650).

K e c k  liczy jeszcze dokładniej i otrzymuje, jeżeli Axj li
czymy od pewnego punktu osi, dla którego rzędne są iCj i y v
C'!M (y<—y)ds Cn M dx C" P (y, —y . , \  .
J ,   ' E l 1  + \ AE F r + ) a E f {  r V ^  d x ^ - A x , .  652)

Dla y i = 0  i r  wielkiego przechodzi to równanie w ińwn. 651). 
Dla łuków nie bardzo grubych, gdy I  j est małem, drugi 

wyraz równ. 650) daje stosunkowo tak małe wartości, że mo
żemy wpływ siły podłużnej P  opuścić i w przybliżeniu napisać

My d s = 0 ..................................  653)

dxJeżeli zaś przyjmiemy nie I  stałe, lecz P = I ~ =  id o s t a,

to znaczy, jeśli przyjmiemy, że moment bezwładności, a więc 
i grubość łuku ku podporom, się zwiększa, to z równ. 651) 
otrzymamy dla 4 r, = 0  po opuszczeniu wpływu siły podłużnej

^ M y d x = 0 ..................................... 654)

W  ten sam sposób postępując, otrzymamy z drugiego 
równania 648) dla Axj —0

CR I  CBj  M xds+  — \ P d y= 0. . . . .  655)

Statyka. 26
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Z uwzględnieniem krzywizny j esfc wedle M ii 11 e r a
B r e s l a u a  ogólnie:

■ • 65G)
które to równanie dla wielkiego r  i stałego E. I, F  i 4?/, = 0  
przechodzi w równ. 655).

K e c k  otrzymuje dokładniej:
[V M {x ,-x )d s  , f i Mdy / [ " P i .  ^  — x , \  ,

t i  +  • + 1-, 66l)
Dla Zj = 0  a ?■ wielkiego przechodzi to równanie w równ. 656). 
Jeśli opuścimy wpływ siły podłużnej, to otrzymamy

z równ. 655)  ̂ Mxds =  0 , ...............................  658)

(M <

względnie dla stałego P \ 3 Ixdx  =  0 ................................  659)
J a

Trzecie równanie brzmi Acpi — 0; według równania 647) 

0 - 4 9 , = = — J -g jd s ,  . . . .  660)

f 1!dla przekroju stałego j  M d s = 0 , .................................... 661)

a dla stałego P ^ 3 Id x = 0 ......................................  662)

Wedle M u l l e r a  B r e s l a u a  otrzymamy z uwzględnie
niem krzywizny

¡ŷn.■ • ■ ' 663>
K e c k  otrzymuje dokładniej

f "M ds  r P  f Mds Ą 
J,, E l  + )E F r Ą')E r * F  ^  ' ‘ * ‘ ^

które to równanie przechodzi dla wielkiego r i stałego I  w rów. 661).
JSTa trzech zasadniczych równaniach 650), 655) i 660), 

względnie przybliżonych bez uwzględnienia krzywizny i siły 
podłużnej równaniach 954), 658) i 662), polega cała dalsza 
teorya belek łukowych, a więc i sklepień.

§. 142. Wyznaczenie prawdziwej linii ciśnienia.

Ta linia ciśnienia je st prawdziwą, która wypełnia wszyst
kie trzy powyżej podane warunki, a że brakowały nam tylko
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trzy  równania, więc teraz mamy tyle równań, ile niewiado
mych, a zatem niewiadome dadzą się ściśle wyznaczyć. L inia 
ciśnienia jest więc zupełnie wyznaczalna temi równaniami.

Będziemy teraz szukać tej prawdziwej linii ciśnienia, od
powiadającej trzem warunkom, a to w ten sposób, że najprzód 
wyszukamy linię ciśnienia, odpowiadaj ącą j ednemu warunkowi, 
potem zmienimy ją  tak, aby nie przestając odpowiadać pierw
szemu wąrunkowi, odpowiadała i drugiemu, a nareszcie i trze
ciemu.

Każdy wielobok uważać możemy jako wielobok sznurowy 
dla pewnego obciążenia, a więc i oś A CB (tabl. IV.) niech bę
dzie wielobokiem sznurowym dla pewnego obciążenia i parcia 
poziomego. Przypuśćmy dalej, że L K  je st linią zamykającą, dla 
belki prostej, obu końcami utwierdzonej, to wtedy odstępy pio
nowe między L K  a osią będą dla pewnego parcia, poziomego 
równe momentom M, a na mocy 1’ównania 662), które tu  także 

cif
je s t ważnem  ̂ Mbdx—0. Bówn. 662) bowiem powstało z wa

runku A <pi =  0, który i tu  musi być wypełnionym (por. §. 189).
Niech będzie a' a \  a '2. . . a ' u  prawdziwą linią ciśnienia 

i przypuśćmy na chwilę, że linia ta jest także wielobokiem 
sznurowym dla tej samej belki prostej obu końcami utw ier
dzonej i tego samego parcia poziomego, co wielobok b, ale dla 
danego rzeczywistego obciążenia, i że linia L K  je s t znów linią 
zamykającą. W tedy odstępy między linią zamykającą a wielo
bokiem a będą równe momentom Ma i tu  będzie także:

=   .

Wiemy, że dla łuku linią zamykającą je st oś łuku, więe 
momenty dla łuku będą :

M  =  Ma — Mb, ................................ 665)
ja k  to z rysunku widzimy.

Pomnożywszy to równanie przez xd x , otrzymamy 
Mx dx -  Ma x dx—Mb x d x .

Scałkujmy to równanie, to
\M xd x=  \Max d x — \M,,xdx==0 

według równania 659), a zatem :
\Maxdx— \M,.xdc . . . . .  666)



Analogicznie możemy napisać na podstawie równań 653) i 662)
j’jl/o y  dx — j-Mi. y  d x ................ 667)
i J j / a d x —^Mi d x ....................  668)

Te trzy  równania posłużą, nam do wyznaczenia prawdzi
wej linii ciśnienia *), a mianowicie w równ. 666) i 668) zro
bimy obie strony równania = 0 , przezco będą też sobie równe.
W  tym celu dzielimy najprzód rozpiętość na równą liczbę części 
(na rysunku na 10 części); rozpiętość jest tu  ¿=16»?, strzałka

Iccf
f=  3 m, da ~  1 m, di =  1,8 m, nadsypka 1 m, ciężar ruchomy 1200-—.

t t 1200Jeśli ciężar kamienia jest 2,4—2, nadsypki 1,6—2, to h„ =  =

=0,75 m.
Widzimy, że tu  pasek szósty nie jest cały, lecz tylko, do 

połowy, obciążonym. Możemy albo przyjąć, że obciążony je st 
on całkowicie na całej długości połową ciężaru, albo licząc do
kładniej, podzielimy pasek piąty na dwie części 6a i 64, co do 
których będziemy pamiętać, że szerokość ich jest o połowę 
mniejszą, a więc w rachunek zawsze przyjmować będziemy 
tylko połowę rzędnych tych pasków, albo też rzędną jedną 
średnio arytmetyczną.

Ciężar stały jednego paska i ciężar ruchomy działają 
w praktyce dość dokładnie w pionowej, połowiącej ten pasek 
wyjąwszy pasek 6, który jest tylko do połowy obciążony cię
żarem ruchomym, tak że ciężar lewej połowy paska 

=  2,4 x 0 ,8 x 2 ,17 =  3,73 t, „ prawej „ „
Pj,= 2 ,4 x 0 ,8 x 1,70 =  2,92 t, a wypadkowa P G=  6,65 i dzieli sze-

J- P l +  T Prokość paska w stosunkuz= —----——- -==0,47. Odstępy więc cię-
6. . 

żaru P 6 od sąsiednich kierunków, mierzone po prostopadłej do nich,
wynoszą (0,47 +  0,5). 1,60=155 cm i (0,53 +  0,5) .1,60 =  165 cm. 
Otóż wykreślamy te kierunki sił działających P ,, P2. . .P 10 oraz 
wielobok sił dla danego obciążenia. Tu przypuściliśmy,, że 
obciążoną je st ciężarem ruchomym lewa połowa sklepienia 
i część p n w d ,  mianowicie na długości 0,55 8,80 m, wykre
ślamy więc według §. 132. sprowadzoną linią obciążenia i wy-

*) Porów. Burr. Suspension bridges arch ribs and cantilevers, Nowy 
Y ork 1913, str. 284.
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znaczamy ciężary pasków. N. p. ciężar paska pierwszego je s t 
2 ,4x 1,6X 1 x 4,6=17,66 t. Reszta ciężarów będzie proporcyo- 
nalną do średnich wysokości pasków.

Przyj ąwszy tymczasowo biegun w punkcie D, "kreślimy 
promienie i w zwykły sposób wielobok sznurowy ENF. Teraz 
szukamy linii zamykającej, któraby zadość uczyniła równaniu

0,

co znaczy, że powierzchnia między linią zamykającą a wielo- 
bokiem sznurowym a ma być = 0 , oczywiście, gdy uwzględnimy 
znaki rzędnych.

Jeżeli I ' je st zmiennem, to według 649) mamy zamiast M

wyraz — we wszystkich następnych wzorach, więc za

miast —ds.

Wykreślmy teraz najprzód prostą Li iT3, równoległą do EF, 
oceniwszy na oko, że powierzchnia między L3 K 3 a ENF=  0. 
Dolarze także użyć w tym celu linii prostej, wykreślonej na 
kalce, którą przesuwamy równolegle do linii EF, aż po
wierzchnie po obu stronach linii będą równe. Gdyby linia ci
śnienia była parabolą, to Ls K 3 przechodziłaby w 2/3 wysokości 
w środku.

Teraz sprawdzimy, czy rzeczywiście  ̂ Ma dx — 0.

Jeżeli nazwiemy odcinki pionowe między wielobokiem a 
a  zamykającą v, to powierzchnia momentów

Ą F  p e + ... +a+a .,+a$a.o>w .+ 
+'i.pA,OSeFpe+ . .. F

j ^ e j ^  p v 2 +  . ■. + v 9 +  y10 + y°‘, Vi ~ ^ 11— — +

-f 0,015 (v7 — v5)J =  e.wz..........................  669)

Dodawanie rzędnych v możemy uskutecznić cyrklem i w ten.

( 22 2 \16,2— —0,15.4, Oj =e .  10,59.



Ponieważ powierzchnia nie' je st = 0, posuniemy prostą 
L3K 3 do góry o długość

i a - l A  !£i” _ S ..........................  670)
l en n

r rr 1°,59W naszym wypadku przesuwając L3K3 o aa— ~  jq

=  1,06 mm  w górę, otrzymamy prostą L2 K 2, a powierzchnia 
będzie teraz dokładnie = 0 .

f"Chodzi teraz o to, aby j  Maxdx—0, tj. aby moment sta

tyczny tej powierzchni ze względu na A E  był ==0. Obliczmy 
moment statyczny tej powierzchni, rozkładając ją  na trapezy 
i  przypuszczając, że środek ciężkości trapezu je st w połowie 
szerokości. Otrzymamy w ięc:

s _ ^ X ± . { - +^ . e A e A ^ . e . 2 e + .. .+  

+  « . i  « +  ■ 0,97 e .4,986 e + E A  ■ 1,08 6,986 +
A A A

+ & + S 1 7 M . . . . n l Ł ^ l . , . 9 2 -9 ,76e-  

f ó  + +  (1 + 2)», +  (2 + 3)», +  (3 +  4) t.,+  (4+4,84)», +  

+  (4,84+6,16) v6 +  (6,16+7) v7 +  (7 +  8) v& +  (8 +  9) v9 +
/„ 9,76\ 9,75 1

+  ( 9 +  ~ V j
po wstawieniu wartości za v będzie w m m 3:

y>2 /  D O  q

£ =  2  ( x 22- 3 x  6>2 + 6 X 4,8+7 x  11,4 + 8,84 x  14,8 +  

+11,0 x  14,5 +13,16 x 11,0+15 x 4 ,9 -1 7  x  6,0-13,875 x  21 +  

-4 ,8 7 5  x  31,9 j= - |- ( -5 9 6 ,36 +  612,39)= +8,02e2.

Musimy więc moment statyczny powierzchni pomniejszyć
0  S =  8,02 e2 m m 1 przez to, że prostą L2 K 2 obrócimy około punktu
1  o pewien k ą t odwrotnie do ruchu wskazówek na zegarze, aż 
przyjdzie w położenie Li K i .

Moment statyczny, jak i przez to powstanie, ma być:
— +  ILi L2 i  l—IS i K 2 4 Z= - |  l . IL i L2 =

+  " 2
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Tu otrzymamy L, L.l =  =  0,48 mm. A że JA, K„ = IL, L2j(lUe)
■więc warunek pierwszy nie został naruszony. Linia zamykająca 
L i K, odpowiada więc teraz dwom pierwszym warunkom.

Teraz szukamy linii zamykającej dla osi łuku jako wie
loboku sznurowego w ten sam sposób i znajdziemy LK , równo
ległe do AB, bo jeżeli suma powierzchni momentów jest równa 
zeru, to z powodu symetryi drugi warunek będzie już przez to 
także wypełniony. Środek ciężkości bowiem tak ujemnej części 
powierzchni, jak  i dodatniej, leży w prostej CD, a że te po
wierzchnie są równe, więc momenty statyczne muszą być równe

'  \ JIz przeciwnym znakiem, a zatem \ Mb x dx -  0.
•Li

Chodzi jeszcze o wypełnienie trzeciego warunku; 
rn ca
\ Ma y dx S=3 \ Mby dx.
•JA •> A

Rzędne ac wyobrażają nam, jak  wiemy, momenty Ma, 
Uważajmy Ma jako siły, działające poziomo w odpowiednich 
punktach osi b, oddalonych od linii A B  o y  np. a, c, w b ,, a2 c.2
w bt itd., wtedy otrzymamy łatwo  ̂ May dx, wykreślając na

dowolnej poziomej wielobok sił /"0 /j . . . 0 /j,, a potem wielobok 
sznurowy. Powierzchnie przedstawiają się tu  jako trapezy 
i trójkąty. Środki ciężkości znajdują się w jednej trzeciej lub 
w przybliżeniu w połowie podstaw. Zatem od f9 odcinamy 
fQ fi =-|-w,, f, f  ,= u2, /2 f3 f3 f% w przeciwnym kierunku = u k 
itd., a ponieważ powierzchnia momentów powinna być równa 
zeru, więc ostatni punkt wieloboku zejdzie się z punktem fu.

Przyj mmy odległość biegunową dowolnie równą ń, i po
łączmy biegun S, z Avszystkimi punktami wieloboku sił, z punk
tów i 1} k2 itd. ponad środkami ciężkości trapezów poprowadźmy 
poziome i wykreślmy wielobok sznurowy URW. Z §. 7. wiemy, 
że odcinek UW  prostej równoległej do wypadkowej między 
skrajnymi bokami wieloboku sznurowego URW , pomnożony 
przez odległość biegunową h ,, równy je st sumie momentów sta
tycznych sił Ma, więc według równań 4) i 181)

u | v = i ( V y d x ...............................  672)llj J a

.....................................671)
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ri>
To samo robimy, chcąc wyznaczyć \ Mby dx.

Ja
Tu Mh są równe rzędnym między osią łuku a linią zamykającą 
LK. Wykreślmy w ten sam sposób wielobok sznurowy czyli 
raczej z powodu symetryi tylko połowę wieloboku, a otrzymamy

m ,^ ~ \ 1>Mhy d x  . . . . .  673)
^ a

Aby zadość uczynić równaniu 667), musiałoby być:

 ̂ May d x =  ^ Mhyd x  czyli 2 h, R T —h, . UW, albo

2RT=U>7    674)

Rzeczywiście jednak 2 R T ^  UW, więc aby uzyskać równi. 674),
musimy, ponieważ 2i27’ jest dla danego kształtu łuku stałem, 
zmienić tak UW, aby U W =2RT. ^

%W  naszym przykładzie jest 2RT<.UW, a mianoAvicie po
ił /nieważ 2 R T — ' . UW, Avięc UW  trzeba n  razy zmniejszyć. Po-n

.  1 f"
niewaz UW— . \ May dx, Avięc UW będzie n razy mniejsze, je- 

f i , J .1
żeli Ma czyli rzędne wieloboku sznurowego a zmniejszymy n 
razy. Rzędne zaś wieloboku tego będą 7i razy mniejsze, jeżeli 
do wykreślenia go użyjemy odległości biegunowej n  razy wię-

UW-sze], a zatem =
- - ■.' *? ''

Teraz dwojaki jest sposób wykreślenia prawdziwej linii 
ciśnienia, albo mnożymy wszystkie rzędne wieloboku a przez 
1 2 R T wykreślamy je według znaku powyżej lub poniżej7Z Lj rr

linii LK, albo wy znaczy w szy prawdziwą odległość biegunową, 
szukamy takiego bieguna, aby linie zamykające obu wielobo- 
ków zeszły się razem i aby można jeden na drugi położyć. 
Wykreślmy dowolny kąt POP', zróbmy OP— UW, OP' = 2RT, 
odetnijmy potem odległość biegunową b na OP' do punktu D' 
i wykreślmy D 'D "  równolegle do PP', a będziemy mogli na
pisać.:

o d " - o d - . " - o » . ™ - * - * -

Pra-wdziwą odległością biegunoAvą jest A e ię c  OD" = b'.
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W edług pierwszego sposobu mamy pomniejszyć wszystkie 
rzędne Ma w stosunku 0P: OP', co zrobić możemy zapomocą 
kąta proporcyalnego POP'. Sposób ten je st łatwy i dokładny; 
jako próbę użyć możemy drugiego sposobu, a to jak  następuje: 
Kreślimy I)FS równolegle do Lx JT,, przezco otrzymujemy 
OF, F, i F, 10=  F2, oddziaływania pionowe belki prostej. 
Z punktu Fy kreślimy poziomą F\ D " , równoległą do zamyka
jącej LK, gdyż LyKy musi być poziomą, jeżeli chcemy położyć
wielobok a na wielobok b i uzyskać M  — Ma — Mb i robimy
F,Dy — OD". D , jest wtedy praAvdziwym biegunem, gdyż 
odległość biegunowa F, Dy = O B" = b', a równoległa do nowej 
zamykającej L K  dzieli wielobok sił na Vx i V.2. Teraz kreślimy 
promienie i linią ciśnienia. Punkt początkowy a', a może i wię
cej punktów, jako kontrolę wyznaczamy według poprzedniego 
sposobu.

Drugą próbą rzetelności konstrukcyi je st ta  okoliczność, 
że punkty przecięcia się wieloboku a z linią zamykającą m i n  
leżą w pionowych punktach przecięcia się linii ciśnienia z LK— 
m ‘ i n'. Dalej boki skrajne wieloboku sznurowego muszą się 
przecinać w pionowej przez środek ciężkości wszystkich cięża
rów QG', a nakoniec sumy powierzchni powyżej osi i poniżej
osi musza być sobie równe.

Otrzymawszy tak prawdziwą linią ciśnienia, mamy mo
m en ty  ze względu na oś M —bz, jeżeli z oznacza pionowy od
stęp między osią a linią ciśnienia.

Chodzi jeszcze o największe natężenie, które obliczymy

największe dla największego P lub największego e. Na tablicy 
je s t P i c  największe na podporze A. Dla szwu gl, prostopa
dłego do osi w A, znajdziemy P, robiąc orljgl, a Dy?-II do 
stycznej do osi w Ą,to P =  B, ?-=84,0 ¿=84000 kg. Dalej mamy 
0 =  ̂ 0'= 0 ,18  w = 18cw , h —1,7 m —110 cm, więc

a więc dla muru kamiennego natężenie stosowne. To samo 
zrobiliśmy wykreślnie. Gdybyśmy chcieli otrzymać wynik do

według Widzimy, że v\ może być
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kładniejszy, to otrzymalibyśmy dla stałego V z wzorów 654), 

658) i 662), wstawiwszy I '—I ~  i F' = F —,

s: Mdx=Q
rn ji ęn
\ Mxdx + —y P d y  >=0
'B  t,  ę n

M ydx— —\ Pdx= 0

675)

l r ^ > o . r

Z tego widzimy, że pierwszy warunek j  Madx— ( Mbdx—0 

je st dokładny, żadnej zmiany tu  nie trzeba.
ds

W  drugiem równ. 675) wstawmy P =  > jeżeli [Q] ozna

cza siłę poprzeczną, a otrzymamy 
Cn f"j  Mxdx—a ' - \ [Q ]ds=0 albo w przybliżeniu

 ̂ M xdx=a, 'l \ [Q\dx . . . . .  676)

Jeżeli więc w zwy
kły sposób -wyznaczymy 
powierzchnie momentów 
a i b, to jeszcze należy 
w każdym punkcie a 
siłę poprzeczną [Q] od
ciąć pionowo od pewnej 
poziomej AyBy (rys. 318). 
Końce tych rzędnych

f "połączone dadzą w ogólności linię krzywą A., B2, a  ̂ \ Q \dx —

=  powr. A, A 2 B2 B , . Dla obciążenia zupełnego je st ta powierzch
nia dla łuku parabolicznego równa zeru. a zwykle bardzo mała-

l l P " ..............
Jeżeli łuk je st symetryczny, to \ Mbxdx+0, -więc

( Maxd x= —pow[Q]
J A

677)

a nie jest równe zeru, jak  to pierwej robiliśmy. Z uwzględnie
niem tego robimy obrót L., K., w położenie L, K ,.
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Trzecie równanie 676) możemy napisać zważywszy, że

P — H —, \ Mydx — a '2H \ ds = 0, albodx Ja ja

1 Mij dx <=an  H ł ...............................  678)
A

jeżeli ł  oznacza długość łuku.
Otrzymamy więc z 672) i 678) h ,■ UD—a,2Hł^=hi 2 Ct, więc

U D ^ 2 C t+ Ĉ ~  . . . . .  679)
h\

Jeżeli to równanie się nie ziszcza, to należy UD, zatem 
odległość biegunową odpowiednio zmienić, aby zadość uczynić 
temu równaniu.

Różnica w wielkości parcia poziomego przy zastosowaniu 
tych poprawek jest jednak zwykle tak  mała, że w zwyczaj
nych wypadkach nie potrzeba uwzględniać wpływu siły po
dłużnej P.

§. 143. Położenie powierzchni momentów.

Niech będzie AGB  (rys. 319) osią łuku, A ± D B Y prawdziwą 
linią ciśnienia, to rzędne między temi dwiema liniami będą,

j ak wiemy, proporcyonalne 
do momentów. Pierwszy

C’>
warunek \ M xdx=  0 ozna

cza, że suma powierzchni 
dodatnich jest równa sumie 

R y s . 319. powierzchni ujemnych tj.
poniżej osi leżących. Drugi

i trzeci warunek brzm ią:

ij M xd x= 0  i ^ M y d x —0,

co da się słowami tak w yrazić: m o m e n t  s t a t y c z n y  p o 
w i e r z c h n i  u j e m n y c h  m u s i  b y ć  r ó w n y  m o m e n t o w i  
s t a t y c z n e m u  p o w i e r z c h n i  d o d a t n i c h  t a k  z e w z g l ę -

cn
d u  n a  oś o d c i n k ó w ,  j a k  i r z ę d n y c h .  \ M ydx  nie ozna

cza wprawdzie momentu statycznego powierzchni momentów 
ze względu na AB, bo y  oznacza odstęp punktu osi od AB. Ale
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ęr>
różnica je st bardzo małą tak, że możemy \ Mydx uważać w przy-

J A
bliżeniu jak  moment statyczny. Wiemy, że moment statyczny 
jest iloczynem z powierzchni przez odległość środka ciężkości 
od danej linii, a więc gdy powierzchnie dodatnie i ujemne i ich 
momenty statyczne są równe, to i odległość środka ciężkości 
powierzchni ujemnych i dodatnich od obu osi musi być równą, 
czyli innemi słowy: ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  c z ę ś c i  u j e m n y c h  
m u s i  w p a d a ć  n a  ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  c z ę ś c i  d o d a t n i c h .

Aby tego ostatniego warunku dopełnić, musi linia ciśnie
nia przecinać oś najmniej w trzech punktach, bo jeżeliby prze
cinała tylko w dwóch punktach, to otrzymalibyśmy dwie części 
tego samego znaku, a wyżej lub niżej jedną część przeciwnego 
tak, że środki ciężkości nie mogłyby się schodzić.

Powyższa ulepszona metoda B u r r a  wyznaczenia prawdzi
wej linii ciśnienia zaleca się zwłaszcza tern, że jest bardzo 
przejrzystą i jasną, a nadewszystko ogólną.

Jeżeli uwzględnimy skrócenie osi wskutek siły podłużnej, 
to otrzymamy wedle K e c k a * )  dla sklepienia parabolicznego 
podniesienie się linii ciśnienia w kluczu o c, a zniżenie na pod
porach o 2 c, przyczem

jeśli d  oznacza grubość a f  strzałkę sklepienia.

§. 144. Ciśnienie sklepienia na krążyny.

Przy budowie sklepień używamy osobnego rodzaju ruszto
wań, które mają podpierać niedokończone jeszcze sklepienie, 
dopóki nie założymy klucza, poczem już sklepienie nie potrze
buje podparcia. Rusztowania te  nazywamy k r ą ż y n a m i  (Lehr
gerüst,| fr. cintre, r. Kpyncano).

Aby obliczyć wymiary krążyn, musimy poznać ciśnienie, 
jakie wywiera sklepienie podczas budowy na krążyny.

"Wszystkie klińce nachylone pod kątem mniejszym do po
ziomu, niż kąt tarcia wynosi, nie cisną wcale na krążyny, do
piero gdy ß > Q  (rys. 320), khniec ciśnie na krążyny i wywo

*) K e c k :  Elastizitätslehre st. 338.
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łuj 0 oddziaływanie P  pmostopadłe do podniebienia. Zastanówmy 
się nad równowagą klińca takiego abcd. Ciężar jego G działa 
w środku ciężkości S, klińce leżące na danym klińcu wywierają 
ciśnienie N, działające także pod kątem tarcia. Siły N, Nu C 
i P  muszą być w równowadze i dać się złożyć w zamknięty

wielobok sił. Jeżeli N  jest dane, C 
obliczamy, kreślimy A B  = N  i BD= C, 
wypadkowa tych dwóch sił jest AD, 
z punktu ich przecięcia się f  kreślimy 
fh\\AD do przecięcia się z siłą P, 
którą z poprzedniemi składamy. Kie
runek wypadkowej N, znamy, bo 
działa ona pod kątem tarcia q do 
prostopadłej na ad, kreślimy więc 

Rj's. 320. DEUgh i otrzymujemy w wieloboku
sił D E = N , i A E —P. Znając teraz Nx, 

możemy wyznaczyć w ten sam sposób ciśnienie następnego 
klińca na krążynę.

Jeżeli punkt g wypada zewnątrz przekroju, to konstrukcya 
ta nie jest ważną. W tedy musimy przypuścić mniejszy kąt ta r
cia, niż q, — albo, co na jedno wychodzi, obrać punkt g blisko
krawędzi a. Możemy przyjąć ag =  2 do 5 cm.

W  rys. 321 zrobiliśmy tę konstrukcyę dla sześciu klińców 
A, B, C, D, E  i F. Zaczynamy od najwyższego klińca F. Tu, 
rozumie się, 1V= O, a siły P, i (7, przecinają w 5 \ , skąd pro
wadzimy 2V, pod kątem q do prostopadłej na szew ab. Prze
prowadziwszy tak konstrukcyę dla wszystkich 6 klińców, otrzy
mamy w wieloboku sił Pu  P 2, P 3, P 4, P5 i PG- Z) rysunku wi
dzimy, że proste, przedstawiające ciśnienia N, są zbieżne, a ci
śnienie P  ku dołowi coraz mniejsze. Dodajmy jeszcze jeden 
kliniec G, którego ciężar jest CQ, to z powodu zbieżności pro
stych, przedstawiających ciśnienia N, otrzymamy odnośne ci
śnienia na krążyny P  mniejsze, niż w pierwszym przypadku. 
A więc n a j - w i ę k ś z e  c i ś n i e n i e  n a  k r ą ż y n y  p o d  p e 
w n y m  k l i ń c e m  p o w s t a j e  z a w s z e  w t e d y ,  g d y  j e s t  
on  n a j w y ż s z y m  k l i ń c e m .  Ciśnienia te największe Avzra- 
stają ku kluczowi. Z rysunku widzimy, że przez dodanie klińca G 
ciśnienia, wywarte < przez poprzednie klińce, maleją, a kliniec A 
nie wywiera już wcale ciśnienia na krążyny, P '5 = 0 .
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Najw. P  możemy łatwo wyznaczyć liczebnie, gdyż wtedy 
N =  O (rys. 322), B P — P w st a, więc

nj?= „ DF  C w sta
1 dost Q dost Q

Dalej mamy
P —B E =  C dosta—D F stp =  (7dostcs — (7wst a s tę . albo

P  =  (7(dost a —wst as t ę )  = 0 (dost a — f  wsta), . 681)
jeżeli f  jest spółczynnikiem tarcia.

Dla a= 9 0  — ę jest P-=P^w st

jest według §. 131 w przecięciu dla ciosów bez zaprawy 30°, 
z zaprawą starą 35°, świeżą zaś bardzo mały, co najwyżej 
przyjąć więc możemy 0 =  22°, /'=0,4. Dla cegły je st średnio 
0=46°, dla pewności przyjąć możemy (> =  35°.

Konstrukcya linii najw. P  wynika z poprzedniego. Jeżeli 
chodzi o ciśnienie klińca dbgh (rys. 323) bardzo ważkiego, to 
ciężar jego będzie proporcyonalnym do grubości sklepienia db,

? - d o s t < ' 3 S i ę ) - a  K i t  ?
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mianowicie C = db.b i . l . y , jeżeli 5, 
je st szerokością klińca. Przyjmijmy 
b, =  1, to G =y.db.

Jeżeli w rys. 323 zrobimy db =  C, 
jeżeli z d poprowadzimy poziomą 
i de pod kątem (> do poziomej, a z b 
pionową be, to dbe — B DE (w rys. 322), 
bo wszystkie kąty równe, a db — BD, 
więc be — B E  => P. Zróbmy to samo 
dla innycb szwów i połączmy od
nośne punkty, a otrzymamy linią naj

większych P. Powierzchnię kreskowaną przyjąć możemy, obli
czając wytrzymałość krążyn, jako powierzchnię obciążenia, po
mnożywszy ją  przez y. Będzie to wprawdzie obciążenie trochę 
za wielkie, bo ciśnienia największe nie wy stąpią nigdy równo
cześnie, ale przypuszczenie to jest na korzyść pewności.

XI. Sklepienia krzyżowe i baniaste.
§. 145. Sklepienie krzyżowe nad kwadratem.

Sklepienie, powstające z przecięcia się dwóch sklepień ko
lebkowych o równej strzałce, których podniebienia w linii prze
cięcia się tworzą kąt. wypukły, nazywany s k l e p i e n i e m  
k r z y ż  o w e m  (n. Kreuzgewölbe, fr. voûte des arêtes, an. cross- 
vaulting, r. KpecTOBBiM cboa'b) (tabl. V.). Linie, powstające na 
podniebieniu, z przecięcia się dwu sklepień A E  i CF, nazy
wamy ż y ł a m i ,  liniami żebrowemi (n. Grathbogen, fr. nervure, 
an. nerve), pas zaś, -wystający z żyły dla wzmocnienia lub 
ozdoby, ż e b r e m  (n. Grath, Rippe, fr. arêtier de voûte, ogive, 
an. groin rib).

Przypuśćmy najprostszy przypadek, że sklepienie krzy
żowe powstaje z dwu sklepień kolebkowych o jednakim prze
kroju, przecinających się pod kątem prostym. Podzielmy oba 
te sklepienia płaszczyznami pionowemi, prostopadłemi do osi, 
na równą ilość pasków, które możemy uważać jako sklepienia 
kolebkowe i wykreślmy w każdym w znany sposób linią ciśnie
nia (przekrój AC). Jeżeli następne paski ku środkowi sklepie
nia położone np. ef mają tę samą grubość, to przekrój ichtw o-

Kvs. 323.
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rzy część przekroju skrajnego paska AC, linii ciśnienia nie po
trzebujem y więc osobno szukać, lecz jest ona częścią linii ciśnie
nia paska AC. W szystkie te paski wywierają pewne ciśnienia 
ukośne np. w ef Re na żebra, które da się rozłożyć na parcie 
poziome I IC i ciśnienie pionowe Vc. Łatwo zrozumiemy, że 
jeżeli sklepienie ma stałą grubość i je st jednostajnie obciążone, 
parcie poziome H c będzie dla wszystkich jednakowo grubych 
pasków to samo —II,, a więc także i w pasku eg. Dwie te 
siły II, dają wypadkową poziomą w płaszczyźnie żebra 
H = H ,  f § =  ei. Siły pionowe Vc zaś dodają się, a więc V=  2 Ve.

Teraz przystępujemy do sprawdzenia równowagi żebra, 
które dzielimy na części, odpowiadające podziałowi pasków 
sklepienia. Na każdy kliniec żebra działają oprócz ciężaru 
własnego żebra siły F i  H, które to wszystkie siły dają w każ
dym punkcie ukośną wypadkową R , , i?2 itd., a które wyzna
czamy z wieloboku sił. W  naszym przykładzie żebro wystaje 
na dół o 15 cm, tu więc siły I I  działają w połowie grubości 
sklepienia, a nie żebra, więc w punktach odległych od grzbietu
0 15 cm. Szukamy teraz parcia poziomego, przypuszczając, że 
linia ciśnienia przechodzi przez środek szwów w węzgłowiu
1 w kluczu, a gdy obciążenie je st symetryczne, linia ciśnienia 
w kluczu je st poziomą.

Aby wykreślić linią ciśnienia, przyjmujemy podobnie, jak  
przy sklepieniu kolebkowem, mO, tymczasowo jako parcie po
ziome, prowadzimy promienie i kreślimy wielobok sznurowy 
suw, wychodząc ze środka szwu w kluczu. AVielobok ten sznu
rowy w ogólności nie zejdzie się z przyjętym punktem t w węz- 
główiu, bo parcie poziome przyjęliśmy dowolnie, musimy je  więc 
odpowiednio zmienić. Przez punkt p  przecięcia się boków skraj
nych wieloboku przechodzi wypadkowa wszystkich sił, działa
jących na połowę sklepienia, jeżeli więc linia ciśnienia ma 
przechodzić przez t, to ostatni bok musi mieć kierunek pt. 
Bok ten wykreślimy aż do przecięcia się z R1 w n. W ypad
kowa sił F0, R„ R 2, R 2, R i . '. .R 6 przechodzi przez punkt y, 
który łączymy z n i otrzymujemy w ten sposób nz. Postępu
jąc  tak dalej, wykreślimy całą linią ciśnienia tnzs. Parcie po
ziome wyznaczymy łatwo, zrobiwszy l O równoległą do p t.  O 
je s t więc biegunem, z którego poprowadziwszy promienie, mo-
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żemy kreślić przez s wielobok sznurowy, równoległy do tych 
promieni, a któi’y przechodzić będzie przez t.

Widzimy, że w tym xvypadku linia ciśnienia wychodzi 
w czwartym i piątym pasku z jądra, równowaga więc nie by
łaby zapewnioną; wiemy jednak także, że prawdziwa linia ci
śnienia leży powyżej i poniżej osi, podczas gdy tu  cała linia 
ciśnienia leży poniżej osi. To wskazuje nam, że linia ciśnienia 
w kluczu leży powyżej środku szwu, należy więc całą linią 
ciśnienia przesunąć w górę tak, aby powierzchnia momeiltów 
była równa zeru i otrzymamy linię xu , t.

§. 146. Sklepienie krzyżowe nad prostokątem.

Przypuśćmy, że w prostokącie ABCD  (rys. 324) wyko
namy sklepienie krzyżowe i dla uproszczenia pi’zyjmijmy, że

ciężar j est j ednostaj ny q kg\m2. 
W ytnijmy, jak  poprzednio, 
płaszczyznami równoległemi 
do A B  i AD  paski E F  i EG  

■ o grubości dw i dx, nazwijmy 
strzałki odnośnych łuków /j i f2 
a parcia poziome dh, i dh21 
to dla równowagi ze względu 
na punkt E  będzie

. qxdw — f , dh,,

a stad dh,

dh2

682)

683)

qx2dw 
~2f~~ ’ 

a analogicznie
qw'1dx

:~27T"-
K y ,,32, ^  punkcie E  działają więc

oba parcia poziome dh, i dh2 
jakoteż i składowe pionowe parcia qwdx i qxdw. A  zatem wy
padkowa pionowa będzie v= q  (xdw+ wdx) . . . .  684)
a więc równa połowie ciężaru przyległych pasków.

Parcia poziome dh, i dh2 składają się w wypadkową dh 
(rys. 325). Siły dh, i dh2 dadzą się rozłożyć na składowe 
w kierunku przekątni dh", i d h "2 i siły prostopadłe do prze
kątni dh,', i dh ' 2.

Statyka. 27
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Z rysunku mamy d h \  =  dht wst a, d h '\  = dhj dost a, d /J2 =
-dh2 dost a, dh"., =  dń2 wst a, a więc

dh=dh"\ + dh"% = dost aĄ-dh2 wst a.
Jeżeli więc wypadkowa ma mieć

kierunek żebra, to składowe prostopadłe 
doń muszą się znosić

dh'i = dhl wst a = d ń '2 =  a7i2 dost a, 
a stąd
dh., qwl dx 2 f, w2 dx f, st a =  ,, - — 1 1 :':ł*a 1dhi 2 f2 qx2 dw x 2d w .ft

a że w - z  sta,  dw—sba.dx, więc

s ta  =_z2s t2a<iar./'1 
x 2 st a dx. f~

f
s t a . - r ,  stąd f x = / 2 

'24 i.
A zatem jeżeli wypadkowa parć poziomy cli ma być w pła

szczyźnie przekątni, to dla obu przyległych pasków muszą być 
strzałki takie same.

Jeżeli linie szczytów, N S  i M S  (rys. 324) są poziome, to 
musi być — Ale nawet gdyby były one liniami krzywemi, 
to wskazanem jest, aby przynajmniej przyległe paski miały 
tę samą strzałkę.

Jeżeli siły d h \  i d h \  się nie znoszą, 
lecz d h \  — dh'2 =  dh', to siła ta rozkłada 
się (rys. 326) na dW  i 

dh
dz.

Siła dw' działa na łęk czoło-wst a
wy, siła zaś dz = dh' dot a na żebro*). Eys. 326.

§. I47, Sklepienie krzyżowe w jedlinkę.

Dotychczas przypuszczaliśmy, że paski, na które podzie
liliśmy sklepienie, działają jako sklepienia kolebkowe i nie 
przenoszą na sąsiednie paski żadnych natężeń ścinających.

Jeżeli jednak sklepimy warstwami ukośnemi czyli w j e 
d l i n k ę  (rys. 327), to wtedy inny je st rozkład sił, na co 
pierwszy zwrócił uwagę W  i 11 m a n n. Sklepienie dzielimy 
znów na paski w kierunku szwów. Jeden taki pasek ab opiera 
się w a na drugim pasku, w b na żebrze. Szukamy najprzód

■) I ’or. L a n d s b e r g :  Die S ta tik  der H ochbaukonstruktionen IV, 
w yd. 1909, str. 349.
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dla tego paska linii ciśnienia w znany sposób. Parcie poziome 
w a dwóch pasków sym etrycznych daje wypadkową siłę po

ziomą H x, działającą w osi 
sklepienia na m ur przy
czółkowy w punkcie e. 
Także wszędzie na dłu
gości ef inne paski n. p. 
mn, w yw ierają ukośne ci
śnienie na m ur przyczół
kowy. Ciśnienia na żebro 
zaś składają się jako. sy
m etryczne na ciśnienie pio

nowe V, które działa jako obciążenie żebra. Żebra, jako  skle
pienia kolebkowe, badam y w znany sposób, a wykreślenie linii 
ciśnienia nie przedstaw ia tu  najm niejszej trudności.

W idzim y z poprzedniego, że przy sklepieniu w jedlinkę 
nad kw adratem  m ury przyczółkowe wystawione są na ciśnienie 
poziome prostopadle do m uru, a żebra na ciśnienie pionowe.

Jeżeli sklepienie zbudowane je s t  nad prostokątem , to da 
się podobnie, ja k  w poprzednim  paragrafie, dowieść, że ciśnie
nie na  żebro tylko w tedy je s t pionowe, jeśli

£ -= = s t* a = ^  J................................ 685)

Jeśli stosunek je s t  inny, to  stan  równowagi będzie po
średni, ciśnienie na żebro będzie ukośnem, a oprócz tego pewne 
parcie poziome działa na m ury czołowe. Zapraw a, spajająca po
jedyncze paski, przyczynia się w znacznej mierze do w ytwo
rzenia rozkładu ciśnienia, którego dokładne wyznaczenie nie 
je s t  możliwem. Obciążenie żebra pionowe będzie wzrastało od 
klucza ku  podporom wedle linii prostej.

§. 148. Sklepienie baniaste.

Sklepienie, którego podniebienie je s t  powierzchnią obro
tow ą, utworzoną ruchem  krzyw ej wypukłej około osi pionowej, 
nazyw am y s k l e p i e n i e m  b a n i a s t e m ,  b a n i ą  lub k o p u ł ą  
(n. Kuppelgewölbe, fr. voûte en dôme, coupole, an. spherical- 
vault, domical-vault, r. KynoJimmił 3boai>). W yznaczenie sił

6 n >

E ys. 327,

*) Por. L a n d s b e r g :  Die S ta tik  der H oclibau-K onstruktionen, s tr . 355.
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wew nętrznych w bani je s t  trudnem ; dla uproszczenia więc 
przyjmi jm y, że obciążenie je s t  stałem  i tak  rozdzielonem na 
poszczególne pierścienie, że albo cały pierścień je s t obciążonym, 
albo też wcale nieobciążonym. Dalej przypuszczam y na razie, 
że powierzchnia ciśnienia wpada na średnią powierzchnię bani,

to je s t  powierzchnię, przechodzącą 
przez oś każdego przekroju południ
kowego.

Ciężar w łasny bani, a względnie 
obciążenie, spraw iają odkształcenie, 
pierścienie poszczególne zwężają się 
skutkiem  ciśnień, pow stałych w pier
ścieniach w kierunku obwodu koła, 
które nazywam y z tego powodu 
c i ś n i e - n i a m i  o b w o d o w e m i  (n. 
Ringspannung) (rys. 328). Tu więc 
m amy oprócz ciśnień w kierunku po
łudnika, j ale przy sklepieniu kolebko- 
wem, także ciśnienia obwodowe.

' Początek spółrzędnych p rzy j
m ijm y w kluczu bani S  (rys. 329) 

Rys. 328. a oś pionową bani za oś F, prosto
padłą do niej S X  za oś X.

Zbadajm y teraz wycinek kuli M NO P  (rys. 328). Jeżeli na- 
tężenie styczne w kierunku południka nazwiemy ł, to gdy dłu
gość łuku wynosi d s= xdw , siła na PMNO  wynosi txdw.

' Na PM  i O N  działają  ciśnienia obwo
dowe na jednostkę o, więc na ds ods.
Oprócz tego działa obciążenie pds  .x  .dw.
Z rysunku widzimy, że

f/c/a

Hds--=2 ods w st
dw

. dw w st 2.

a że w jes t' bardzo małem, więc
dw 
2 ’

zatem  Plds—ods . d w .
Dla równowagi m am y:
txdw dost cp— (t + dt) (x+dx) dw dost (q>+dep) Ą-ods d w —0 .

686)
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Opuściwszy bardzo m ałe drugiego i trzeciego stopnia, 
otrzym am y tx w st cpd cp— dtx  dost cp— tdx dost cp—ods= 0,

d (tedost cp) =  ods.................................. 687)
Dalej dla równowagi w kierunku pionowym 

p , d s . x . d w — t x .  d i v  w st c p + ( t  +  d t )  ( x +  d x )  w st { c p  +  d  c p ) = 0 , 
a stąd, zważywszy, że w st { c p +  d c p )  =  w st cp + dost cp id  cp, opuściwszy 
nieskończenie małe wyższych rzędów, otrzym am y

p xd s—M rw stgo—xdt\rsicp—ńcdost, cpdcp=0
wi’eszcie — pxds  -= +  d {tx wst cp).............................  688)

Równ. 687) i 688) w skazują żwiązęk sił t i R  dla dowol
nych obciążeń i powierzchni.

§. 149. Bania kulista.

Jeżeli bania je s t  ku listą , to z i ds należy wprowadzić dla 
koła. W edle rys. 329 je s t  x —r wstęp, cls — rdcp. Jeżeli jeszcze 
przyjm iem y p  dla całej kuli stałe, to z 688) w ynika 

—prvts\,cp.rdcp = d { t r w st2 cp), a stąd 
r*<p r*y>

• \ d {tr w st2 cp) — —p r 2 \  w st cpdcp.
J<p„ J<p*

Jeżeli zaczynam y od punktu  S, to cp0—O, więc
¥

■-—p r 2( 1 —dosty), stądtr w st2 r/)=j3?-2dost %

p r {  1 —d(
, w s t2

Jeżeli wstawim y tę  wartość w równ. 687), to otrzymamy

t _ - y ( l - d o , t y 2  J -  ; 689)
w st2 cp 1 +  dost cp

zatem  0 =  - 

W  kluczu cp=0, więc

dost 2 (jp-Hdost3 cp ~nfwzatem  o =  — pr — ^ ^ . . 690) 1 (l-H lost cp)1 ’

0==- f .................................691>
Zatem  w kluczu je s t ciśnienie jednostajne na wszystkie 

strony równe ^  na jednostkę powierzchni.

TLDla p ó ł k u l i  je s t  na równiku cp— 9 , więc

t ”r=> —pr , o? = -\-pr ...............................  692)
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Zatem  na rów niku je s t ciśnienie południkowe dwa razy  
większem, niż w kluczu, zaś natężenie obwodowe je s t dodatnie, 
rozciąganie, co do wielkości równe natężeniu południkowemu.

Dla pewnego kąta  (pl staje  się o —0. Z równ. 690) otrzy-
n d0St2 Cp. + d 0 S t3 W .  , 1 , , n ń nmamy 0 = - p r ----± ̂  j — - T  , a stąd  d o s t^  =0,618

= 5 1 ° 5 0 '. . . . . . .  693)
A zatem  dla kątów (p m niejszych, niż <pu pow stają ciśnie

n ia obwodowe, dla większych, niż q>l} ciągnienia.
Powyższe wyniki dadzą się więc zastosować tylko wtedy, 

gdy ciągnienia tak  wielkie są możliwe. Jeżeli m am y do czy
nienia z banią m urow aną z kam ienia lub cegły, nie możemy 
dopuścić wcale ciągnienia, zatem  albo ciągnienie musimy znieść 
pierścieniem żelaznym  albo też pogrubić przekrój bani tak, aby 
linia ciśnienia w dolnej części, nie w padając wprawdzie w oś, 
jednak  nie wychodziła z jąd ra  przekroju.

§. 150. Wykreślne Wyznaczenie natężeń w bani.

Na powyższej podstawie w yznaczym y teraz wykreślnie li
n ią ciśnienia i natężenie obwodowe w bani.

Jeżeli w ytniem y z bani wycinek płaszczyznam i pionowemi, 
przechodzącemi przez oś bani, a odchylonemi o bardzo m ały 
k ą t a, to siły obwodowe O (rys. 330), działające z obu stron,

dają wypadkową Tl. W ielkość jej 
otrzym am y z wieloboku sił, z k tó
rego widzimy, że

I I —2 O w st ~ . . 694)

Z równania tego wyznaczym y a, 
dla którego I I — O, a mianowicie

2 w st-ą  = 1 , a stąd  a =  60°.2
B y s 380 Jeżeli więc obliczać będziemy

ciężary wycinka dla -J- okręgu koła, 
to  H, k tóre z konstrukeyi otrzym am y, będzie równem O, 
ciśnieniu obwodowemu.

Na rysunku 331 wykreśliliśm y w przybliżeniu linią ciśnie
n ia w następny sposób. Szwami, stojącym i prostopadle na
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linii środkowej, a których oddalenia b, m ierzone na tej linii, 
są równe, podzieliliśmy najprzód połowę przekroju bani na 8 
części. Objętość piei’ścienia, utworzonego ruchem  obrotowym 
powierzchni CDEF  około osi A O, je s t  w edług tw ierdzenia

Rys. 881.

Guldina równą powierzchni CDEF , pomnożonej przez drogę 
środka ciężkości 7, a więc, gdy grubość pierścienia — d ,  a od
ległość punktu  7 od osi = r ,  to objętość równa się b d 2 r n .  

Ciężar \  pierścienia będzie więc:

P5 =  { y M  2 r  , . . . 695)
O

jeżeli y je s t  ciężarem jednostk i sześciennej.
Podobnie możemy obliczyć wszystkie inne ciężary, albo 

możemy też resztę ciężarów wyznaczyć wykreślnie w następny
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sposób. Z równania 695) widzimy, że ciężary P  są proporcyó- 
nalne dla stałego b do d, i r. Przyjm ijm y taką podziałkę sił, 
ażeby = a 0a6 =  P 5 i ode tnij my od a0 w szystkie długości d n a  
prostej atlarj. Tak otrzjonane punk ty  połączymy z O, to punkty  
przecięcia się z pionowemi, poprowadzonemi ze środków cięż
kości odnośnych powierzchni, wyznaczaj ą nam  ciężary P. Np. dla 
w yznaczenia P :t odcinamy a0a , , równe grubości trzeciego pier
ścienia, spuszczamy ze środka ciężkości pionową, łączym y o, 
z O, a długość b b3 .przedstawia, ciężar P s. . Z konstrukcyi bo
wiem wypada, że a0a3 : b0b3*=Oa0 : Ob0, więc

J -  C )b n  d o  7'n .  .  ,  Ti Ti  ’fcc&3 =  a0a 3- a ze d3r3 : d6rt><=P3 : P5, więc
L/«0 7 5

d - 7 \ P , ,  , , , d-T-.P, ?•-, d r  Po
d ,=  1 ’ ' ,  a zatem  60 bs =  ' ’i, ■ —= -  i,~~.

Jeżeli więc zi’obimy d5 =  Ps, to b0b3 — Pz.
W yznaczyw szy w ten  sposób w szystkie ciężary P, w ykre

ślamy w ielobok"sił i kreślim y linią ciśnienia, przypuszczając, 
że wpada, o ile to możliwem, na linią środkową. W ypadkowa 
z ciężaru i ciśnień obwodowych w pierwszym  pierścieniu ma 
więc przechodzić przez środek szwu L iM i , a więc mieć kieru
nek djA7,. Jeżeli w AYieloboku sił zrobimy Oa, równoległe do 
Sj-Y, , to 1 =  / / , .  P rosta Sj IV, przecina P 2 w punkcie m.,. do 
siły P , przychodzi tu  siła P 2, wj^padkowa tych  sił je s t  OP2. 
Z punktu  m 2 kreślim y więc m2n 2//Oó2 aż do przecięcia się 
z siłą H v  która musi być tak  wielką, aby wypadkow a w szyst
kich sił przechodziła przez iY2, a więc m iała kierunek n 2N2. 
W ykreśliw szy O a, / /%iV2, otrzym am y wielkość tej wypadkowej, 
przyczem II.2 =  b1a2. Podobnie postępujem y dalej, n.2Nz przedłu
żamy do siły Pn do punk tu  mM kreślim y m3w3// Oó, i rysujem y 
ri±N9 aż do m 4. W  wieloboku sił robimy Oaz UnzN z a I I z =  bza,. 
W  ten sam sposób postępujem y dopóty, aż z konstrukcyi w y
padłaby siła I I  ujem na, ja k  na;przykład  tu  II- — —b:a - . Ponie
waż jednak, jeżeli na w ytrzym ałość zapraw y zw ażąć . nie bę
dziemy, m ur nie może pracować na ciągnienie, więc przypu
szczamy, że w tym  pierścieniu I I : =  O, a zatem, że niem a tu  
żadnych ciśnień obwodowych. W skutek tego jednak  wypadkowa 
p_ =  067, a nie Oa7, zaś linia ciśnienia oddala się od linii środ
kowej, gdyż zrobiw szy m 1 u  ¡j Ob- , nie przetniem y szwu LjM- 
we środku, lecz w punkcie u  obok środka N-r  P rostą m 1u  prze

l
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dłużam y aż do m s, punktu  przecięcia się z P8. I  tu  także ci
śnienie obwodowe przypuszczam y równe zeru, a stąd  otrzym u
jem y R s — Obs, a ostatn i bok wieloboku sznurowego m su f / /Obs. 
Jeżeli % ' leży w średniej trzeciej części sklepienia, jeżeli w y
padkowa na jakikolw iek szew nie je s t  więcej odchyloną od pro
stopadłej na szew, niż k ą t tarcia  wynosi, a ciśnienie nie prze
kracza dozwolonej granicy, w tedy równowaga je s t zapewnioną 
i w całej bani panuje tylko ciśnienie. Jeżeliby zaś linia ciśnie
n ia wychodziła ze średniej trzeciej części przekroju, to albo 
m usielibyśmy pogrubić banie w tern miejscu lub też obręczami 
żelaznemi znieść ciągnienie obwodowe, któreby w dolnej części 
bani powstało, gdyby linia ciśnienia i tam  nie zbaczała od osi. 
Jeżeli ciężary obliczaliśmy wedle 695), to otrzym ane I I  dają 
nam  wprost O, ciśnienia obwodowe.

W  rysunku 381. przyjęliśm y grubość bani, w zrastającą ku 
dołowi, gdybyśm y przyjęli ją  równą, linia ciśnienia w ypadłaby
0 wiele niekorzystniej, a punkt, w którym  ciśnienia obwodowe 
sta ją  się równe zeru, w ypadłby wyżej. D latego należy p rzy j- 
mdwać grubość sklepienia w kluczu m ałą i zwiększać ją  ku 
dołowi.

§. 151. Sklepienie klasztorne.

Sklepienie, powstające z przecięcia się dwóch sklepień 
kolebkowych o równej strzałce, którj^cli podniebienia w żyle 
tw orzą ką t wklęsły, nazyw am y s k l e p i e n i e m  k 1 a s z t  o r n  e m 
(n. Klostej'gewülbe, fr. voûte cloisonće, voûte en arc de cloiture, 
an. crored vault).

Obliczenie dokładne sklepienia takiego je s t bardzo trudnem
1 dotych czas zadanie to  pozosta ło  nierozw iązanym . P odam y tu  
w ed łu g  F o e p p l a  ty lk o  n iektói’6 w sk azów k i, ja k b y  można, 
w  przyb liżon y  sposób w yk reślić  lin ią  c iśn ien ia  av sk lep ien iu  
k lasztom em . Pi’zy p u śc iw szy  sk lep ien ie  za łożone na Avieloboku 
regularnym , sym etryczn e i sym etryczn ie  obciążone, dojdziem y  
do w n iosk u , że z pow odu sym etry i w  p łaszczyzn ach  ż y ł po- 
Avstają ty lk o  n atężen ia  norm alne, w ięc  ponieAvaż p ła szczy zn y  
te  są pionpAve, n atężen ia  będą poziom e. C iśnienia te, które dzia 
ła ją  poziom o na częśc i sk lep ien ia  k lasztorn ego  w  ży łach , n azy-  
Avamy c i ś n i e n i a m i  ż y ł o w e m i  (n. Gratspannung). C iśnie
nia te , d zia ła jące na jed n ą  część sk lep ien ia  k lasztorn ego, ogra
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niczon ą  dw iem a ży łam i, sk ładają  się, a w yp ad k ow a dzia ła  
w  p ła szczy źn ie  ją  połow iącej.

W id zim y  w ięc, że  teorya  sk lep ień  k lasztorn ych  podobną  
j e s t  do teoryi sk lep ień  b an iastych  i  rzeczy w iśc ie  bania  je s t  
w ła śc iw ie  sk lep ien iem  k lasztom em , za łożonem  na w ieloboku  
o nieskończonej ilo śc i bokÓAY czy li na kole. C iśnienia ży ło w e  
odpow iadają ciśn ien iom  obAvodowym w  bani, ta  ty lk o  zachodzi 
tn  różnica, że, g d y  tam  ciśn ien ia  obwodoAre b y ły  w  ty m  sam ym  
p ierścien iu  sta łe , tu  n ie  w iem y  dokładnie, ja k  się  ciśn ien ia  ży -  
łoAve rozdzielają  w  kierunku poziom ym .

W  płaszczyźnie, połowiącej części sklepienia, zaw arte mię
dzy dwiema żyłami, kreślim y więc zupełnie w ten sam sposób, 
jak  dla bani, linią ciśnienia, przyjm ując z początku, że linia 
ciśnienia Avpada av oś, potem, aby uniknąć ciągnienia, odstępu
jem y od tego przypuszczenia i przyjm ujem y natężenia żyłowe, 
rÓAvne zeru.

L in ia 'ta  ciśnienia nie powinna wychodzić z jąd ra  i za
dość czynić i dwom drugim  warunkom  rÓAAmowagi.

XII. Przyczółki, filary i kominy.

§. 152. Linia ciśnienia.
BudoAA-lę, na  której opiera się sklepienie lub jakakohwiek 

inna belka, nazyw am y w budowie mostów p r z y c z ó ł k i e m  
(n. Widerlager, fr. culee, abutement, an. land pier, r. BeperOBoń 
ycToii).. Jeżeli na budoAvli takiej opierają się z dwóch stron 
sklepienia lub inne belki, nazyw am y ją  f i l a r e m  (n. Pfeiler, 
fr. pilier, pile, an. pier, r. CTonón). W  budoA\?nictw ie często 
opiera się sklepienie o ścianę m urowaną, k tóra tu  zastępuje 
m iejsce przyczółka. W arunki równoAvagi przyczółka, filaru ka
miennego lub ściany są te  same, co sklepienia; dla zbadania 
więc równowagi najlepiej w ykreślić linią ciśnienia.

Na rysunku 382, w ykreśliliśm y linią ciśnienia av ścianie 
av następny sposóB. N ajprzód wyznaczyliśm y w zw ykły sposób 
przybliżony linią ciśnienia m n  av  sklepieniu i otrzym aliśm y 
parcie ukośne R, działające w punkcie n  na ścianę. N astępnie 
podzieliliśmy ścianę na w arstw y poziome i obliczyli ciężary
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w arstw  A, B, C i D. Parcie R  przecina się z kierunkiem  cię
żaru A  w punkcie a i daje w ypadkow ą R i;- k tóra przecina szew 
p r  w punkcie b. Z siłą Ą  składam y teraz ciężar JB, otrzym u

jem y R 2, k tórato siła działa 
na następny szew w c. Po
dobnie otrzym ujem y siły 
i ?3 i R ,t , działające w punk
tach d i e. P unk ty  te  po
łączone dają linią ciśnienia 
bcde, która, ja k  widzimy, 
w tym  w ypadku wychodzi 
z trzeciej części przekroju, 
w kraw ędzi f  powstanie 
więc ciągnienie. Ohcąc te 
mu zapobiec, musielibyśmy 
powiększyć grubość ściany 
u podstawy.

Podobnie postępuj emy 
w celu wykreślenia linii ci
śnienia w filarze (rys. 383). 
Jeżeli oba sklepienia, opie
rające się na filarze, są ró
wne i równo obciążone, to 
parcia ukośne, składaj ąc 
się, dają  wypadkową pio
nową, filar w tedy obciążo

nym  je s t  tylko pionowo. Jeżeli zaś 
sklepienia są nierówne, leżą nie w tej 
samej wysokości, lub są nareszcie nie
równo obciążone, ja k  tu, to  musimy 
wykreślić dla obu sklepień osobno li
nie ciśnienia ab i cc?, m ur podzielić 
na w arstw y poziome i składać ciśnie
nia ukośne z ciężarami w arstw  muru, 
ja k  poprzednio. "W ten  sposób otrzy
malibyśm y linią ciśnienia bef, która, 
ja k  w idzim y, nie wychodzi tu ta j 
z jąd ra  przekroju. Rys. 333.
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§. 153. Wmurowanie belki wspornikowej.

Jeżeli belka je s t  jednym  
końcem utwierdzoną w ścianie, 
to utw ierdzenie J /u w punkcie 
B  (rys. 884) obliczamy wedle 
§. 13. Aby utwierdzenie zu
pełne belki w murze było mo- 
żliwem, musi być moment 
m uru nad belką G ze względu 
na B  większym, niż C2z

a więc G ^ - > C 2z , . 696)

jeżeli cl oznacza grubość m u
ru. Ciężar m uru, działającego na belkę G, obliczamy, nie uwzględ
n iając spójności m uru i przyjm ując rozdział ciśnienia pod 45°/0 . 
(rys. 334 a).

jF < ą

y

Rys.. 334 b.

Możemy teraz p rzy jąć  w przybliżeniu (rys. 335)

/Ą

J/0 =  C2 c =  |  C2 a. więc C.l = 3Ji„ 697)
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Jeżeli siła poprzeczna w punkcie B  belki je s t  Q, to
ą  =  C2 + Q . 698)

W yznaczyw szy av ten sposób Ci i C2, możemy obliczyć
. bx b (a--x)natężenie, bo Ci = z i C., =  ~ ——■■, więc xi : t i ' = x : (a —x).

bx t ^ b i a —x)

E=i)» a l i  1=31

T, X  

r , ' a —xMamy więc xi = 11 —  +  Q, albo -— —= 1  +

,  , 2 a < 9  
h 3J/„ ‘

2 Q
b Tt ' (a—x)

Nazwijm y m = 2 d Q

Mo ’

to  otrzym am y x- am
1 +  i n

TA , • *  2  C j  2  / 3 i i n ,ADale,] otrzym am y z, =  ^  ( ^  +<i j

3 M 02 C,

699)

700)

701)

l>(a—x ) _"a'b(a—xj 
■To są, j ednak tylko natężenia w skutek utw ierdzenia belki 

Oprócz tego pow stają jeszcze natężenia w skutek siły G (rys. 334a)

Na przekrój B B 2 działa siła & i C2 czyli moment C2 — z \ —M '  

i siła podłużna N' =  G—C2.
nr  t t - 2  . , z + 2 aMamy dalej z = x +  ~0~(a—x )= — g— ,

N ' - G -  3 M >

702)

703)

704)

2 a

a natężenia włókien skrajnych w B 2 i B
_  , N '  6 M'

w  s  ^ r a — b  

w B . ,

Największe ciśnienie będzie w 7?, mianowicie
T =  Tj + z " .......................... ......  . 705)

Gdyby to ciśnienie było na m ur za wielkiem, trzebaby 
użyć podkładek żelaznych, któreby je  rozłożyły na większą 
szerokość bv
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Przykład. Przypuśćm y, że obliczyliśm y w  danym  w ypadku mom ent 
w  B  i że J70 =  l,2f»t, <2=1,61 a  ciężar m uru, nad  belką spoczywającego, 
G— lO t. Jeżeli grubość m uru w ynosi 60 cm, a belka sięga przez całą g ru
bość, to wedle 697)

„  3.120000
C i 2760

.a €'¡ — €'2+ <2=3000 +1500=4500 A-y. Z rów n. 700) o trzym am y dla
2 .6 0 .1 5 0 0  , 60.1,226 OQ

« = \ , 1  + - O 2 0 0 Ó 0 - b 225, * -  1 +  1^ — ‘33 cm,

3 3 + 2 .6 0
a wreszcie z =  5----- = 51  mw.o

Jeżeli przyjm iem y dla m uru  ceglanego na cemencie ~= 1 2 kg/cm2, to 
w edle 619)

2 4500j = _ l ——-=22,8cm , zam iast czego przyjm iem y b=30cm .
12 . 3o

N atężenia przeto z powodu utw ierdzenia wynoszą 
_ 2.4600 „ _ , , ,

w B :* | & = 9 !5 ¥ ”  ’
2.3000 ^ ... . , 

a w g o . 27 ~  <-i k ^l<m -

Zbadać jeszcze w ypada, czy zam urow anie obejdzie się bez zakotw ię-
d

n ia . W edle równ. 696) w inno być G —> Oj z. Jakoż w naszym  przypadkuA
10.0,30—3.0 ,5 1 = 1 ,4 7 tm. Ta w artość je s t dodatn ia i p rzedstaw ia dosta
teczną pewność, że m ur n ie  zostanie w yrw any.

Do natężeń, z powodu u tw ierdzenia pow stałych, trzeba dodać po
chodzące od sił G i  <72. W edle równ. 702)

W  =3000 (30—51)= —63000 kg cm, 
siła  podłużna N '= G — <7j=10000—3000=7000 kg, a wreszcie natężenie włó
k ien  skrajnych wedle równ. 704)

7000 6.63000 _ „ „ _ ,. . .  , , 
w B - • • W 7 e Ó + 'W 7 6 0 :r ’ ’ ’ ’

w B i . . . t " = 3 ,9 —3,5=0,4i:y/ełM2.
Jeśli te  w artości dodam y do powyższych, z powodu utw ierdzenia 

samego w yw ołanych, otrzym am y natężenie sum aryczne 
w  B  . . . r/i=T1 + T '= 9 ,5  +  7,4=16,9ky/cł»2 

zaś w  Ą  . . . TBJ= i j  +  -:"=7,4 +  0,4=7,8 kg/cm2.
Ciśnienie w B  wypadło za duże. Z tego w ynika, że trzeba użyć 

szerszego ciosu, a więc 6=45 cm.
30

Jakoż w ted y -^=16,9 . — = 1 1 , 3  kg/cm2.

§. 154. Linie wyznaczne przekroju prostokątnego.

G dy na przyczółek lub filar działa siła ukośna, środek 
ciśnienia, ja k  wiemy, oddala się od środka przekro ju ; zastoso-



waó tu  więc musimy praw idła w ytrzym ałości złożonej, o której 
mówiliśmy w rozdziale YI. Jeżeli przyczółki lub filary są ka
mienne, to ponieważ wytrzym ałość zapraw y na ciągnienie je s t  
bardzo m ałą, więc dla pewności przypuszczam y, że je s t  równą 
zeru. W tedy natężenia rozdzielają się nie na cały przekrój, 
lecz tylko po jednej stronie osi obojętnej, nie możemy więc 
używać w prost wzorów rozdziału YI. Ta część przekroju, na 
k tó rą  teraz  działa cała siła, nazyw a się p r z e k r o j e m  s k u 
t e c z n y m  (n. wirksame)' Querschnitt). I  w tym  w ypadku po
zostaje jednak  ważnem, że objętość bry ły  natężeń równa się 
sile P, działającej prostopadle na przekrój, i że środek ciężkości 
bry ły  natężeń odpowiada środkowi ciśnienia. W  §. 131. już  
wspominaliśmy o tym  wypadku, tu  zastanowim y się nad nim 
trochę bliżej i to najprzód dla przekroju prostokątnego.

Dopóki siła P  zaczepia w jądrze, oś obojętna nie przecina 
przekroju, więc obliczamy natężenia w edług rozdziału YI. Do
piero gdy środek ciężkości w ypada poza jądro, oś obojętna 
przecina przekrój i musimy inaczej liczyć. Od położenia środka 
ciśnienia, ja k  wiadomo, zależy położenie osi obojętnej, a więc 
czy dla przekroju prostokątnego oś obojętna odcina tró jkąt, 
czworobok, czy pięciobok; każdem u z tych przypadków odpo
wiada pewna część powierzchni przekroju, w której ma leżeć 
środek ciśnienia. Linie, ograniczające te powierzchnie, nazy
wam y l i n i a m i  w y z n a c z n e m i * ) .

1. Oś  o b o j ę t n a  o d c i n a  t r ó j k ą t  (rys. 336). Nazwijmy 
v x natężenie w rogu D, to natężenie to zmniejsza się w edług 

praw a linii prostej ku obojętnej MN, a więc 
bry ła natężeń będzie tu  ostrosłupem czworo- 
ściennym, którego podstawą je s t  tró jk ą t MND, 
a wierzchołkiem punkt D ‘, położony pionowo 
nad D  w odległości v1. Chodzi teraz o zna
lezienie środka ciężkości bry ły  natężeń. Prze
kroje pionowe bry ły  natężeń równoległe do 
MJV są prostokątam i, środek ich ciężkości le
ży we środku, więc P leżeć musi na środku
jącej OD. Przekroje pionowe równoległe do

*) O b r ę b o w i c z :  Oznaczenie naprężeń, wywołanych, działaniem  sił 
prostopadłych do przekroju. „Przegląd Techniczny“. 1884.

B a r k h a u s e n :  „Druckvertheilung im rechteckigen Mauerquerschnitl“. 
,, Zeit sehr. des hann. Ing. u. Arch. V e r e i n 1883.
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Bys. 336.



MD  i ND  są tró jkątam i, środek ciężkości leży w jednej trze
ciej wysokości, a więc gdy m am y dane p,  otrzym am y oś obo
ję tną , kreśląc p m  i pn,  r o b ią c p m —2 t  \ j m = {2 u  i łącząc m  i n. 
Odwrotnie jeżeli mamy oś obojętną MN, a cliodzi o wyznacze

nie środka ciśnienia, to zróbmy 4/, D  =  >-■ MD  i połączmy jlf, z N.
O

Na linii Ml Ń  leżą środki ciężkości przekrojów' równoległych 
do MD. Środek ciśnienia leży więc' w p  na przecięciu się pro
stych NM l i OD. Możemy też udowodnić, że Op—pD, bo

D p=*}u2+ i 2, a Op= = 4 \(2 t)2+ ( 2 u ) 1 =  \ u 2 + t - = D p. Z po-

wmdu, że O pncoO DN,  je s t  D N : cż u  =  O D : Op, więc
2 u. OD 

D N =  ~ — =4tu,Op
podobnie mamy też M D —A t.

Środek ciężkości tró jkąta  MND  leży w S  w prostej OD

w odległości od 31N, nazw ijm y v0 natężenie w środku

ciężkości, to w edług równania 409)

’v  ¡ 1  « .-.w  a  w  D

' • - I f f ........................................ m
Chcąc wyznaczyć linie wyznaczne dla tego przypadku, 

zastanowim y się nad wypadkiem granicznym , gdy obojętna ma
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Rys. 337. 

położenie GB (rys. 337).

R ys. 338.

Łatw o znajdziem y odnośny środek



ciśnienia w  punkcie p, robiąc Op—pD.  Jeżeli obojętną obraca 
się około B  i przyjdzie w położenie BM , to p t znajdziem y, 
połowiąc MB, a potem połowiąc O, D. 7i konstrukcyi tej wy
nika, że gdy obojętna obraca się około B  z położenia B C  aż 
do BD, to środek ciśnienia porusza się po linii p r  // CD, przy-

czem D r= J e ż e l i  podobnie obojętna obraca się około C, to

p  porusza się na p s  // BD. Takie same prostokąty otrzym am y 
we w szystkich rogach przekroju, w jednym  z nich leżeć musi 
środek ciśnienia, jeśli obojętna ma odcinać tró jkąt.

2. Oś o b o j ę t n a  o d c i n a  c z w o r o b o k  (rys. 338).
Tu bryła natężeń je s t  ostrosłupem  ściętym, którego wierz

chołkiem je s t punk t O. P rzetn ijm y ją  płaszczyzną pionową 
równoległą do A C  w odległości x od O, a otrzym am y tró jk ą t 
EE, R, którego powierzchnią
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■p i T,'p p p  \ v i x  h x . v \ h x  

Objętość ostrosłupa ściętego je s t więc

2 Z , 0 ,
'x *d x j Ł k V g z : ! Ą

6Z22

a stąd h = r ? i n r ^ - s i ................................  707)
6 P 1 2 

ls ( V - I i 8)'
Jeżeli przez środek ciężkości b ry ły  natężeń S  poprowadzimy 
płaszczyznę pionową, równoległą do AC, to  możemy napisać

Z v. L (L 3—Z,3) fi» v^lzx* ,
a stąd

....................................m
3 l a 4— l i 4
4 g * g g j

Długość K P  łatw o wyznaczymy, gdyż K U = \ K T , a U P =  
= \ K U ,  więc

K P =  ę ’= i i - ................................... 709)

Dla danej obojętnej M N  mamy też dane lv  Z2 i Z3, mo
żemy więc łatw o w yznaczyć środek ciśnienia P. W  odwrotnym  
wypadku, t. j. gdy dany je s t  środek ciśnienia P, więc i dłu
gość K F = e ,  najlepiej będzie przyjąć dowolnie O, a więc Z, i Z2, 
a stąd obliczyć w edług równ. 708) Z. Po niewielu próbach znaj-

Statyka. 28
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D
i

Rys. 340. , Rys. 341.

i  st?i (ryś. 840). pięcioboków takich krzywolinijnycli otrzym am y 
cztery przy  w szystkich bokach przekroju. Krzywe uz i zt są 
atyczne do poziomych i \u ,  względnie r t  i linij jęd rnych  w,z, 
względnie wz.

dziemy praw dziw y punkt O, dla którego / 
odpowdada danemu punktowi P. Długość h  
obliczamy potem z równ. 709), a vx z równ. 
707). Można też punkt O w prost w yzna
czyć : B a r k h a u s e n  otrzymuj e wzór
następny

Z = 12c (,> +  Vl^Zi 2 c) • • 710)

Gdy c= 0 , tj. gdy P  leży w osi głó-
Rys. 339. wnej (rys. 339), z=oo , a więc obojętna jes t

równoległą do ĆT), a w edług 709) GP=-l GT, 
w tedy najw iększe natężenie w CT)=v i . B ryła natężeń je s t

w tedy graniastosłupem  trójkątnym , więc P = v , b G T =  — y— ; 

stąd  21* r.
■ . . .  • • 7111 3 u 1)

W idzim y więc, że w tym  w ypadku najw . ciśnienie v, je s t 
dwa razy  tak  wielkie, niżby było, gdyby P się rozdzieliło równo 
na powierzchnię M N D C = 'iub .

Linie wyznaczne, które możemy wyznaczyć podobnie, ja k  
poprzednio, są w tym  wypadku krzyw e uz i zt i proste ts, ssi



3. Oś o b o j ę t n a  odc i na-  p i ę c i o b o k .  Środek ciśnienia 
znajduje się w tedy w tró jkątach  krzy  wolinij nych u  w z, tzw itd . 
(rys. 341), które nam  jeszcze z całego przekroju  pozostały. 
Dokładne wyznaczenie natężeń je s t w tym  wypadku trudne, 
w przybliżeniu jednak  licząc, postępujem y w ten sposób. R oz
kładam y siłę P, działającą w punkcie P  na dwie siły P, i P2, 
działające w liniach wyznacznych, przyczem P, P,, // w z. Ponie
waż P, leży na linii wyznacznej, więc oś obojętna musi być 
w położeniu granicznem  między przypadkiem , gdy odcina czwo
robok lub pięciobok, a więc przechodzi przez wierzchołek D. 
Zastosowując w yniki otrzym ane w poprzednim przypadku 
(równ. 709), zrobimy P,7// CD i ST=3 S I \ ,  więc D M  je s t  osią 
obojętną dla siły P2. Największe natężenie będzie tu  oczywiście 
w wierzchołku C, obliczamy je  dla siły P, i P2 osobno rvedług 
równania 707) i dodajemy wyniki. Dokładniej wyznaczyć mo
żem y natężenia sposobem ogólnym, który  później podamy.

§. 155. Przekrój nieregularny. Siła działa w osi głównej.
Przypuśćm y, że siła 

działa w osi głównej X X  
(rys. 342) w E, to  oś obo
ję tn a  M N  będzie prosto
padłą do tej osi. W tedy ma
my analogicznie do równ. 
407 i - 410)

aS,
i Pm, =  alt, gdy S t i 7  ozna
czaj ą moment statyczny 
i bezwładności skutecznej 
(tu ciśnionej) powierzchni 
przekroju ze względu na 
oś obojętną. S tąd w ynika

. 712)

Z rysunku widzimy, 
że dla danego c możemy 
wyznaczyć odstęp osi obo

jętnej bi = c + u l = c +  ^  .

*
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Jeżeli jednak  przekrój je s t  nieregularny, to wyznaczeni© 
I, i S t jako  całek przedstaw ia znaczne trudności i zwykle ucie
kam y się w tedy sposobu wykreślnego.

Przypuśćm y, że mamy d a n e  p o ł o ż e n i e  o s i  o b o 
j ę t n e j  MN. Podzielmy powierzchnię skuteczną, (tu kresko
waną) na paski, oznaczmy powierzchnie ich, wykreślm y wie- 
lobok sił i dla dowolnego biegrma O wielobok sznurowy. 
Jeżeli przedłużym y praw y bok skrajny do pionowej przez MN,
to wedle równ. 5) moment sta tyczny powierzchni skutecznej
ze względu na M N  je s t

S t = m .k = F t . z ................................ 713)
zaś moment bezwładności

I t=Mh pow. <?9,8. .  . l L = 2 h . F ,  . . . 714)
W stawm y w równ. 712) wartości za I, i S t , to otrzym am y 

J i h F , _ _  2 F±
1 m h m

a stąd
F , = - \ m u , ................................. 715}

Ale z rysunku widzimy, że GE'L—\ m u „  więc GE'L= 
= F i = pow . G, 9 ,8 , 7 . . .  1 L. A zatem  powierzchnia między wielo- 
bokiem sznurowym  a prostemi GE' i 7 ? 'F jes t równa zeru. Jeżeli 
więc chcemy znaleśó środek ciśnienia E, to kreślim y taką  pro
stą  GE', aby powierzchnia rzeczona, tu  kreskowana, była równa 
zeru czyli, żeby powierzchnie kreskowane poniżej i powyżej 
GG' były sobie równe.

Odwrotnie, jeżeli d a n y  j e s t  ś r o d e k  c i ś n i e n i a ,  a szu
kam y osi obojętnej, to dzielimy cały przekrój na paski, kre
ślimy wielobok sznurowy. Przedłużam y teraz praw y bok sk ra j
ny, znachodzimy E' na przecięciu się z pionową przez E i k re
ślimy z E' teraz taką  prostą E‘G, która wyrównywa po
wierzchnie. Pionowa przez G oznacza położenie osi obojętnej.

N a t ę ż e n i e  teraz łatw o wyznaczyć. P unk t S, przecięcia 
się boków skrajnych wyznacza nam  położenie środka ciężkości 
powierzchni skutecznej. Natężenie w S  je s t  wedle 409) v0 =  

p
=  ,~—s's" .  Połączm y s "  z m', a otrzym am y linią natężenia

-r i
i najw iększe natężenie v 'v" .
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§. 156. Przekrój nieregularny, siła działa nie w osi głównej.

Jeżeli środek ciśnienia nie leży w osi głównej bezwład
ności, wyznaczenie osi obojętnej i natężeń staje  się trudn ie j
szemu Jeżeli cały przekrój pracuje, to ja k  wiemy z §. 66., kie
runek  osi obojętnej je s t  znany. Oś obojętna je s t w tedy równo
leg łą  do osi elipsy środkowej bezwładności, sprzężonej do osi, 
poprowadzonej przez środek pi-zekroju i środek ciśnienia. Gdy 
część przekroju nie pracuje, należałoby dla powierzchni sku
tecznej narysować nową elipsę środkową i do niej zastosować 
powyższe prawidło. Ponieważ jednak  położenie osi obojętnej 
n ie je s t  znanem, nie możemy tego uczynić. Tu więc nieznanym  
je s t  nietylko kierunek, ale i położenie osi obojętnej.

Jeżeli o ś o b o j ę t n a  M N  j e s t  d a n a  (rys. 343), to po
wierzchnię skuteczną dzielimy na paski, w środkach ciężkości

O, 3, ^  %  Ss 3«

ich zaczepiamy powierzchnie gv  g2. . . g e, kreślim y wielobok sił 
i sznurowy i w podobny sposób, jak  poprzednio, wj^znaczamy 
przez wyrównanie powierzchni momentów punkt E ' , na prostej 
E E 1, równoległej do osi obojętnej, leży więc środek ciśnienia i 1. 
Aby wyznaczyć dokładnie położenie punktu  E, zauważmy, że 
m ' v "  przedstaw ia linią natężeń. Jeżeli więc każde g pomno
żym y przez odnośne natężenia, lub gdy boki pierwszego wie- 
loboku przedłużym y do przecięcia się z kierunkiem  MA", to
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odcinki przedstaw ią nam  siły f  (na prostej un). Możemy je  też  
w dowolnej podziałce narysować. Gdy je  wreszcie zapomocą 
wieloboku sznurowego złożymy, to otrzymamy, rozumie się, ten 
sam  kierunek wypadkowej EE'.  Jeżeli jednak  zmienimy kieru
nek sił na równoległy do boków, to wielobok sił odnośny w y
znaczy kierunek wypadkowej TT ,, a punk t przecięcia się tych 
dwu kierunków środek ciśnienia E.

Jeżeli przeciwnie d a n y  j e s t  ś r o d e k  c i ś n i e n i a ,  a szu
kam y osi obojętnej, to możemy to zrobić tylko przez próby. 
Przyjm iem y więc najprzód kierunek M N  dowolnie, może równo
legły do osi sprzężonych elipsy bezwładności środkowej całego 
przekroju, dzielimy cały przekrój na paski i wyrównyw ujem y 
powierzchnię momentów, jak  w poprzednim  paragrafie. W  ten 
sposób znachodzimy położenie osi obojętnej MN. Teraz musimy 
zbadać, czy kierunek był dobrze obranym, kreślim y więc wie
lobok sił i sznurowy f. P unk t przecięcia się boków skrajnych 
w yznacza nam położenie wypadkowej TT, . Jeżeli kierunek M N  
był dobrze dobrany, to TT, przechodzi przez E, jeśli zaś nie 
przechodzi przez środek ciśnienia E, trzeba ten  kierunek odpo
wiednio zmienić. Po kilku próbach albo zapomocą konstrukcyi 
podanej przez H u p p n e r a * )  dojdziemy do tego, żę TT, 
przechodzi przez środek ciśnienia. Największe natężenie je s t  
w tedy v 'v " .

§. 157- Kominy fabryczne.

Powyższe wywody znajdują zastosowanie przy obliczeniu 
wytrzym ałości kominów fabrycznych.

Uwzględnić należy przy takiem  obli- 
-K czeniu ciężar w łasny i parcie w iatru. Cię

żar w łasny O da się dla danego komina 
k- h łatwo wyznaczyć, potrzeba tylko w obli

czeniu uwzględnić dokładnie ciężar gatun- 
—s. kowy danego muru.

P rzy  stałej grubości g (rys. 344) dla 
p iątra  o wysokości h  możemy wyznaczyć 
ciężar wedle średnich wymiarów D, i ds. 

y"' ° "  Ula kominów okrągłych otrzym am y

*) P . CM lingenieur 1886 Str. 39. P a trz  także S o h e p p :  „Zur Erm iłłe- 
lung der Druckrertlieilung in  Mauencerksschnitten. Centr. d. Baueerw. 1SS9.
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0 ^ y ^ < J ) ^ - d ^ O J ^ f h { J D ^ - d ^ )  . . 716)

Dla kominów ośmiobocznych będzie
(7= 0,8284yh { D ^ - d 1) . . .' ... . 717)

jeżeli D  i d oznaczają średnice kół wpisanych dla przekroju 
średniego.

Ciężar w łaściw y j  należy p rzy jąć wedle rozporządzenia auśtr. min.
handlu  z r. 1902 dla rimrii z zw ykłych cegieł nie więcej niż 1600 kg/m 3,
dla m uru z zendrówek 1800 kg/m 1 W iększy ciężar można przyjąć tylko 
po zważeniu próbnem  danego m ateryału .

Parcie w iatru  należy tu  przyjąć większe, niż przy zwy
kłych budowlach, z powodu wysokości, a także ze względu na 
powiększenie natężeń z powodu w ahnień sprężystych i możli
wego skrzyw ienia osi kominu. AV Niemczech przyjm ują zwykle 
w — 12o /cg/m2, co je s t za mało, w A ustryi 150 kgjm'1. Jednak  
z powyższych powodów radzi Grobel*)  przyjm ować parcie 
w iatru  ii> =  200 hgjm1 w kierunku poziomym.

Z powodu, że powierzchnia kominu je s t krzywą, parcie 
je s t  mniejsze, niżby wypadło na rzu t pionowy kominu, a mia
nowicie spółczynnik <5, którym  pomnożyć mamy rzut, wynosi, 
ja k  o tem  mówiliśmy w §. 107., dla przekroju kołowego 0,848, 
dla ośmioboku 0,890, dla sześcioboku około 0,790.

Dla danego przekroju nin  (rys. 845) należy wyznaczyć G, W  
i punk t zaczepienia parcia w iatru  E , k tóry  leży w środku 
ciężkości przekroju pionowego, będącego trapezem . Gdy dwie 
te  siły złożymy, otrzym am y wypadkową B ,  przecinającą prze
krój w  K. Tu uwzględniam y tylko składową pionową wypad
kowej C, a gdy długość OK<=-w, otrzym am y

Ww=-~-h   ......................................718)
O

Znając środek ciśnienia K  i siłę C możemy wyznaczyć 
teraz natężenie'w  przekroju mn. Badanie to przeprowadzić należy 
przedewszystkiem  dla w szystkich piąter, zaczynaj ąc od góry aż 
do podstaw y A B ,  bo chociaż dla wyższych przekrojów siła W  
się zmniejsza, to zm niejsza się też i C a także i grubość ścian, 
mogą być więc czasem wyżej natężenia większe.

*) P. G ö b e l :  Standfestigkeit der, Schornsteine. Zeitschrift des Vereines 
deutsch. Ingenieure. 1898 str. 180.
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Dla tak  wielkiego parcia w iatru, j a 
kie rzadko kiedy się może przytrafić, nie 
możemy żądać, aby linia ciśnienia nie w y
chodziła z j  ądra, z drugiej znów strony 
nie w ystarcza też , aby nie wychodziła 
z przekroju. Należy więc dopuścić wyjście 
jej z jądra , ale ciśnienie nie powinno prze
kraczać dozwolonej granicy, na  ciągnienie 
zaś wcale nie liczymy, przypuszczając, że 
szew się otworzy. Mamy więc w tedy wy
padek, o którym  mówiliśmy w dwu po
przednich paragrafach.

B o z p o r z .  a u s t r .  m i n .  h a d l u  z r. 1902 
przepisuje natężen ia dopuszczalne na ś c i s k  a n i  e

a m uru z cegieł z w y k ł y c h ................. 8 kgjcm2
,, „ z e n d ró w e k ......................12 kg ¡cm2

jednakże przy użyciu zapraw y wapienno-cem entowej, złożonej z 1 części 
cem entu, 4 części w apna i 10 części ostrego piasku.

N atężenie dopuszczalne n a  r o z c i ą g a n i e  w ynosić może
dla kom ina do 30 m w y so k o śc i.................t= 1 ,2  kg/cm2

„ „ o wysokości U  >  80 m . . . t==1,2—0,05 (i?—30)kglcm2.
Oprócz tego należy w ykazać dw ukro tną pewność na ■wywrót kom ina.

Zajść tu  mogą trzy  przypadki.
Przekrój może być aj okrągły, b) wie- 
loboczny z dwiema osiami symetryi, 
c) całkiem nieregularny. W  wypadku 
b) postępować należy wedle §. 155, 
w c) wedle §. 156, dla w ypadku a)
K e c k * )  obliczył tablice, które -wy
znaczenie natężeń znacznie ułatw iają.

Rys. 846. przedstaw ia przekrój 
komina okrągłego, którego powierzch

nia F = ( r 2—r 2j)yr a
o

w edług 712). Jeżeli nazwiemy najw iększe natężenie w B  v, 
C C

a średnie =  V ,  to możemy napisać

v = v . v ' ............................................ 719)
a wartość spółczynnika v da się obliczyć.

■*). P . K e c k :  Excentrische Druckbehandlung cylind. Mauerkörper. Zeit, 
d. hann. Ing. u. Arch. Verein. 1SS2 s tr . 627.

/ ? ) d

B

Rys. 345.
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G o e b e l  podaje dla spółczynnika v następną tabliczkę:
T a b l i c a  XL1II.

w

r

.Pl
r

0 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1.0

0,00 1,0 1,0 1,0 1,00 1,00 1,00 1,00
0,05 1,2 1,16 1,15 1,13 1.12 1,11 1.10
0.10 1,4 1,32 1,29 1,27 1,24 1,24 1(20
0il5 1,6 1,48 1,44 1,40 1.37 1.33 1.30
0.20 1,8 1,64 1.59 1,54 1(49 1,44 1,40
0,25 2,0 1,80 1,78 1,67 1.61 1,55 1,60
0,30 2,23 1,96 1,88 1,81 1,73 1,66 1.60
0,35 2,48 2,12 2,04 1,94 1,85 1,77 1,70
0.40 2,76 2,29 2,20 2,07 1,98 1.88 LS0
0(45 3,11 2,51 2,39 2,23 2,10 lj99 1,90
0^50 3,55 2,80 2.61 2,42 2,26 2,10 2,00
0.55 4,15 3.14 2;89 2,67 2,42 2,26 2,17
oioo 4,96 3;58 3,24 2,92 2,64 2.42 2,26
0,65 6,60 4,34 3,80 3,30 2,92 2.64 2,42
0,70 7,48 5,40 4,65 3,86 3,33 2;95 2,64
0.75 9.93 7,26 5,97 4,81 3.93 3,33 2,89
0)80 IRS? 10,05 8,80 6.53 4i93 3,96 3,27
0,85 21,08 15,55 13,32 10.43 7.16 4.50 3,77
0,90 38.25 30,80 25,80 19 ¡85 14,60 7,13 4,71
0,95 96,10 72,20 62,20 50,20 34,60 19,80 6,72
1,00 OD CO CO CO CO CO 00

.... . i

J a c k  e r  podaje też przybliżony sposób wyznaczenia wy- 
kreślnego najw iększego ciśnienia*). Jeżeli siła P  (rys. 347) za~

R ys. 347. Rys. 348.

czepia w I I  jeszcze w jądrze, to wedle 417), gdy i, nazwiemy 
promień jędrny, natężenie w B

*) P. Oest. Wocliensch. f i i r  d. <iff. Baudienst. 1902 str. 271.
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V ==-■?. Ą .P 'M± = : P  
1 F  ^  F e, F̂ f ) = § + t ) '  

t J   720)
zaś w (7 v,a

" V "j
Wobec tego v x w zrasta proporcyonalnie do y, i da się 

przedstaw ić linią prostą M N  (rys 848). Po przekroczeniu linii 
jędrnej ciśnienie w zrasta dalej wedle linii krzyw ej, zam iast 
której J a c k  e r  przyjm uje parabolę. W yznacza on jeden punk t 
ten  krzywej T, leżący na linii ON dla y —y2, przyczem, ja k  
autor udowadnia,

I   721)
i  s

jeżeli s oznacza odstęp środka ciężkości O, połowy przekroju 
od osi przez środek ciężkości O-

Z  rys. 848 widać, że jeżeli środek ciśnienia wyjdzie z j ą 
dra, to z początku v nie bardzo w zrasta, później jednak  po 
przekroczeniu n. p. punktu  P, dla którego y  — y', natężenie 
w zrasta niepom iernie: dlatego należałoby nie dopuszczać prze
kroczenia środku ciśnienie poza punkt P.

11 o z  p. p r u s k i e g o  m i n ,  h a n d l u  z r. 1902 przepisuje, że dla par
cia w ia tru  125 Jcg/m2 rzu tu  kom ina okrągłego przynajm niej połowa prze
kroju pow inna być c.iśnioną czyli o.ś obojętna co najwyżej może przecho
dzić przez środek przekroju O.

D. Budowle ziemne.

XIII. Równowaga stoków.
§. 158. Zasady.

Będziemy teraz badali praw a równowagi budowli takich, 
których m ateryałem  je s t  ziemia, a więc n. p. wałów, rowów, 
przekopów. Przypuszczam y przy tern, że ziemia je s t  ciałem je- 
dnorodnem i niesprężystem  o małej spójności. Tu więc nie bę
dziemy mogli zastosowywać praw ideł o wytrzym ałości, wyło
żonych w poprzednich rozdziałach, lecz zato uwzględniać 
będziemy także tarcie, tj. opór, ja k i pow staje przy ruchu 
względnym  dwóch ciął lub dwóch części tego samego ciała-,, 
przylegających jedna do drugiej.
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Z mechaniki wiemy, że tarcie je s t  wprost proporcyonal-- 
nem do ciśnienia, prostopadłego na płaszczyznę zetknięcia obu 
ciał a niezależnem od wielkości powierzchni ze tkn ięc ia ; spój
ność zaś je s t  niezależną od ciśnienia prostopadłego a propor- 
cyonalną do powierzchni przekroju. Chcąc przesunąć cząstki 
ziemi, musimy przezwyciężyć obie te  siły.

Powierzchnię ziemi nachyloną ku poziomowi, nazywamy 
s t o k i e m  (n. Böschung, fr. talus, an. slope, talus, r. otkOcu, 
HaknoHT>) a styczną kąta  nachylenia stoku do poziomu czyli 
stosunek wysokości do rzu tu  pionowego stoku (lip. 1 : 1 , 1 : 2) 
s t o c z y s t o ś c i ą  (n. Neigung der Böschung, fr. penie, an. slo- 
ping). Zastanaw iać się będziemy głównie nad stokami, których 
stoczystość w każdym  punkcie je s t  ta  sama, czyli nad stokam i 
płaskimi, • a ilekroćbyśmy mieli rozpatryw ać stoki o zm iennej: 
stoczystości, osobno to zaznaczymy.

§. 159. Równowaga ziemi niespoistej.

W iemy, że powierzchnia wody w stanie równowagi je s t  
poziomą. Piasek, żwir i ziemia sypka, których spójność jest 

bardzo małą, u trzym ują się w równowa
dze, chociaż ich powierzchnia je s t  nachy
loną, ale tylko do pewnej granicy, gdy kąt 
nachylenia stoku nie przekroczy pew nej 
wartości ę (rys. 349).

Dla tego najw iększego kąta  ę niech 
się znajduje punkt m ateryalny m  na  po

wierzchni A G  w łaśnie w stanie równowagi tak, że najm niejsze 
powiększenie ką ta  q już  by wywołało stoczenie się punk tu  m. 
Ciężar tego punktu  c rozdziela się na c, i c2, przyczem 
ct = c  w st p, e2 =  cdost(>. Siła c, stara* się poruszyć punk t w kie
runku CA, c2 zaś przyciska go do płaszczyzny i wywołuje tai’- 
cie. Jeżeli spółczynnik tarcia nazwiem y f, to dla równowagi 
musi być c, =  fc.L, czyli c ws t p  — /edostp , a stąd

f = s t p .......................................  722>
Ponieważ k ą t q zależnym je s t  tylko od spółczynnika ta r 

cia, dlatego nazywam y go k ą t e m  t a r c i a  (n. Reibungswinkel', 
fr. angle de frottement, an. angle o f  friction, r. yroms Tpena) 
(p. §. 181). Stok dla którego ziemia sypka utrzym uje się w ró
wnowadze, a więc nachylony pod kątem  tarcia do poziomu,.
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nazyw am y s t o k i e m  n a t u r a l n y m ,  s t o k i e m  u s y  p u  (n. na
türliche Böschung, fr. talus naturel, an. plane of repos, r. othoct. 
nacLim:). Stok natu ra lny  i ką t tarcia ziemi niespoistej wyzna
czyć można, sypiąc ziemię i podgartu jąc ją  pod górę. Ziemia 
ułoży się w tedy w stoku naturalnym .

'D

/ a/ w
A  w  ?;

A y  h

A k
R ys. 850.

§. 160. Równowaga ziemi spoistej.

Jeżeli stok A B  (rys. 350) je s t  za stromy, w tedy ziemia 
nie może utrzym ać się w równowadze i część ziemi A B I)  się 

R usuwa. Część tej ziemi nazyw a
my o d ł a m e m ,  a powierzchnia 
AD, ja k  doświadczenia F o r c h -  
h e i m e r a  i L e y g u e ’ a okazu
ją , mało się co różni od p ła
szczyzny. Przyjm ować więc ją  
będziemy nadal za płaszczyznę 
i nazyw ać p ł a s z c z y z n ą  o d 
ł a m u  (n. Bruchflachę, Gleitebc- 

ne, fr. plan  de rupture, p lan  de separation, p lan  de glissement, 
an. piane of rupture). Gdyby spójności nie było, to k ą t a, pod 
którym  stok A B  je s t  nachylony do poziomu, nie m ógłby być 
dla lńwnowagi większym, niż ę. Z  powodu działania spójności 
k ą t ten  będzie większym, a zadaniem  naszem  będzie teraz  wy- 
cznaczenie jego  wielkości.

Zauważmy bryłę ziemi, której długość w kierunku prosto
padłym  do płaszczyzny rysunkowej niech będzie równą jedno
ści, nazw ijm y l prostą AD, c spójność na jednostkę powierzchni, 
/  spółczynnik tarcia między ziemią a ziemią a p odnośny ką t
tarc ia  i zaczepmy w środku ciężkości odłamu S  ciężar jego C,
to  da on się rozłożyć na siłę N  prostopadłą do A D  i P  równo
leg łą  do AD. W tedy będzie

N = C d o s t^ , P==CTTSt^, . . . .  723)
jeżeli ip je s t  kątem  nachylenia płaszczyzny odłamu do poziomu. 
Siła P  usiłuje poruszyć odłam w kierunku DA, czemu sprzeci
wia się siła Q, pow stająca w skutek tarcia i spójności ziemi 
wr płaszczyźnie odłamu.

Stąd otrzym am y
(¿ = f N + c l = Cf do s tąp  cl . . . . 724)
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Usunięcie powstać może tylko w jednej z tych  płaszczyzn,
Pprzechodzących przez A,  dla której P > Q ,  t. j. P>  1. W nosić

zaś można, że powstanie ono rzeczywiście w tej płaszczyźnie, 
Pw której stosunek je s t najw iększością t. j. przybiera war-
y

tość najdalszą od tej, k tóra potrzebną je s t do równowagi t. j. 
P— = 1 . Jeżeli przeto w jakim kolw iek danym  przypadku wy- 
y  p
znaczym y stosunek n  dla każdej płaszczyzny pęku płaszczyzn,

Pprzechodzących przez A ,  to płaszczyzna, dla której będzie
y

najw iększością, będzie tą  p łaszczyzną, ’ w której nastąpi usu
nięcie, gdy naj większość ta  przekracza wartość = 1 . W arun-

.  P
kiem równowagi będzie więc, by najw. P  <  Q, bo w tedy ^

dla innych płaszczyzn będzie tern bardziej < 1 .  My zajmować 
się będziemy wypadkiem  granicznym  i badać, ja k  wielkie może 
być a, aby stok był jeszcze w równowadze, zatem

najw. ^  =  1 .............................'• 725)

P rJDla tego w ypadku musi być pochodna funkcyi ^  równą

,. V QJ n . Q d P  — P d  Q p '
zeru, czyli =  0, a w ię c  ------=  °> sti*d QdP +

—P d Q —0, a nareszcie uw zględniw szy równ. 725), otrzym am y

l - n a j w .  ; ' : • • •  726>

Na podstawie tych  równań możemy w każdym  szczegóło
wym przypadku wyznaczyć k ą t i p .

Z równ. 725) i 726) w ynika (7w stty — Cfdostty+cl,  a więc

C = -y -  (wst y j— s t  ę  dost t y ) = ^ j -  —--j — - . . 727).
I  r  1 d o s t ę

§. 161. Naziom płaski i nieobciążony.

Jeżeli powierzchnia ziemi B D ,  którą nazyw am y n a 
z i o m e m  (o stoczystości m niejszej, niż stok naturalny , po
wierzchnię o stoczystości większej zowiemy stokiem) (rys. 351).
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je s t  płaszczyzną nachyloną pod kątem  (3 do poziomu, w tedy 
ciężar odłamu możemy wyznaczyć, nazw aw szy y ciężar ga tun 
kowy ziemi w następny sposób:

C = y A A B D = 4  y A B . A D . w st (a—tp),
a w stawiwszy za A D  wartość l

a A B = —4 — , otrzym am yw st a ‘ 

C = \ y h l
w st (a—ty)

R ys. 351.

wst a
"Według równań 723), 724) 

i 725) mamy
P  C w st tp
Q C i io s t  tp+cl  

a stąd, wstawiwszy wartość za G

= 1,

i f'= stp , otrzym am y 
P
Q y k i  w st (a — tp) dost t/J s t ę» +  2 cl w st a

y hl Avst tp w st (a —tp)
= 1. 728)

Różniczkuj my osobno licznik, a osobno m ianownik tego 
wyrazu, a otrzym am y wedle 726)

d P  — w s t^ d o s t( a —^ )+ d o s t^ w s t(o !—ty) 
d Q  “ [wst (a—tp) w st +  dost ( a — tp) dost i!)] s t q 

w st (2 rp—a )  s t (2 tp—a)
dost (2 ip—a) s t ę 

</>-■

s t p = 1 ,

729)stąd (2ip — a =  Q, zatem  ^  —

A więc p ł a s z c z y z n a  o d ł a m u  p o ł o w i  k ą t ,  z a 
w a r t y  m i ę d z y  s t o k i e m  r z e c z y w i s t y m  a n a t u 
r a l n y m .

Rów nanie 72S) możemy inaczej napisać 
y h  w s t^ w s t ( a —tp)=yh-wst ( a — tp) d o s t^  s t p + 2 c w st a, a stąd 

2 c w st a 2 c w st a dest q
y w st(a —^i)[w st^—dosti^stę j y w s t(a —tp)yvst(tp—ę)

Oba kąty  w m ianowniku możemy inaczej wyrazić, a m ia
nowicie : .

ę  +  a  a — q , ę  +  a
a_V »= a—- - g -  == , zaś <P~Q~ .2 -

a — o 
-i>=—2 , a więc

li
2 c d o s tp w s ta  

7 w st2 0

730)
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Z tego wzoru możemy, obliczyć wysokość stoku, dla któ
rej się ,stok jeszcze może przy spójności c utrzym ać: ką t /?, 
j a k  widzimy, w tjnm w ypadku zupełnie nie wchodzi w ra 
chubę, a więc tu  je s t  h od stoczystości naziomu niezależnem.

§. 162. Stok pionowy.

Dla stoku pionowego a = 90°; nazw ijm y odnośną wysokość 
stoku h0 (n. Standhdhe), to z rów nania 729) otrzym am y

2 c dost o
h,

2 c ^dost2 ^ —w st2- |- j

y w s t 2̂ 45°— ^ j  y^w st45°dost |  — dost45° w st ^ j  

4 c (d o s t- |-+ w s t- |-V  4 e f l  +  st g ]
■ 4  2  l i .  2 _ i i s t (4 5 -+ 4 -  . . 731)

y ( f e s t - |  — w s t |- )  y ( l ‘ s t | )

Znając odwrotnie h0, możemy obliczyć c, a mianowicie

e - ? y  Aot (4 5 °+  |  j .............................. 732)

W staw iw szy tę  wartość w l-ównanie 730), otrzym am y
l i 0 dost p wst a

l i  =  ..................-   —  ------------------ . . . . i 3 3 )

2 w st —g-y s t ^45° 4- f  j  

Z pierwszej wartości h0 otrzym am y też

w s t s ^ 4 5 °— J- \

2 dost q
a wstawiwszy to w 730)

wst2(45—  ̂ jwsta  
h = h 0     734)

wst2

W zory te służą do obliczenia wysokości stoku pochyłego 
dla jakiegokolw iek kąta a. O t t  obliczył z równań 733) i 734)

następną tabliczkę dla wartości y - :
/¿n
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T a b l i c a  XL1V.

h
Jlr

_
W artości dla dot 0

1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6

0,20 1,17 1,64 1,59 1,55 1,52 1,49 1,47
0.25 1,99 1,89 1,82 1,75 1,70 1,66 1,63
0j30 2,35 2,19 ¿08 1,99 1,91 1,86 1,81
0,85 2.79 2,56 2:39 2,27 2,17 2,08 2,02
0'40 a s e 3,02 2,78 2,60 2,46 2,35 2,26
0,45
0.50

4,11 3,60 3,24 3.00 2,81 2,66 2,54
8 5,11 4,34 3.84 3,48 3.22 3,02 2,87
O 0i55 6,47 5,31 4,58 4,08 3j72 3,45 3,24
w 0,60 8,41 6,63 5,53 4,83 4,33 3,97 3,69cS 0,65

0,70
11.28
15,77

8,40
10,90

6,77
¿42

5,76
6,96

5,08
6,00

4,58
5,33

4 22 
4;S4'O 0/75 23,26 14,63 10,69 8,52 7,16 6,25 5,60O oiso 37,41 20,47 13,92 10,61 8,65 7,39 6,51rH ¿85 68,21 30,26 18,67 13.46 10,59 8,82 7,63

£ 0,90 157,39 48,55 26,65 17,51 13,18 10,65 9,01
0,95 645,69 86,59 38,61 23,50 16,73 13,03 10,79
1,00 co 204,69 61,95 32,86 21,77 16,21 12,98
1,05 — 840,78 113,03 4s;eo 29.21 20,57 15,88
1,10 — co 260,64 79,01 40,81 26,73 19,74
lil5 — — 1072,65 142,23 60,35 35,87 25,04
1,20 cc 328,14 95,93 50,09 32,53

Przykład. M amy w ykopać rów  głęboki 9 m w ziemi, dla której p=32°, 
więc dp tp—1,6 a /i0=  1 m. J a k a  może być stoczystość?

Tu m am y h —9, .h0— l ,  w ięc 7- = 9 ,  liczbę tę  szukam y w  ostatn iej
'*o

kolum nie i znajdujem y 9,01, co odpow iada dota=0 ,90 , a więc a=48°.

§. 163. Wyznaczenie wykreślne spójności, wysokości stoku 
i stoczystości.

Na podstawie powyższych rów nań możemy wykreślnie 
wyznaczyć stoczystość, stok pionowy lub spójność, jeżeli zna
nym  je s t k ą t tarcia.

1. D a n e  s ą  a, h i q, w y z n a c z y ć  n a l e ż y  c (rys. 352).

y / z w s t 2 ^ - ^
Z równ. 730) w ynika ; , albo gdy nazw iem y:

h
 ̂ w s ta  ’ ° ^  ̂ 2 dost(> ’
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a gdy a —(>=2(5, więc -....................................  735)

Społowiwszy ką t a—q, otrzym am y k ą t 6. Z  B  spuszczamy 
prostopadłe na A D  i AC, to B, E, F  i A  muszą leżeć na półkolu.

y EGZ E  kreślim y poziomą EG, a w tedy c=  ' ^  . Aby się

o tern przekonać, zrobimy El/¡AC ,  to
E l  B E ^ rs td  ł .w s t2dEG- dost(> dostę  dostę

2 czatem  ze względu na 735) EGr=— ......................................  736)
y

Udowodniliśmy, że półkole, założone na AB, przechodzi 
przez F  i E. Poprowadźm y styczną do koła KLj\BF,  to 
AK L BEI, bo A K —BE, a boki równoległe. S tąd łatw o udo

wodnić, że A M = E Q = ^ -~ ...........................................  737)
y

Nareście jeżeli z B  zatoczym y łuk  promieniem BA  i wy
kreślim y styczną NBjjBF,  to A <3=2 AM, ja k  to się da łatw o 
udowodnić z podobieństwa trójkątów , zatem

4 c
A Q = ~ ........................................  738)

V
2. D a n e  a, c i q, s z u k a n a  w y s o k o ś ć  h. Połowimy

t 4 ck ą t CA i? i kreślim y A N  [ BD, odcinamy teraz A Q = — i przez

p unk t Q kreślim y QN prostopadłą do AC. Z  punk tu  N  kreślim y 
NB  równolegle do i d  i w ten sposób otrzym ujem y punk t B, 
a zatem  i wysokość stoku.

Statyka. 29
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3. D a n e  s ą  c, h i Q, s z u k a n e  a.
4cOdcinamy A Q = - - ,  kreślimy QAT J_A C  i szukam y na po

ziomej w jwysokości h punktu, z którego możemy poprowadzić
koło styczne do QN a przecho
dzące przez A.

4. D a n e  /¿0, h i ę, s z u 
k a n e  a (rys. 353). Dla danego h0 
możemy c obliczyć z równania 
732) albo też wyznaczyć wykreślnie 
wedle 1. Zatoczm y z B 0 łuk  pro
mieniem h0 i wykreślm y styczną

Ą ft
QN J_AC, to A Q = -- .  D alszakon- 

s tru k c y a , jak  poprzednio, wedle 3.

§. 164. Parabola spójności.

Jeżeli dla rozm aitych h będziemy szukać wedle poprze
dniego paragrafu  ką ty  a, a zatem  odnośne punkty  B  (rys. 354), 
to  da się łatw o udowodnić, że punkty  te leżą na paraboli. Na 
mocy konstrukcyi bowiem 
je s t  AB^ =  B,N^, a to je s t  
właśnie cechą punktów  para
boli, której osią je s t  stok na
turalny, punkt A  ogniskiem

a param etrem  <2 A P = - ~ - -  - .

Nazywam y ją  p a r a b o l ą  
s p ó j n o ś c i  (n. Cohdsions- 
parabel), kreślim y poziomą

A Q = 4 ° i Q P \ A C .
7

Jeżeli wykreślimy z punktów  B  prostopadłe do AC, to 
PFi —ATl B i — AB .  Na tern polega prosty sposób w ykreślenia 
paraboli spójności. Z punktu  A zakreślam y łuk dowolną dłu
gością ABit robimy PF l =  A Bx i w ystaw iam y w F  prostopadłą 
do przecięcia się z łukiem  w B , ,

Rys. 354.
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§. 165. Wyznaczenie stoku naturalnego, spójności i ciężaru 
gatunkowego.

Mówiliśmy poprzednio, ja k  się wyznacza stok natu ra lny  
-dla ziem niespoistych. Dla. ziem spoistych najlepiej wyznaczać 

i g z doświadczeń; w tym  celu trzeba ziemię skopywać pio
nowo. Wykop musi być dość długi o zmiennej głębokości, 
należy^ go zostawić najlepiej przez cały rok, aby się przeko
nać, o ile Wpływy atm osferyczne zm niejszają spójność. N aj - 
większa wysokość, przy której stok pionowy się utrzym a, 
będzie /b,. To sarno możemy zrobić dla innych kątów  a i o trzy
m am y odnośne h. Z tych wartości możemy w tedy w yznaczyć 
c i  g na  podstawie równań 732) i 733). Na podstawie do
świadczeń K a w o n a  możemy przyjąć dla ziem zbitych 
c= 2 2 5  kg[m'Ł, a że należy uwzględnić spółczynnik pewności 
1,5, więc. przyjm ujem y zwykle

C—150 ,kglm2.................................... 739)
W  tym  samym stosunku zm niejszam y też i ką t tarcia. 
Możemy 'dalej przyjąć :

dla zwykłej ziemi zbitej lv0 =  l  do S m 1 „
dla zbitego iłu lub gliny li0 =  2 do 5 ni J 

Dla bezpieczeństwa lepiej przy obliczeniu przyjm ować 
m niejsze wartości t. j. 1 względnie 2 m. Na wielkość tarcia 
i spójności ma znaczny wpływ atmosfera. W ażną okolicznością 
pod tym  względem je s t ilość wody, znajdującej się w ziemi, 
zwłaszcza gliniastej. Gdy glina je s t  tylko zwilżoną, spójność 
je s t  wielka, gdy je s t  suchą zupełnie — mała, a gdy przesiąk
n ięta  wodą — prawie żadna, ką t g schodzi czasem do 10 °. 
D latego też przy budowlach ziemnych bardzo w ażną rzeczą 
je s t  odpowiednie odwodnienie.

W t.abl. XLV. podaliśmy w edług R e b h a n n a  i O t t a  ką t 
tarcia  g, ciężar m etra sześciennego y i spójność c dla rozm aitych 
ziem. Nie potrzebujem y dodawać, że są to  tylko wartości p rze
ciętne. P rzy  większych budowlach ziemnych dobrze je s t  robić, 
jeśli czas na to pozwała, z daną ziemią osobne doświadczenia 
dla wyznaczenia c i p .
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T a b l i c a  XLV.

M a  t  e r y a l
k ą t

ta rc ia
p

ciężar
g a tu n 
kowy

T
kgjm*

spój
ność

c
kgjm'1

Stp dot p

Ziem ia roślinna sypka sucha . . . 35° 1420 250 0,700 1,428
„ „ w ilgo tna . 40° 15S0 250 0,S39 1,192

! Yi* „ nasycona wodą. . . 30° 1800 — 0,577 1.732
„ . sucha u b ita  . . . . 42* 1680 500 0.900 1,111
„ w ilgo tna ub ita  . . 65° 1880 — 2,145 1,466

Glina sypka sucha ............................. 40° 1500 600 0,839 0,192
„ w i l g o t n a ..................... 45° 1550 930 1,000 1.000

JT „ nasycona wodą . . . 20° 2000 400 0.364 2,747
ub ita  s u c h a ............................. 42° 1790 — 0,900 1,111

„ n a tu ra ln ie  w ilgotna . 70° 1850 — 2,748 0,364
P iasek suchy m iałki ......................... 35° 1500 10 0,700 1,428

r  g r u b y ......................... 3B° 1640 20 0,700 1,428
w i l g o t n y ................................. 40° 1770 100 0,839 1,192
nasycony w o d a ..................... 30° 1950 60 0,577 1,732

Z w ir g ran ia sty  (tłuczony) . . . . 45° 1800 1500 1,000 1,000
J! okrągły  (rzeczny) . . . . . . 30° 1800 1500 0,577 1,732

Zboże 25° 759 — 0,466 2.145
Ś ru t 23° 6800 0,424 2,356

M ü l l e r B r e s l a u  podaie następna krótka tab liczk ę : 
T a b l i c a  I Ł T .

R o d z a j  z i e m i T
kgjm 1 p

Ziem ia roślinna s u c h a .......................................... 1400 85°—40°
„ „ w ilg o tn a ..................................... 1600 45°
., .. nasycona w o d a ..................... 1S0O 300-35«

G lina s u c h a ................................. ............................. 1500 40°-—45°
m okra .............................................................. 1900 20«—25°

P iasek nasycony w o d a ......................................... 2000 25°
,, w i l g o t n y ...................................................... 1800 40«
„ s u c h y .............................................................. 15S0—1650 30°—35°
„ .. ś r e d n i o .............................................

Ż w ir t ł u c z o n y ......................... ................................
1600 33 y,«
1800 35°—40°

rzeczny ...................................... 1S00 30"

K e c k  podaje następne w artości: 
T a b l i c a  XLVH.

R o d z a j  z i e m i 1
kg ¡ w P

I ł  s u c h y ............................. ........................................
.. m o k r y ......................................................................
G lina s u c h a ..............................................................

„ m o k r a ..............................................................
Z iem ia roślinna m o k r a .........................................
Piasek, żw ir r z e c z n y .............................................
Ż w ir t ł u c z o n y ..........................................................

1500
1900
1600
1950
1650

1600-1860
1600

40«-46° 
20°—25° 
40°— 50° 
20°—25° 
30°—35« 

30° 
35°—40°
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Jeżeli naziom nie je s t  płaskim, lecz składa się z dwu 
płaszczyzn (rys. 355), a jeżeli A D  je s t  płaszczyzną odłamu, to 
■czworobok A B F D  musimy zamienić na tró jk ą t AED,  aby można 
poprzednie wzory zastosować. Kreślim y więc B E H A F  i dalej 
wykreślam y tak, ja k  gdybyśmy mieli stok A E  i naziom płaski. 
P łaszczyzna odłamu połowi w tedy ką t EAC, a dalsza kon- 
■strukcya pozostaje ta  sama.

Jeżeli jednak  przy tej przemianie, punk t D  w ypadłby 
przed F, to w takim  razie stok się zachowuje, ja k  gdyby był 
płaskim.

§. 166. Naziom załamany.

Jeżeli odległość punktu  załam ania w zrasta, w tedy może 
■się zdarzyć, że gdy bez przem iany podzielimy na połowę kąt 
a— q (rys. 356), punkt D  może wypaść przed punktem  zała
m ania F. Jeżeli zaś przeprowadzim y przem ianę, to wypada 
nam  płaszczyzna odłamu A D ^. K tóraż z nich je s t  praw dziw ą? 
Ta, dla której potrzeba większej spójności. Jeżeli więc zato
czymy z B  koło promienięm B A , z E  promieniem E A  i -wy
kreślim y styczne _j_ 4̂<7, to zatrzym ujem y tę  płaszczyznę od
łam u, dla której A Q  je s t  większem. Tu A Q f > AQ, więc praw 
dziwą linią odłamu je s t AD.

§. 167. Równowaga ziemi jednostajnie obciążonej.

Jeżeli ziemia je s t  jednostajn ie obciążona ciężarem q na 
m \  to licząc na długość równą 1 m  w kierunku prostopadłym  
■do rysunku, otrzym am y (rys. 357) C = y . A B D + B D . q .
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Powierzchnię tró jką ta  A B D  wyznaczyliśm y już  w §. 161,
”̂ V S t  i CC — ijj )

a mianowicie, gdy A D = l , ABD—\  hl— — > ^la wyzna

czenia BD  zaś ustawim y proporcyą:
B D  : Z=w st (a—ip) : w st (180—a - f /?),

Z w st (a—ip)
więc BD- w st(a  —/?)

. "Wstawiwszy te  wartości w rów naniu 

dla C, otrzym am y

2 w st a
ql~wst(a—ip)

w st (et—/?)

= Z w st (a— ip) ( -- ---- \w s t a

-k

+

r)-w st (a —/3),
"Wzór otrzym any je s t podobny do-

wzoru dla ziemi nieobciążonej (§. 161), tylko tu ta j zam iast y h
1 , 2 q w st amusimy podstawie wyraz y h +

Ponieważ wyraz ten je s t niezależny od kąta  ip, więc k ą t

xp będzie tak i sam, ja k  poprzednio, tj. ip= a ~^^ , a więc i tu

p ł a s z c z y z n a  o d ł a m u  p o ł o w i  k ą t  m i ę d z y  s t o k i e m  
n a t u r a l n y m  a r z e c z y w i s t y m .

Dla ziemi nieobciążonej mieliśmy w edług 733)
"wst a dost o

y h = y h 0
2 st ^45°+ |  j  w st2

dla ziemi obciążonej otrzym am y podobny wzór, podstawiwszy- 
tylko zam iast y h  wyraz powyżej wspomniany, więc 

2 q w st a  u w st a dost q
y h +  w « , - , *  'Ą

w st a dost ęh=h,

2 st ^45°+ |  j  w st2 “ 2 Q 

2 q w st c

, a stąd

[ 4 5 0 + 1 )  w s t * ? “ -?  7 w s t  («  —  •2 st ^45°+
741)
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W edług 733) pierwszy wyraz równa się /i, wysokości 
stoku ziemi nieobciążonej, więc

| l =  h l ^ st_a  . . . . .  742)
y wst (a—/3)

Dla naziomu poziomego /3=0, więc

11= 11, 1......................................  743)
7

A zatem  dla naziomu poziomego obciążenie na wyso-
2(7

kości hx ma ten skutek, ja k  gdyby stok był o —; wyższym. Po

chodzi to s tą d , że obciążenie powiększa wprawdzie tarcie, ale 
nie powiększa spójności, gdy przy  stoku wyższym  obie siły 
w zrastaj ą.

Przykład. N a poziomym naziom ie stoku wysokiego 8 m (rys. 358) 
m am y złożyć kam ienie; ja k  w ysoką może być w arstw a tycli kam ieni bez 
n a ra ż e n ia . stoku n a  usunięcie?

Mamy dane s ta  =  l, /¡0= 1 ,  ciężar gatunkow y 
ziemi y=1G00 kg/m3, ciężar gatunkow y kam ienia uwzglę
dniając próżnie między kam ieniam i fi =  2000 kg/m 3, k ą t 
ta rc ia  p=35°. Tu obciążenie na m 1 będzie 5=Tfy=2000 y, 
jeżeli y  oznacza wysokość kam ieni. Dla s t« = l ,0  o trzy
mamy w st «=0,707, a=45°, dalej będzie

^  =  5°, 4 5 -£ = 2 7 ,5 ° ,  w st227,B°=0.21B4,

Wst * _ ? =0,087, wst*^-*-- =  0,00757. W ięc wedle 7B4)

, 0,2134 X0,707 1QOQ , 1QQQ 2 X2000y =19,93»», zatem  wedle <43) 19,93---------------- - =19,93
0,00(57 lbUU

— 2,5»/=8ra. s tąd  y=4,77 ?».

§. 168. Wykreślne wyznaczenie stoku ziemi jednostajnie obciążonej.

Jeżeli w równowadze utrzym uje się stok A B  obciążony 
ciężarem q (rys. 359), to ciężar ten  q zamieniamy, ja k  w ia

domo, na Avarstwę ziemi o wysokości Z  poprzedniego

paragrafu  wiemy, że płaszczyzna odłamu pozostaje ta  sama, 
co dla stoku nieobciążonego, otrzym ujem y ją  przez społowie- 
nie ką ta  BAC. Odłam więc stanowa powierzchnia ABIFD, którą 
zamieniamy na tró jkąt, robiąc ze względu na 743) 7 ,7= 77?= ^ ,, 
I i B i H BD  i przedłużając A B  aż do 7?,. Dalsza konstrukcya
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4:0 . *pozostaje ta  sama, A Q = — . P N  je s t  kierow nić |, A  ogniskiem

a punkt je s t  punktem  paraboli spójności.

§. 169. Naziom dowolny częściowo obciążony.

Jeżeli naziom dowolnie zakrzywiony je s t częściowo obcią
żony (rys. 860), to właściwie płaszczyzna odłamu nie pozostaje

ta  sama, co dla ziemi nieob- 
ciążonej , mało się jednak  
różni. P rzyj ąwszy znów p ła
szczyznę tę  samą, połowiącą 
kąt BAC,  zamieniamy 

A B  B E , JDi D 
na tró jk ą t A B X D, którego 
wierzchołek leży w odstępie 
2 /i, od ED.

Rys. 359.

Dalsza konstrukcya po
zostaje ta  sam a, zatem

A Q ~ ~ ~ .  "W ten  sposób

możemy wyznaczyć c, spój
ność potrzebną do równo
wagi stałej. Jeżeli rzeczy
w ista spójność je s t c', to 
c'
— — n  i est stosunkiem  
c Rys. 360.
pewności.

170. Stok zakrzywiony.

Z paraboli spójności (rys. 354) widzimy, że im większem 
je s t h, tern większem je s t  a. Dla wyższych części stoku, dla 
których h  je s t  mniejszem, może więc być stoczystość większą. 
Jeżelibyśm y więc nasyp (rys. 361 a) w  myśli podzielili na
warstw y poziome i dla każdej z nich wyznaczyli ką t na
chylenia stoku, to otrzym alibyśm y stok krzyw y A B  u dołu 
mniej, u  góry więcej stromy. P rzy  większych nasypach urzą
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dzam y rzeczywiście w praktyce stok krzywy, lub też jako 
przybliżony kształt, stok z ławeczkami (rys. 3615).

Rys. 861.

W i n k l e r  wyznacza równanie krzywej A B  (rys. 361 a), 
z którego się okazuje, że krzyw a ta  ma właściwie k sz ta łt A B C  
(rys. 361 c), kształt, ja k  widzimy, nieprawdopodobny, gdyż 
przytem  nie uwzględniono tej okoliczności, że ziemia złam a
łaby się pod własnym  ciężarem w linii B D ; w rzeczywistości 
więc ziemia usuwa się w linii A BI) *).

XIV. Parcie ziemi, obliczone sposobem analitycznym. 
§. 171. Ogólne zasady.

Jeżeli stoczystość je s t  tak  wielką, że stok spójnością i tar- 
• ciem nie może się utrzym ać, wtedy, aby zapobiec usunięciu się

ziemi, budujem y ścianę drew nianą 
lub m urowaną A B  (rys. 362), przy
pierającą do stoku. Jeżeli ściana je s t 
m urow aną, to nazyw am y ją  m u r e m  
o p o r o w y m  (n. Stiltzmauer, fr. m ur  
de soutmement, an. retaining wali, 
h. mur o de sostenimiento, r. no^nop- 
nafi cT-kua). Zadaniem  naszem  je s t 
teraz  obliczyć parcie, które ziemia 
wywiera na mur, a które nazywam y 
p a r c i e m  z i e m i  (n. Erddruck, fr. 
poussee des terres, an. pressure of 

earth, r. «amienie 3eMira). W yłożym y tu  najpierw  teoryą par

*) Bliższe szczegóły z tęo ry i stoków  znajdzie czytelnik w w ybórnem  
■dziele A. v. K  a v e n a  „7heorie der Bdscliungen“, 1SS5.
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cia ziemi, tak  zwaną d a w n i e j s z ą  w edług C o u l o m b a  
i E o n  ce l © t a ,  a potem wspomnimy także o innych teoryach.

Gdyby ściana A B  m iała się poddać, to ziemiaby się usu
nęła w płaszczyźnie odłamu AC, a więc parcie odłamu ABC' 
na ścianę A B  musiałoby przezwyciężyć tarcie wzdłuż A B  i A C  
i spójność w płaszczyźnie AC. Ponieważ jednak  spójność ziemi 
nasypanej je s t  bardzo m ałą i bardzo zmienną według stopnia 
wilgoci i ponieważ spójność i tarcie nie działają równocześnie,, 
lecz tarcie w ystępuje dopiero wtedy, gdy spójność zostanie 
zniweczoną, więc zwykle nie uwzględniam y je j w obliczeniu 
w praktyce dla większej pewności. Gdyby naw et spójność 
w rzeczywistości równocześnie działała z tarciem, to działałaby 
tylko korzystnie i zm niejszałaby parcie ziemi; nie uwzględnia
jąc  je j więc, przypuszczam y w arunki najniekorzystniejsze.

Później podamy sposoby uw zględnienia spójności, którego, 
zachodzi potrzeba w niektórych wypadkach. Obecnie pozostaje 
zatem do uwzględnienia tylko tarcie, które k l i n  (n. Druck- 
keil, fr. coin de poussee) A B C  wraz z obciążeniem ma pokonać 
przy usunięciu się podczas ruchu po płaszczyznach A B  i A C  
i ciężar klina wraz z obciążeniem C, działający w środku cięż
kości S  odłamu A B B l Ci C. Ciężar C wywołuje oddziaływania 

i iV2, prostopadłe do A B  i AC .  Podczas ruchu powstaje 
także tarcie T, i T 2. Jeżeli k ą t tarcia między ziemią a murem 
nazwiem y p15 a między ziemią a ziemią p2, to 7j =  s tp , ,. 
T 2 — N 2 st p , . Nazwijm y P  wypadkową z ¡Z7, i iV ,, a Q  z T 2 i N 2, to 

P — \N 12-i- N , 2 s t2 p, =iV, Y i T s t ^ ,
n ;^iV , siecz p, =

dost p.

< 3 ^  *
744).

dost p2
Jeżeli ką t nachylenia między P  i N t nazwiem y d ,, a d2

między <3 i N„to • • • •

a więc ze względu na  równi. 744) p, —dt , p2 =  d2 . . . 746)
W idzim y Avięc, że podczas ruchu klina A B C  odłam wy

wierać musi parcia na ścianę A C  i płaszczyznę odłamu, które 
są nachylone do A B  i A C  pod odnośnymi kątam i tarcia. Dla 
równowagi muszą też siły P, Q i C przecinać się w jednym  
punkcie. Nad tym  ostatnim  warunkiem  zastanow im y się później.
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§. 172. Ogólne wyznaczenie powierzchni odłamu i parcia ziemi.

K ąt tarcia między murem a ziemią je s t zwykle więk
szym, niż ką t tarcia między ziemią a ziemią. Zresztą, choćby 
on był mniejszym, w naszej je s t  mocy uczynić ścianę A B  wię
cej szorstką i zwiększyć tarcie tak , ie  możemy praw ie zawsze 
przyjąć, że ką t tarcia ę, >  ę2. W  takim  razie przy usunięciu 
się ziemi, ' zostaje przy murze bardzo cienka w arstw a ziemi, 
w ziemi tw orzy się szczelina, a przy  usunięciu odbywa się 
ruch ziemi po ziemi, musimy zatem  uwzględnić spółczynnik 
tarcia  między ziemią a ziem ią, a. więc ten sam kąt tarcia p2. 
Tak tw ierdzi W i n k l e r ,  z którym  zgadzają się H a e s e l e r -  
i  E n  g e s  s e r .  Jednak  nie można tem u zaprzeczyć, że może się 
zdarzyć też, że zwłaszcza jeśli woda dostanie się poza
mur. Dlatego M o l i e r  radzi przyjmować ó*■= f-.ęj prży= zwy
kłych stosunkach, zaś ó, =  -J- q2 przy wązkich i gładkich ścia
nach, np. przy drzewie heblowanem i okrągłych palach. M u l 
l e r  B r e s l a u  stw ierdza na mocy doświadczeń, że <  q2 za
leżnie od powierzchni ściany, a przeważnie przyjm uje <5, — f  ę,.

Nadal więc przyjm ować będziemy na razie ką t <5,, bliżej 
nieokreślony, aby można zbadać, jak i Avpływ w yw ierają różne- 
założenia co do wielkości tego kąta. Z rys. 363 otrzymamy, 
rozłożywszy siłę C na składowe P  i Q, P : C= a d : ab =  w st t] : w st y. 
Dalej mamy rj=cp—ę, y = 1 8 0 — tj—ifj=18Q — (cp— Q + ip), więc

P : (7= w st (cp—o ) : w st (cp— p + ty), stad P =  _ 747)-
w st (ty—ę +  ty)

P  wrięc zależnem je s t od kąta  cp, którego jeszcze nie znamy.
Łatwo jednak  zrozumiemy, że- 
ziemia usunie się w tej p ła
szczyźnie, a więc dla takiego 
kąta  cp, dla którego jPj est naj więk- 
szem. Szukać zatem  będziemy 
teraz wartości ką ta  cp, dla k tó
rego P  je s t  największem , przy- 
czem jednak  musimy także cię
żar C wyrazić jako funkcyą cp, 
jak to  pokażemy poniżej w szcze
gółowych przypadkach.

Z rysunku widzimy, że
Eys. 363.
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?/j = 1 8 0  — a — ó', więc równ. 747) możemy inaczej napisać
P  g w s t ( y - g ) ................................ 74g

wst(cc—tp + p + ć j ) ...........................
Gdy a —180—ę (rys. 864), otrzym am y z równ. 748) 

p  Cwstftp—g) 
wst(ę>—dj)

Jeżeli przyjm iem y <5,—^ ,  to P==C...............................  749)

I  rzeczywiście, jeżeli naziom je s t sym etryczny do piono
wej AC, to łatwo zrozumiemy, że ponieważ płaszczyzna A B  
je s t  zupełnie sym etryczną do A D  b. j .  do stoku naturalnego, 
więc płaszczyzna odłamu musi być pionową, a parcie ziemi 
w tym  w ypadku pionowe równa się ciężarowi ziemi ABC,  nad 
murem leżącej.

Gdy a >  180 — q, w tedy ciśnienie P  je s t  także pionowe, 
(rys. 365) i równe ciężarowi ziemi nad murem leżącej, bo 
w tedy ziemia nie może się usuwać w płaszczyźnie A B ,  lecz 
w razie poddania się m uru utw orzy się w powierzchni AE,  
nachylonej pod kątem  q do poziomu, szczelina i na tej pła
szczyźnie ziemia będzie się usuwała. Rozłożyć więc możemy 
w tedy A B C  na A E C  i A B E ,  a z poprzedniego wiemy, że, je 
żeli naziom je s t sym etryczny do AC, to Ci parcie na A E  jes t 
-pionowem i równem ciężarowi klina AEC, gdyż klin ten, nie 
usuw ając się , działa tylko na m ur swym ciężarem, a więc w y
padkowe parcie P  będzie pionowe i równe ciężarowi klina ABC,  
czyli ziemi nad murem leżącej i zaczepiać będzie w jego środku 
• ciężkości.

Twierdzenie to  ważnem je s t  także dla «= 180° czyli dla. 
muru poziomego, na k tóry  parcie ziemi je s t pionowe i równe 
ciężarowi ziemi nad murem leżącej, w przybliżeniu nawet 
w tedy, gdyby naziom nie był naw et sym etryczny do AC.
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Aby się przekonać o rzetelności równania 747), zastosu-

W staw iw szy wartość za C w równanie dla P, otrzym am y

znany wzór hydrostatyczny.

§. 173. Ogólne wyznaczenie punktu zaczepienia parcia ziemi.

N azwijm y p  parcie ziemi na część m uru BG  (rys. 367) 
przyczem  rzu t pionowy długości BG  niech się nazyw a x. Jeżeli

x  wzrośnie o dz, to, p  wzrośnie o dp, 
parcie na część m uru CG'. Całe par

cie P  na  m ur A B  będzie P — dp.

W  szczegółowych w ypadkach w yznaczam y dp, w staw iam y 
w równanie 751) i otrzym ujem y w ten sposób e1; a stąd e = h —ej .

jem y ten  wzór do parcia wody, a przyjąw szy p = 0  i <5, = 0 , 
musimy otrzym ać znane wzory dla parcia wody

M* /  • • •■i/ Nie znając kąta  cp, przyjm iem y go z po-

A
Rys. 366.

p = — = __  . „ r  .
wst  (cp + ty) w st (a— (p) ’

ciężar zaś odłamu będzie:

czątku dowolnie, niech Avięc będzie A  G płaszczy
zną odłamu, to otrzym am y z rów nania 747): 

dw stip  C wst<p

<7= yw A B C =  y„ĄBC. h = J- y,„ h (EC— EB)=

Moment siły dp ze względu na 
punkt B  je s t  d p .B s  = d p .B C d o s tp =

= d p .— —  d o stę . Moment siły wy-
w s taA

Rys. 367. padkowej P  będzie więc P . B r  =

= P . B E  dost q= P —~ — dost q =wst a

. . 751)



§. 174. Wyznaczenie parcia ziemi, gdy naziom jest płaszczyzną, 
nachyloną do poziomu pod kątem /?.

Przypuszczam y, że naziom nachylony je s t  do poziomu pod 
kątem  fi (rys. 368) m niejszym  od ę.

Parcie ziemi wyznaczam y 
w edług rów nania 747). "W tym  
celu jednak  musimy wprzód ob
liczyć ciężar odłamu C. Z ry
sunku otrzym am y 
C=y.ABC={-y. A B .  A  Cwst (a-<p). 

Z tró jk ą ta  A B C  mamy 
A B  : y lC = w stc  : wst (#+/?), 

przyczeni
e = l8 0 — a + iP — f i= lS 0 —a +  
+ (p—(180 — a+fi) =  q>—/?, a więc 
A B : A C= w s t {(p—fi) ' w st (a —fi’),

Rys. 36S.

, A A B v r ś t ( a —fi)stąd A C = ~  -■ •
w st (rp—fi)

Z rysunku mamy dalej A B = — j — . W staw iw szy wartości

za A B  i AC, otrzym am y C—

w st a
y A2 w st (a—fi) w st (a — cp)

P

2 w s t2 a  w st {(p—fi)
W staw m y tę  wartość w 747), a otrzym am y 

p  y /i2 w st (a—/3)wst(a—cp) wst(ę>—q)
2 w s t3 a w st {(p — fi) w st (a— cp + ę + ó')

Z rysunku wadzimy, że y = a —<p, więc
p _  y /i2w s t(a —fi)w s t /w s t ( a —q—y)

2 w s t2 a wst (a—fi—y) w st (q -f- d' Ą-y) ' 
y h 2 w st (a—/?) wrst y  [wst (a—ę) dost 2—dost (a—ę) wrst

2 w st2 a [wst {a—fi) dost y—dost (a—/J)wst #] (wst 2 (ę+<5') dost^+  
+  dost (q +  d') w st x).

Podzielmy licznik i m ianownik przez w st (a — fi) w s t2 y, 
a o trzym am y:

y A2 w st (a—q) [dot y—dot (a—(>)]
2 w s t2 a w st (ę + ó 1) dot % 

Załóżmy z = d o t  y, to 
p _  y A 2w s t  ( a - o )

-dot (a—j;)) (dot^-j-dot(p +  <5') 

x —dot (a—ę)
2 wrs t2 a w st (q +  d') ( * + dot (ę +  d') (z—dot {a—fi) !
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v r, y / i2wst(o:—o) Tr r . m
czyli: P = n  T i  , /  s ... • 5, . . . .  to2)J 2 w st2a w st(e  +  d')

j  z —dot (a —p)
8 y  ~  (z+ dot (q+ ó') [i —”dot (a—pj] ’ ' ' ’ }

c z v l i  T T —   _  * - 6 0 *  ( « - g ) _____________
z 2+ z[d o t (p + d ')—dot (a—/S)]—dot (£>-+-d') dot (a—/?)

P  będzie największem , gdy U będzie największem , więc

gdy Ł = 0 .  Różniczkując fu n k c ję  TI, otrzym am y
U/Os
z '2 +  z [dot (q +  d') —dot (a —/?)]—dot (a—/?) dot (p +  ó') +

—[x—d o t(a —$»)] [2 rc -t- dot (o +  d2)—dot (a —/?)] 
~^(z2+ z [d o t(£ 4-d ')—dot (a—/?)]—dot (a—/?) (p +  d')*
Aby wyraz lewy rów nał się zeru, musi być albo licznik 

równym  zeru albo mianownik równym  co . W  tym  ostatnim  
w ypadku musiałoby być * =  d o tj;= o o  , a więc %=0 , co je s t 
niemożliwem. A zatem musi być licznik = 0 , więc

x 2—2 x dot (a—q) =
— dot (a—ę) dot (p -f- ó ')—dot (a — /?) [dot (a—ę) +  dot 2 (ę +  d')], a stąd

z =  dot (a—ę)-\-
~  ^dot2 (a -p )+ d o t (a-ę)  dot (p+d/)-dot(o!—/3) [do t(a-p) +  dot(p+d')] 
czyli z =  dot</>=

=  dot (a—ę)d t V[dot (a—ęj + dot (ę +  d') [dot- (a —ę)— dot (a—/?]). 
Ponieważ k ą t % je s t ostry, więc dot % >  0, dlatego p rzy j

m ujem y tylko znak górny, więc
dot x  =  x  =  (lot (a— q ) +

+ V[dot (a—p)+dot (o +  d'j] [dot (o—Q)—dot(a—/?)]. 754) 
W prowadziwszy tę  wartość za x w rów nanie 753), otrzy

m alibyśm y najw U. Lecz wzór byłby za zawiły, postąpim y 
więc inaczej. M ech będzie:

F(x) x—dot (a—ę)
~ ’ f(x) —z 2+ z [d o t(p -r  d ')—d o t(a —¡3)]—dot(p-rd ')dot(ci!—/?)I 

d U  F i {x) f ( x)~f , {x)F{x)  n 
dx  f (x)2)

jeżeli F l (x) i /j (z) nazwiem y pochodne funkcyj F(x),  wzglę
dnie f{x).

Ponieważ f(x ) nie je s t  —co , więc licznik musi być = 0 , 
zatem  f ( x ) 0 ’1(x)= fi (x)F(x)l a stąd

F(x) A, (x) . TT
m ~  7 f w  =  n a } w l - ■ ■ ■ ■ m )
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W ykonajm y naznaczone działanie, a otrzym am y

najiu U 2a;+dot(() +  (5')—dot («—/?)'
Podstaw iw szy w to równanie wartość z równania 754),. 

o trzym am y:

najw  £ 7 = — —— .....: ' ............ ——   ' '  — -   ,
[jfdot [a—q) + dot ((> -¡-<5')+Y dot (a—q) — dot (a—/?)2 J

a w stawiwszy tę  w artość w równanie 752), otrzym am y nareśeie 
p  ' y h 2 wst(a—-g) ?B6)

2 wst2 a wst(i> +  ó’) [V(Tot (a—q) +  dot (ę + d ')+
4- Ydot (a — q)—dot (a—/?) ] 2 

Chcąc wyznaczyć położenie punktu  zaczepienia parcia 
ziemi, zastosujem y tu  ogólne równanie 751).

Równanie 756) możemy napisać P = a k 2, gdzie a je s t  pe
wnym spółczynnikiem, zależnym  od a, /3, q i <5', ale nieza
leżnym  od h.

Analogicznie możemy wyrazić parcie na część m uru od
cLdwierzchołka aż do głębokości x p —ax2, a więc ~ = 2 a x .  W sta-
CLjC

wiwszy to w równanie 751), otrzym am y:
1 f" , 1 f * 0 2 . 2 h 3 . .

o - i i — i i - i i i ............................... 767>
O o

P u n k t  z a c z e p i e n i a  p a r c i a  z i e m i  l e ż y  w i ę c  d l a  
n a z i o m u  p ł a s k i e g o  w j e d n e j  t r z e c i e j  c z ę ś c i  w y 
s o k o ś c i  s t o k u .

§. 175. Parcie ziemi dla naziomu poziomego.

Dla poziomego naziomu (rys. 369) je s t  /?=0, więc o trzy
mamy z rów nania 756):
p = ________ ____  ___  y/a2w st(g —p)______________________

2 w st2 o w st (q+ <5')[ Ydot (a—p) +  dot (ę +  <S')+ Ydot (a-(> j-d o t a]2 
Podstaw m y dot a = a, d o tp = r ,  dot ó1 =  d  

a  w ię c

dot «  +

dot (a—ę>)=arJr^  , a będziemy mieli
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y h 2 (wst a dost ę—dost a w st ę)

2 w st2a(w stędost(5 '+dostęw st(5/) | ^  

-i lar-i-i. ] 2
+  V7 I l a  -  a J  ,

+  1 d r — 1
d + r

a podzieliwszy licznik i m ianownik przez w s t2 a w st ę dost ó', 
p =  yAi!( r - a ) 2\ll  +  g 2)( l  +  d 2) 7BR

2 [V(l+ r -2) (oj- d)+ Y(d+ r) (1 +  a 2]2 ■■

Na podstawie tego równania obliczyliśmy następną ta 
bliczkę dla =

T a b l i c a  X L V III.

_P
Y /t2

W artości dla a = d o t a
0 ■i

1,0 ;0,04s|o,051 0,054 0,0600,004
1,1 0,051 0,058 0,063 0,069 0,073
1,2 0,059 0,067 0,071 0,078:0,083
1,3 0,068 0,075 0,0800,087 0,092
1,4 0,076 0,084 0,089 0,091 0,101
1,5 0.084 0,092 0,098 0.105 0,109
1,6 p)092 0,100 0,106:0,113 0,118
1,7 0,101 0,109 0,114 0,121 0)126
1,8 0,108 0,116 0,122(0,129 0,134
1,9 0,116 0,124 0,130 0,137 0,141
2,0 0,123 0,131 0,137 0,145 0.149

0,067 0,082 0,095 0,1030,108 0,119 0,127 
0,076 0,092 0,109)0,1180,119 0,129(0,138 
0,086 0,101 0,119 0,123,0,129 0,139 ;0,148 
0,095 0,111,0,129 0,1330,138 0,149 0,157 
0,104 0,120 0,138 0,1420,14S;0,158 0.167 
0.112 0,129,0,147 0,1610,157 0,167 0,176 
0,121 0,137,0,155 0,1590,1650,176.0,184 
0,129 0,146,0.164,0,1680,174|0,184 0.192 
0,137 0,154 0,1720,1760,182|0,192 0)200 
0,145 0,161 0)180 0,1840,1900,199 0)208 
0,152 0,169 0,1870,1900.1970,207 0,215

0,141
0,151
0,161
0,171
0,180
0)189
0,197
0,206
0,214
0,221
0,228

§. 176. Parcie ziemi na mur pionowy.

Gdy m ur je s t pionowy (rys. 370), to «= 90°. W staw iw szy 
to w równanie 756), otrzym am y

p y h 2 dost
2 wst +  ó')  [Vst q +  dot (ę + < ? ')'+ Vst q — ś t  /3]2 

y K 2

2(stpdost<5/ -ł-w std/) y s tę
1 —s t ps t d
st  q + st  ó7 + 1 s tp —st/J

albo
yh .2 Vl -ł- s t2 <5' 759)

2 [ V l  +  s t2(>-f Y(stp +  st<5') (s tp —stjS)]2 
Na podstawie tego wzoru podajemy obliczoną tabliczkę 

dla założenia, że

Sutyk». 30
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T a b l i c a  X LIX .

p W artości dla s t  p

T*2
0 0,1 | 0,2 0,8 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Cl.
- ta 1 , 0  1 0,081 0,085 0,091 0,095 0,102 0,110 0,119 0,132 0.150 0,179 0,297

0,9 0,092 0,098 0,104 0,116 0,119 0,129 0.143 0,162 0,194 0,322 —

•— < 0,8 0,106 0,115 0,120 0,129 0,141 0,155 0,174 0,210 0,848 — —

0,7 0,122 0,185 0,140 0,158 0,168 0,191 0.227 0,374 - - - - - — . . _

O 0,6 0,148 0,158 0,167 0,184 0,207 0,244 0.401 - - - - - - - - - - — —

-3 0,5 0,169 0,185 0,201 0,226 0,267 0,425
c3 0.4 0,202 0,222 0,261 0,290 0,449 — — - - - - - -- - - — —

0,8 0,248 0,271 0,314 0,465

Jeżeli oprócz tego naziom je s t poziomy, czyli ¡3=0, w tedy
p = _______ y k 21l +  'st2J '

2 [Vl +  s t2p+Y(st (>+stó/)st(»]2’ 
a wstawiwszy r = d o t p  a d= do t(5 /, otrzym am y

y h * \  1 +
,  y l i 2 r 2 V l- i-d 2 760)

To samo otrzym am y z równania 758), wstawiwszy a= 90°, 
więc d o t a = a = 0 .

Jeżeli w staw im y w równ. 760) <5'=0, cź=oo , otrzym am y: 
y h Tr* _  y ń 2do t2£> _  y h 2 

2 [V r+ r2+ 1]2 _  2 [1 +  dosiecz ę>] 2
Gdy naziom je s t  równoległy do stoku 

naturalnego to ¿3=<p, a więc z 759) o trzy
m ujem y:

P = :s |2( | 8 —|- j .  761)

yA2Vl +  s t 2<5' y/ i2 Vl +  s t 2d'
" iT Y f + s P ^ p -  "2 " l  +  ś t2(>

y l i 2 dost2() 
~  3 dostó' '

762)

§. 177. Wyznaczenie parcia ziemi dla naziomu pochyłego 
zakończonego płaszczyzną poziomą.

G dy naziom wznosi się pod kątem  § aż do pewnej wy
sokości /i0, a potem  zakończony je s t płaszczyzną poziomą (rys. 
371), to  eięźar odłamu C = y (A E D —BEC).
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Dalej mamy
A E D = \-H .  ED = \  I I  (FD— E F )= i  H 2 (dot cp—  dot a),

j )  B E C =  \  h0 2 (dot /S—dot a), więc 
C = \ y  H 2 (dot 95—dot a) +

— A v h . 2 (dot /?—dot a),■ i-yko

albo 0 =  y

2 (dot/?- 
H 1 1

(dot 95—dot a)-p 

( j ^ j  (dot/?— d o ta ) l  =

y H 2

?dy

Bys. S71.

Jc =  dot a +

2

( * ) W -

- (dot 90 — k), 

■dot a),

768)

764)

który to wyraz je s t od cp niezależnym.
Podstaw iw szy w równanie 748) wartość za C, otrzym am y

y l P (dot cp — k) w st (<p—p) czyliw s t^ -t-p - t-d '—cp) 
y II'1 (dot (p—k) (wst cp dost q—w st q dost cp)

2 [wst (a + p -P ór) dost cp—dost ( a + p 4- d') w st 90] ’
& podzieliwszy przez w st cp licznik i m ianownik

_  y I I 2 (dot cp—k) (dost <5—w st <5 dot cp).
^ [ w s t  (a+p-i-dO dotęp—dost (a +  p-pd')] _r

y H 2 wst p (dot cp— k) (dot p—dot cp)
2 w st (a-p p +  d') [dot cp—dot (a +  p + d ')]  ’
, , „  y H 2 w st 0 (3:— k) (do tp—x)
dot> ęp, P —«- g d y 2 w st a + p +  d') [x—dot (a +  p +  d')] 

y H 2 wst p
. 17,

g d y U-

2 w st (a + p  +  d') 
__(z—k) (d o tp —z) 

z—d o t ( a + p + d ') '
d UJeżeli U, a więc i P, ma być największem, to —  — 0.

d U  [z—dot (a-p o +  d')] (dot p— 2 x + k )  —' {x—k) (dot p—z)
xd

.766) 

, więc

0 . .  ■'[z—dot (a +  q +  d'))2 

Ponieważ ani z = d o t 9t), ani dot (a + p + d ')  nie mogą być 
rów na oo, więc musi być [z—d o t(a + p + ó ') ]  (d o tp — 2 z+jfe)+ 
—(z-—k) (dot p —x )= 0 , czyli x (dot p 4- k)—2 x 2 +  2 z dot (a +  p +  d') +  
—z(d o t p+A;)-pz, =  do t(a  +  p + d ')  (dotp +  &) — ¿ d o tp , stąd z 2 +  
—2 x  dot (a + p +  d ')=  dot (a -p p + d ')  do tp+ k  (dot p—dot (a -p p +  d')],
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z = d o t  (a +  p +  d') +
rhVdot2(a+p+(5'j—dot (a+p+d') dot p+& (dot p—dot (a +  p+ d ')], albo

z = d o t( a  +  p +d ' )  +
±V dot ( a + p  +  d') [dot (a +  p + d ') —dot p}+& [dot p—dot (a + p  +  d'j]f 
wreszcie z = d o t( a + p + d ')  +

±V[A—dot (a +  p +  d')] [dot p—dot (a +  p +  d ')].
Dla najw U przyjm ujem y tylko znak górny, więc 

z = d o t  ęp=dot(a +  p +  d ')+
Y[&- d o t(a +  p +  d')][dotp—dot (a + p  +  d')]. . . 766),

. ' F(x)W edług równ. 765) otrzymamy, przyj ąwszy U  =  —- -,./ (z)
. rr F.(x)  d o tp —2 z  +  & , , o , ?najw  16=--,-) = -----— ----------=  d o tp —2 x + k ,  więc

f  j \ X)  1

najw U—d o t ę + k —2 d o t(a4 -p  +  d') +
=  2 V[A—dot (a +  p + d')][dot p—dot (a + p +  d')], 

stąd najw  77=-[V&—d o t(a + p  +  d ')—V[dot p—dot ( a + p  +  d')]2. 
W staw iw szy tę  w artość w 765), otrzym am y

P = '2 w 8 T [^ ~p +  d7j  H 'k -d o t (o+p+d')-V dot p - d o t  (o+p+d')]2. 767)

Jeżeli p rzytem  m ur je s t p i o n o w y ,  to a= 90°, d o t9 0 °= 0 ,

(h \ 2dot|3.

W staw iw szy to w równ. 767), otrzym am y dla m uru pio
nowego :

P ^ S d ^ ^ t V ^ ^ ^ i p + d ' l - V d o t p  +  s tip  +  d ')] . 768)

Dla p= 33°, d = - |p = 2 4 ° 4 5 ' i /3=p otrzym am y z równ. 768) 
następną tab liczkę :

T a b l i c a  L.

*#- =  O 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

P = 0 ,132  0,129 0,123 0,116 0,108 0,100,0,092 0,085 0,079 0,073 y H 2 

1 2 3 4 5 6 10
h

P =  0,067 0,035 0,021 0,014 0,010 0,007 0,003 y H 1
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§. 178. Wysokość punktu zaczepienia parcia ziemi dla naziomu 
płaskiego, zakończonego płaszczyzną poziomą.

Dokładne wyznaczenie punktu  zaczepienia w sposób ana
lityczny  je s t bardzo zaw iłem ; wykreślnie rozwiążemy to za

gadnienie daleko łatw iej. Teraz ogra
niczym y się więc na podaniu w yni
ków odnośnych badań P o n c e l e t a ,  
E e b l i a n n a  i G u l  m a n n a ,  a miano- 
wicie, że n aj w e =0,375 ll
i to dla <5= \r )  (rys. 372).

"Widzimy więc, że dla innych w ar
tości <5 leży e w ciasnych granicach 
między 0,333 A i 0,375 A.Kys. 372.

769)

§. 179. Uwzględnienie ciężaru ruchomego.

Jeżeli obciążenie ziemi wynosi da 0110 za"

•stąpić w arstw ą ziemi o wysokości A, (rys. 373), której ciężar 
rów nałby się obciążeniu q. A Avięc, gdy ciężar gatunkow y 
ziemi je s t y, to ciężar n^- w arstw y ziemi o wysokości hi je s t 
y A,, a więc y A, =  <?, a stąd

h , = ^ .
7

Jeżeli więc teraz wyznaczym y parcie ziemi na ścianę AG, 
u  od tego odciągniemy parcie z iem i'na  długości BC, to o trzy
m am y parcie ziemi na A i? z uwzględnieniem  obciążenia.

W pływ  obciążenia możemy też inaczej uwzględnić, a mia
nowicie podobnie, ja k  w §. 167, w staw iając we wzory, wyzna
czające ciężar odłamu G dla naziomu 
płaskiego, zam iast y h  wyraz 

2 q w st a 
w st ( a — /?),
2 q w st a \

J =ykc,

y / - ł

y f i 7 = { l  +  

j  eżeli c — 1

y h  w s t(a —§)
2 q w st a 

yA w | | ( a  — /?) ’ Przyczem 
i  —A D  zostawiamy niezmienione.
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Otrzymamy więc ciężar odłamu z uwzględnieniem  obcią
żenia C' — Cc, jeżeli C oznacza ciężar odłamu bez uwzględnie
nia obciążenia. Dalej o trzym am y:

a dla naziomu poziomego, poniew aż /?= 0,

Ę r p {1 + 7h 771)
Dla dróg przyjm ujem y zwykle jako  najw iększe obciążenie

k qtłum  ludzi lub 'w ozów , zatem  <7=400 do 460-^r . Obciążenie
m 2

wałkiem je s t zwykle w iększem ; należy rozdzielić ciężar w ałka 
równo na podstawę powiększoną ze w szystkich stron o gru
bość źwirówki. D la kolei możemy przyjąć p rzy  obciążeniu pa-

Jco
rowozami przeciętnie q =  1400 —̂ , k tóra to w artość j ednak

zależy od ciężaru parowozów, rozstępu osi i szerokości nasypu. 
Dokładniej licząc trzeba rozdzielić ciężar osi, znajdujących się 
na długości BD,  równomiernie, uw zględniając rozdzielenie się 
ciśnienia przez żw ir i nasyp pod 45°. Tw ierdzenia te  odnoszą 
się do wypadków, gdy ciężar je s t  w przybliżeniu równo roz
dzielonym. Jeżeliby jednak  poza punktem  D  był jak iś  wielki 
ciężar, to należałoby spróbować, czy uw zględniając także ten  
ciężar po za D  nie otrzym am y innej płaszczyzny odłamu, 
mamy bowiem w tedy stok sprowadzony ju ż  nie płaski, lecz 
załam any. W tedy wykreślnie wyznaczyć możemy parcie wedle 
§• 182. ‘

W skutek  obciążenia zmienia się punk t zaczepienia parcia
ziemi, a mianowicie, ponieważ obciążenie działa u  góry, punk t
zaczepienia podniesie się. Postępując w edług ogólnej m etody
(§. 173), otrzym am y z rów nania 770) :

„  „  . 2 q wst a \p r = P c  =  c h * (1  +  — A -  - _
\  yh  w stya—/J) /

dla naziomu płaskiego, bo w tedy parcie P  je s t  proporcyonalne
do A2, przyczem Cj oznacza liczbę stałą. Możemy w tedy też.
nap isać :

> _ c, h ( 1 +  2 t W S t y ) - q A ( *  +  e ,) ,
1 \  y  w st ( a — /3) /  1 2' !

a stąd dla wysokości x (rys. 374)
p ' — ̂  x(x-\-c2), a dalej dp ‘ *=2 Cj xdx + Cj c2 dx.



-  471 -

W edług m etody ogólnej (równ. 751) mamy

- 1  < « * + j * # * ] ,

a scałkowawszy, o trzym am y:
1 /2A 1 A2

Cl ~  h { h + c ) \ 3 + 2 C 2 a więc

e '= h —e, 6 A2(A +  ca)—4A3—3A2c2

e ' = 2 A2+ 3 A c ,

6 A (A+c2)

h h+ł «
6 (A +  C-) ^ h r t  '

c , ; i " » «  V ..........................  773)
2 y v rs t(a—§)

Zi'ów nania 772) widzimy, że e' je s t

zawsze większem, niż , a mianowi

cie otrzym am y granice:

dla <7 = 0  c2= 0 , więc e' <

Bys. 374.
<7 =  co c2=oo »J = s-

h
3 ’ 
7j 
2 ’

A zatem punkt zaczepienia parcia 
ziemi obciążonej leży między granicam i 0,33 h a 0,5 h. Jeżeli

2 q
/?= 0, więc gdy naziom je s t poziomy, marny c '2= — -, więc

C - - A  l | , '  . . . . . 774)
-1 I , ,

7

XV. Parcie ziemi wyznaczone wykreśluie.
§. 180. Zasady.

Przypuśćm y, że prosta A C  (rys. 37b) je s t  przecięciem się 
płaszczyzny odłamu z płaszczyzną rysunku. Ciężar odłamu' C 
rozkłada się , ja k  wiadomo, na siły P  i Q, nachylone pod ką
tam i ó' i ę do prostopadłych na proste A B  i AC. Rozłóżmy 
siłę C wykreślnie, a mianowicie zróbmy C—bc, poprowadźmy 
baj/P  i caHQ, a w tedy ab—P  a ac~=Q.
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Jeżeli teraz prostą, A C  odchylimy od dcp tak, że przyjdzie 
w położenie AC', to o ten sam kąt dcp odchyli się siła Q, co 
musimy uwzględnić także w wiełoboku sił, robiąc cad=dcp. 
Jeżeli więc bc przedstaw ia ciężar C = y AG LER = y F, licząc na 
długość 1 m  wT kierunku prostopadłym  do rysunku, to długość 
dc przedstaw ia ciężar dC —AC LL' C ^ y d F ,  przyczem y oznacza 
ciężar gatunkow y ziemi. A więc F : d F =  bc : dc, a pomnożywszy 
drugą stronę proporcyi przez \ a h ,  otrzym am y

F : d F =  abc : adc .................................  773)

W ielobok sił możemy w jakiejkolw iek podziałce w ykre
ślić, możemy więc także w ybrać taką , aby ac—AC, a wtedy 
ACC’ — adc, bo z powodu, że ką t dcp je s t  nieskończenie małym, 
możemy przyjąć ad = ac, również A C = A C ; mamy więc dwa 
boki i k ą t między nimi zaw arty  równe, dalej mamy dC —cd=  
= y(A C C ’-\-hi CC' dost/3), jeżeli hl —CL oznacza sprowadzoną 
wysokość obciążenia a ¡3 k ą t nachylenia prostej CC  do poziomu. 
Możemy teraz napisać

. • , ( ,  h, CC' dost B\ , 2A ,dost/J\
dC = ydF = yA C C '  ( 1  +  - J  -j ĆC' ) " 7 { L +  J ’

h' A C C
jeżeli wstawim y adc = A CC' i ~  ~n7v~ ?

Ji GC

a stąd w ynika d F =  adc  ̂ 1-1- .



I
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"Wędług rówh. 773) mamy F = d F  , a~ ~ , a w stawiwszy war-
CLCoC

tość za cl F

Zróbmy ae H AC, to X. cae«= 90+ ę , ale także X. cae =  
=  caA +  Aae= ca/«+  (> +  <?, a stąd X. ca/i= 9 0 —cp, a więc X  ack=  
= 9 0 —cah—cp.

Poprowadźmy teraz CI _\_AD, to ACICK/ ach, bo A C= aa, 
<p=2Cach, a drugi ką t je s t  prostym , więc CI =  a h . Z rysunku 
widzimy, że ?7 =  y-r£ =  90—6' + e , jeżeli e oznacza k ą t 'n a c h y 
lenia ściany do pionu. Dalej mamy ~2̂_ bah—90—r], bo ad //P , 
a  ah poziomą. W staw iw szy wartość za rj, otrzym am y X  bah— 
=  ó ,— e. Poprowadźmy CK  pod kątem  ó, '—s do CI, to otrzy
m amy A C K a b c ,  bo w szystkie boki są równolegle, a Cl—ah. 
S tąd  wynika ze względu na równanie 776)

F =  ACK ( i  +  2-h ^ sti j ..........................  777)

Dla p  =  0 j est = 0, więc F =  A CK, a zatem  d l a  z i e m i  
n i e  o b c i ą ż o n e j  p r o s t a  A C  p o ł o w i  p o w i e r z c h n i ę  
A BC K.  J e s t to prawo E e b h a n n a .

Chcąc wyznaczyć parcie P, ustaw im y proporcyą P : G= 
— a b : b c = C K : A K .  Zróbmy K M —KC, to otrzym am y P : C — 
*=KM:AK, a pomnożywszy drugą stronę rów nania przez -J- CI, 
otrzym am y P  : C =  K M  C : A K C .  Ponieważ zaś C = y F  —

=  y A C K ^ l  dost/?j, więc

. . 778)

C i ę ż a r  g r a n  i  a s t o  s ł u p a  o p o d s t a w i e  KM C  a w y 
s o k o ś c i  r ó w n e j  j e d n o ś c i  j e s t  w i ę c  p r o p o r c y o n a l n y  
do  p a r c i a  z i e m i  P  n a  m u r  A B .  G raniastosłup K M C  n a 
zywam y dlatego g r a n i a s t o s ł u p e m  p a r c i a  (n. Druc/cprisma) 
Dla p  =  0 j est h l — 0, więc

P =  y, KMC, . . . . . .  779)
a zatem d l a  z i e m i  n i e o b c i ą ż o n e j  c i ę ż a r  g r a n i a s t o 
s ł u p  a p a r c i a  r ó w n a  s i ę  p a r c i u  z i e m i  n a  ś c i a n ę  AB.



181. Parcie ziemi na mur płaski dla naziómu płaskiego.

W edług rów nania 777) mamy

f - a c k (

z rysunku zaś 376 widzimy, że F—ABC+h , PCdosfc /?; a więc

y  J | ( 1+Ł p ^ ) ^ | c (x+« | ,
zatem  porównawszy z równ. 777), otrzym am y

ABC=ACK.....................................  780)
A zatem, jeżeli naziom je s t płaski, a ziemia jednostajn ie  

obciążona, to położenie płaszczyzny odłam u je s t n i e z a l e ż n e
od obciążenia, ponieważ i tu. 
prosta A Cpołowi powierzchnię 
FBCK.

W  dalszym  ciągu będzie
m y więc wyznaczać zawsze 

płaszczyznę odłamu bez 
względu na obciążenie, które 
dopiero uwzględnimy, mnożąc 
graniastosłup parcia czynni- 

2  h
kiem (1+- 1 dost/?). W  przy

bliżeniu licząc, postępować tak  będziemy także wtedy, gdy na
ziom je s t krzywym.

Jeżeli więc ziemia je s t nieobciążoną, to ABC=ACK  (rys. 
377), a stąd  BM—MK. M ożnaby zatem  wyznaczyć położenie 
prostej AC, p r ó b u j ą c  t a k ,  
aby BM b y ł o  r ó w n e  MIC, 
przyczem  CK ma być nachy
lone do prostopadłej na AD 
pod kątem  d '  —  e .  Spuśćmy 
z punktu  B  prostopadłą B E  
na  AD i w ykreślm y BL pod 
kątem  ó'—e, to prosta BL 
będzie równoległą do CK 
i nazyw a się k i e r  ii j  ą c ą (n.
Orientirungslinie), bo w ska
zuje kierunek prostej CK.
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Rys. 377.

A
Rys. 376.
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W  tym  w ypadku mamy X. B A L —90*—q—£, a więc kąt.
180" — 90u-  % _ B A L - ę  + e, zatem  X. A B L =  2C A B E +  

+ ó '—£, lub X. ABL =  i» + d '.........................................781).
A więc k i e r u j ą c a  n a c h y l o n ą  j e s t  p o d  k ą t e m  

£ +  <?' do ściany A B  i to dla naziomu o dowolnym kształcie,, 
bo przy udowodnieniu tego tw ierdzenia nie potrzebowaliśm y 
przypuszczać, że naziom jes t płaski.

Płaszczyznę odłamu możemy też w prost w yznaczyć łatw ą 
konstrukcyą, k tórą zaraz uzasadnimy. Z rys. 377 wynika, że- 
jeżeli zrobimy

ICH ¡I AC, będzie A C D coK H D ,  a stąd  A K :  A D  =  C I I : CD.
Ponieważ ICH U AC, więc A C K —ACH, a że także ACIC<= 

= A B C ,  więc A B C = A C H ,  a stąd B C = C H .
W staw m y tę  wartość za CH  w poprzednią proporcyę,. 

a otrzym am y
A K : A D = B C :  CD, a z tró jkątów  B L D c o C K D

BC : C D - L K :  KD, a więc A K : A D —L K :  KII, lub 
A K : A D  =  ( A K - A L ) : ( A D -  AK).

Pomnożywszy w yrazy skrajne i średnie, otrzym am y 
A K  .A D —A K 1= A K  .A D —A D . AL,  więc

A K ^ A D . A L , ..........................  782)
a zatem  A / i j e s t  ś r e d n i o  g e o m e t r y c z n i e  p r o p o r c y o — 
n a l n ą  m i ę d z y  d ł u g o ś c i a m i  A D  i A L .

Stąd w ypływa łatw a konstrukcyą w yznaczania punktu K t. 
podana przez P o n c e l e t a .  Zatoczm y nad A D  półkole, w y
kreślmy kierującą BL, zróbmy L N  _\_AD, w yznaczm y N, punkt 
przecięcia się L N  z kołem, zróbmy A N —AK ,  to A N  a więc 
i AK ,  będzie średnio geometrycznie proporcyonalną między A D  
i A L ,  a więc, jeżeli zrobimy KC/1BL,  prosta AC będzie śladem 
płaszczyzny odłamu.

Przykład. Na rysunku  377 je s t e =  8°45', «=90—e= 81°15°, p=35°, 
s t ¡1=0,2, ¡3 =  ll°18 ', 7i=3,8 m. W ykreśln ie otrzym ujem y dla y =  l,8 
i >= y . C IK  =  y l  1,80X1,7=2,75 t. A nalitycznie otrzym am y (z rów nan ia 750).
p = _________ . 1,8.3,85wst(46° 160 _____________

= 2 w st’81° 16' wst'61° 15' [Vdot 46° 16'+dot 61" 16'+Ydot46° 15'-dot 69*67']
=  2,79 i.

W  uw zględnieniu małej podziałki zgodność je s t dostateczna.

Jeżeli punk t D  w ypada poza papier, w tedy użyjem y n a 
stępnej konstrukcyi pomocniczej. W yznaczm y ja k  zwykle kie
ru jącą BL  (rys. 378), poprowadźnry LL 'l \B D .  Zatoczm y nad.



AB  półkole, w ystawm y L' i\T/ [ AB i zróbmy AK' =  AK', to AK' 
będzie średnią geometrycznie proporcyonalną między AL' i AB. 
Poprowadźmy teraz K K j jB D ,  to widzimy, że pęk promieni 
AB i AD przecięty jest. trzem a prostemi rów noległem i, które 
dzielą prostą AD w ten  sam sposób, co AB, a więc A K  je s t 
średnio geometrycznie j>roporcyonalną między AL i AD. Jeżeli 
zatem  KCIIBL, to AC je s t  płaszczyzną odłamu.
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Jako  próby możemy użyć znanej własności prostej CA, że 
dzieli prostą BK  na dwie równe części, a więc, że BM=MK.

K onstrukcya ta  je s t  ważną dla jakiegokolw iek kąta  §, 
a więc i dla /3—0 i dla / ? > 0 .  Dla — Q (rys. 379) punkt D 
leży w nieskończonej odległości, tam  też leży także punk t K, 
a więc płaszczyzna odłamu wpada na stok naturalny. Z po
wodu jednak, że AK li BC, trój ką t OKI będzie miał tę samą 
powierzchnię, gdziekolwiek przyjm iem y punkt C. Przyjm ujem y 
więc punkt C dowolnie i postępujem y dalej w edług ogólnego 
sposobu.

Chcąc zbadać, czy konstrukcya ta  ważna je s t  dla jak iego
kolwiek kąta nachylenia ściany AB, przyjm ijm y najpierw  ścianę 
..47? pionową (rys. 380) i wyznaczmy w powyższy sposób po
wierzchnię odłamu AC. Niechaj ściana AB obróci się teraz 
około A  na lewo, to e staje  się ujemnem, a punkt B  przybie
rze kolejno położenie L\ i B.r  W yznaczm y w ten  sam spo
sób dla położenia ściany AB, powierzchnię odłamu, a otrzym a
m y punkt C,, dla położenia zaś ściany AB2, gdy — £ =  90—q—ó', 
kierująca wpada na linią naziomu B7 JJ, punkt X, na B, kon- 
strukcya nasza płaszczj^zny odłamu staje  się wprawdzie wtedy 
niem ożliw ą, ale zarazem  i n iepotrzebną, bo i punk t K., wpada 
w tedy na D. Chcąc otrzym ać C2, społowimy w tedy B., D. Już
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gdy p u n k t K  zbliża się do D, ką t K C l)  staje się tak  mały, 
że trzeba  zawsze sprawdzać, czy B M = M K  i ew entualnie po
praw ić punk t przecięcia się C\.

Jeżeli ściana odchyli się jeszcze bardziej na lewo i p rzy j
dzie np. W’ położenie A B 3, to punkt L3 w ypada poza punkt D,

W edle 782) mamy wyznaczyć A K 3 jako  średnio geometryeznie •
proporcyonalną między A D  i A L 3. Zataczam y w tedy półkole 
na A ¿ 3, w ystaw iam y w D  prostopadłą aż do przecięcia się N 3 
z półkolem, robimy A N 3—A K 3, z K 3 kreślim y K z C3 i i L : B 3, 
przyczem sprawdzam y, czy B 3 M 3 =  M 3 JT,. Robim y dalej K3 13 =
— K3 C3 a tró jką t K 3C3I3 je s t  tró jkątem  parcia.

Dla a =  180—q wiemy już  z §. 168, że płaszczyzną od
łam u je s t pionową , a dla a >  180—2ę  umiemy też wyznaczać 
parcie ziemi.

Z rys 380 widzimy, że jeże li ściana F B  obraca się na 
lewo, płaszczyzna odłamu także się obraca w tym  kierunku, 
chociaż daleko powolniej i dla FB2 zbliża się do położenia,

Jeżeli CKI  (rys. 381) je s t  graniastosłupem  parcia ziemi 
na m ur AB ,  to możemy też łatwo wyznaczyć graniastosłup 
parcia ziemi na część m uru At B. Gdybyśm y dla punk tu  A i 
powtórzyli całą konstrukcyą, to wykreślilibyśmy A ^ D J i A D

8 ,  B ,  B ,  f i

Rys. 3S0.
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i w yszukali w znany sposób II,. P u nk t ten jednak  leżeć musi 
w prostej BII, bo pęk promieni, wychodzący z punktu  B, dzieli

dwie równoległe A, D, 
i AD  w tym  samym sto
sunku. W ięc otrzymamy 
A B : A , B ~ B K : B K „  

a ponieważ
KCil K, C, UBL, 

więc BK: BK, =BC:BC , , 
a stąd 

B A :  B A ,= B C : B C , .
A zatem proste FC i F, C, 
są równoległe, a punkt 
C, otrzym am y, robiąc 
F, C, ]IFC.

W idzimy więc, że d l a  p ł a s k i e g o  n a z i o m u  p o 
w i e r z c h n i e  o d ł a m u  s ą  r ó w. n o l e g ł e ^

Jeżeli nazwiemy P  parcie ziemi na ścianę AB,  a P, na 
ścianę A, B, to dla ziemi nieobciążonej 

P  : P =  C IK : C, I, K , , 
zaś C IK : C, I, K,  =  CA2 20,11,-,

CK1: ~ĈkT,1= A B 1 : A ,! ) 1, ;
AJPCa ^ I P ^ /P  : h , \  więc P : P ,= h 2: k , 2.

A zatem p a r c i e  z i e m i  n i e o b c i ą ż o n e j  w z r a s t a  
d l a  n a z i o m u  p ł a s k i e g o  w s t o s u n k u  k w a d r a t o w y m  
w y s o k o ś c i  m u r u .

§. 182. Parcie ziemi na mur płaski, gdy naziom tworzą 
dwie płaszczyzny.

Jeżeli naziom tworzą dwie płaszczyzny BG  i GD (rys. 
382), to, jeżeli AC  je s t  płaszczyzną odłamu, powierzchnia 
odłamu je s t teraz  czworobokiem ABGC, który  zamienimy na 
tró jką t AEC, przedłużając GD i robiąc B E  jj AG. Z rysunku E  
kreślim y teraz pod ką'tem ó '—s do prostopadłej na AZ? lub pod 
kątem  q + ó' do A B  kierującą i wyznaczam y graniastosłup 
parcia, ja k  w poprzednim U stępie .

B Ci c Di 2)
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Przykład. Na rysunku 382 je s t h — b m ,  h0= 2 ,  3—45°, p=35°, o '= ^ o  =  
=26°16', stE=J-, s= ll°1 8 '3 6 " , a= 78°41 '24". W ykreślnie dla ’(•=1,8 m am y 
P = Y -C fK = l,8-^2,3x2,18=4,51. A nalitycznie m amy w edług 764)

fc= do t«+  ( ^ 2 (dot3—dota)=0 ,02+ (I*)* (1,00—0,02)=0,02 +  0,109-0,129,

a w edług rów n. 767)

P =  2 w 's f ( o + A + o O  [ V f c - d o t ( « + p  +  8 ' ) .  l/do t  f -  do t  ( a  +  o  +  3 ' ] 3 =

"  = S w S ' S ' '  W ÓJSO^dot 1 3 9 » 6 6 ^ - V d 0t35»—dot 139» 56 '24"] 2=

Chcąc się przekonać, w jak im  stosunku do wysokości 
ściany A B  zmienia się parcie, wyznaczym y miejsce geome- 

£  c c d tryczne punktów  K  (lys.
"A  r<y |T" 383), których w znany spo

i n o  • \  uźy ć możemy...do..w y
li /—-jF- Ven*>|||^ \  \  kreślenia tró jkątów  parcia.

/  J l  ^ > 7  \ n '  j Przypuśćm y najprzód,
/ S  \  1 / źe ziemia ograniczona je s t

• ' \  | /  i edyna- płaszczyzną PZ>0
v /  ff*' V-*____  \  i i wyznaczmy dla tego wy-

\ n padku w zw ykły sposób
punkt Aj,. Ponieważ prosta, 

Rys. 382. poprowadzona równolegle
do kierującej z iT0, trafia 

n ie  .#(?, lecz jej przedłużenie w punkcie C, więc punktu  iT# 
nie możemy użyć do wyznaczenia tró jkątu  parcia. W iemy 
jednak, że prosta B K 0 
je s t  miejscem geome- 
trycznem  punktów  K  
dla odłamów nie się

gających jeszcze 
płaszczyzny GD. G ra
n iczny  punkt K, znaj
dziemy, poprowadzi
wszy GK, IIBL0, a zro

biwszy dalej 
K j A , UKA, otrzym a
m y punkt A, i płasz- ^
czyznę odłamu Aj G,
do której będą równoległe w szystkie płaszczyzny odłamu po 
lewej stronie A , G.
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Chcąc otrzym ać p a rc ie ' dla całej -wysokości A B , kreślimy 
AG, dalej B E H A G , E L / / B L 0 i w zw ykły sposób wyznaczam y 
punkt K. Gdyby punkt E  był stałym , toby E K  było miejscem 
geometrycznem  punktów  K. Ponieważ jednak  dla punktów, 
wyżej A  leżących, linia AG , więc i BE, pochyla się i punk t 
E  posuwa się na  prawo, a z nim i prosta EK , więc widzimy, 
że punkty  K  będą leżeć na krzyw ej, której dwa punkty  K  i K l 
i styczną E K  znam y; możemy więc ją  łatw o wykreślić.

Znając punk ty  K  łatwo możemy wyznaczyć dla jak ie j
kolwiek wysokości ściany parcie ziemi, które dla części ściany 
A A l nie będzie proporcyonalnem do kw adratu  wysokości. P ła 
szczyzny odłamu po prawej stronie A , G nie będą też równo- 
ległemi, ale zbieżnemi ku górze.

§. 183. Parcie ziemi o naziomie dowolnego kształtu na mur płaski.

Jeżeli ziemia je s t ograniczona dowolną krzyw ą powierzchnią 
BCD  (rys. 384), w yszukujem y płaszczyznę odłamu zapomocą 
próbowania. Obieramy mianowicie dowolnie punk t C, kreślim y 
CK  równolegle do kierującej BL, zamieniamy powierzchnię 
A B C  na tró jką t AEC, łączym y E  z K, a jeżeli A C  je s t  pła
szczyzną odłamu, EM  powinno być równe MK. Prawdopodobnie

A
Rys. 384.

pokaże się, że tak  nie jest, tu  np. je s t  M K  >  EM. W ykreśla
my teraz w C pionową i robimy M K —E M =  CC', w tedy CC' 
oznacza wielkość błędu dla przyj ętej linii odłamu A C. Obieramy
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teraz  punkt (7, na  prawo od G t. j. w stronie większego od
cinka prostej EK  i powtarzam y konstrukcyą. Tu pokazuje się, 
że E. M\ >  ilf, E i . Znów więc robimy (7, C \ = —(ilf, K x—E x M x) 
i otrzym ujem y drugi punkt linii błędu. Gdyby linia błędu C' C', 
była p ro s tą , toby błąd w C2 był równy zeru. Dla tego punktu  
powtórzywszy konstrukcyą, otrzym aliśm y C2 G \ = M 2 ICi —M 2 E 2. 
Mamy więc trzy  punkty  krzywej błędu G' C \  C‘j, która prze
cina naziom w C3. Jeżeli dla tego punktu  powtórzym y kon
strukcyą, otrzym am y oba odcinki równe. Dalsze w ykreślenie 
tró jką ta  parcia ziemi przeprowadza się zupełnie tak  samo, jak  
w poprzednich ustępach.

§. 184. Wyznaczenie punktu zaczepienia parcia ziemi.

W  poprzednich ustępach otrzym ywaliśm y jako  - wynik 
konstrukcyi tró jkąt, k tóry je s t proporcyonalny do parcia ziemi. . 
Chcąc tró jką ty  te, otrzym ane dla różnych wysokości m uru po- v 
równać, musimy je  sprowadzić do jednej wspólnej podstawy 

(rys. 385) dowolnie przyjętej K S = 2 a . Zro
bimy to, wykreśliwszy IT jl CS i otrzym am y 
K ST =  GIK  =  a . TW. W  ten sposób otrzym am y 
dla każdej wysokości m uru dla tej samej 
podstaw y 2 a pewną prostą TW, proporcyo- 
nalną do parcia ziemi. Jeżeli wysokości m uru 
uważać będziemy jako  odcinki, a długości, 
proporcyonalne do parcia, wykreślimy jako  
rzędne (rys. 386), to wierzchołki rzędnych 
połączone dadzą linię krzyw ą DB, która 

wskazuje, w jak i sposób parcie ziemi w zrasta z wysokością 
muru. Z rys. 386 widzimy, że parcie ziemi lia część m uru E E t 
równa się ?7j E x— UE= Ut W = dy. Moment tego parcia ze względu 
na punkt A  je s t (A — x) d o s trd y . Jeżeli moment parć na dx 
scałkujem y od 0 do h, to otrzym am y moment siły w ypadko
wej P, więc

es ■ k r  h
P a d o s t r = \  (A—x) dosb x dy — (h—zjdostT y  — \ y ( —dx) dostr.

J o  o j o

W staw iw szy granice 0 i k, otrzym am y pierwszy wyraz 
równy zeru, a więc podzieliwszy obie strony rów nania przez
dostr, będziemy mieli Pe=   ̂ y d x  = F, jeżeli F =  pow.JŁ4D ,

Statyka. 31

R y s . 385.
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a s tąd : F
0  =  - i

Ponieważ P —ED, więc F = F D . o ......................................784)
a stąd wypływa konstrukcyą n a s tę p n a : Zamieniamy płaszczy
znę A B D  w jakikolw iek sposób na prostokąt o podstawie AD, 
a wysokość jego A S  - e na  mocy równ. 784.

p ...............................................783)

Ponieważ dla wysokości A parcie P —D A , zaś dla 'wysokości
Aj (rys. 387) P, =  GGX, więc parcie na część m uru GA P '= P —P i =
= A D — GGl = A i D . P unk t zaczepienia parcia ziemi P ‘ da się
w zupełnie ten  sam sposób wyznaczyć, jeżeli powierzchnię
D A i Gi zamienimy na prostokąt A, S { TD o podstawie D A U to
jtjiS1, w yznacza wysokość punktu  zaczepienia S  nad podstawą.

Dla ziemi obciążonej musimy parcie ziemi P  i p ,  a zatem
i każdą rzędną y, pomnożyć według równania 778) przez
(_ 2A, d o s t8 \  „ 2 A, dost §i 1 H—  E - — albo dodać do każdej rzędnej y '= y -----t-j -,-----

(rys. 388). D la x = 0  je s t  y '= 0 ,  a dla x —h je s t

y - A C ~ A n . ™J h ’
Tu więc dodać musimy do pow. A B D  

jeszcze powierzchnię ABC, a zresztą po
stępujem y, ja k  pierwej. Robim y więc 
CDTZ=-CBD, a -wysokość CZ=e'.

Jeżeli naziom je s t płaskim, to wie
my, że dla ziemi nieobciążonej P=AA2 

A C (równ. 756), a więc y = b x 2, gdzie A jes t
R y s . «83. R y s . 389. stałym  spółczynnikiem, a zatem linia
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BD  (rys. 388) je s t parabolą. Dla ziemi obciążonej m am y:
p 1 1 , 2  i -i -  dost /3 \  . /  2 A, dost/?\P, =  6A2^ 1 + -—L-~------1, więc y ^= b x 2 I H  ~ r — - I ,  A' znne-

xn ia  się proporcyonalnie do x, a więc h '= h \ - ~ ,  jeżeli h \  ozna

cza A' dla wysokości h. A więc
2 b x 2h. ¿óst d 2 AA, A dost B

yi = y +  —— - = y + —  V,—~ s ^ y + y -
, TT. , . , 2 6 A. A dost A . . , r ,Widzimy zatem, ze y ' = -------     x, więc je s t funkcyą

A]
pierwszego stopnia, linia P C  je s t  zatem  prostą. Długość A C

, . 2 AA, A2 dost/?otrzym am y, wstawiwszy x = h , więc A C =    a zwa-
h  j

żyw szy, że AD==bh2,

AC=AD.   785)
V

D r u g i  s p o s ó b  w yznaczenia punktu  zaczepienia parcia 
ziemi je s t  następujący:

Parcie ziemi dla jakiejkolw iek wysokości ściany możemy 
też przedstaw ić powierzchnią w ten  sposób, że tró jką t parcia 
K C I  (rys. 390) zamieniamy na A B R , którego jednym  bokiem 
A B , robiąc A N = IK , A G = C S, GM. // AN , dalej łączymy N  z B

i kreślim y i¥P//PiV, to 
BA R  =  MA N =  CIK. 

Powierzchnia A B R  przed
staw ia więc parcie na ścia
nę A B. Łatwo jednak  poj
miemy, że parcie ziemi na 
ścianę A t B  przedstawia 
tró jką t A i P , B, jeżeli na
ziom je s t płaskim , gdyż 

w takim  razie parcia są proporcyonalne do kwadratów wy
sokości, a więc P  : Pt = A B '1 : A j P 2, a z rysunku widzimy, że 
A B 1 : B 2 — A R B  : A l P t P , więc P : P1= A R B  : A, P j P , zatem
gdy P —A R B , to Pi —A i R i B.

Z poprzedniego w ynika też, że A i Ri R A —A B R —A 1B R i =‘ 
*=P—P , , a więc równa się parciu na część ściany A A U Po
dobnie otrzym am y parcie na dowolną część ściany A i A 2 równe

•
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powierzchni A^A3R1R X. Widzimy więc, że parcie w każdym 
punkcie ściany AB  wyraża się odnośną rzędną prostej BU, je
żeli BA przyjmiemy jako oś odcinków. Wypadkowa tych 
wszystkich sił zaczepiać więc musi w środku ciężkości odnośnej 
powierzchni, a więc dla całej wysokości AB  w ,j3 wysokości 
tej linii, bo AB li  jest trójkątem.

Jeżeli mamy wyznaczyć punkt zaczepienia parcia ziemi 
na część murtt AC  (rys. 391), to wyszukujemy środek ciężkości 
S trapezu ACR, B, skąd prowadzimy poziomą SG, a punkt G 
jest punktem zaczepienia parcia ziemi na część ściany AC.

Jeżeli chcemy uwzględnić wpływ obciążenia ziemi, to mu
simy w razie, jeżeli naziom jest płaskim, dodać do trójkąta 
ABR irys. 392) równoległobok ABMN. Wiemy bowiem, że
D D , -D, T>, 26/e, Aa:dost/3 .Pl — P + P ',  przyczem P' =  ——  - ,  a więc wzrasta w pro-

'h
stym stosunku do x. Warunkowi temu odpowiada dla -wyso-

P'kości x  powierzchnia równoległoboku MB C T — C T . x —— ,

a stąd CT=NA  - “ ^i^ost/?^  Zważywszy, że P  =  AA2 =

A. R
= y . ABR —y-^AR.h, a stąd bh =  y . - ,  to wstawiwszy tę war

tość w równanie dla NA, otrzymamy:

. N A -A R --1- . . . . . 786)

Tripez NMBR nazywamy t r a p e z e m  p a r c i a  (n. Druck- 
trapez). Punkt zaczepienia parcia G wyznaczymy, jak pierwej, 
poprowadziwszy ze środka ciężkości trapezu S  poziomą SG.

Trapez parcia możemy otrzymać też wykreślnie w na
stępny sposób. Jeżeli obciążenie przedstawimy warstwą ziemi At
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(rys. 393), to przedłużamy A B  aż do przecięcia się z R ' I ł  w H. 
Dla ściany A U  wyznaczmy w zwykły sposób trójkąt pai-cia 
A IIR { . Dla ściany B i l  będzie wtedy parcie BB, II, a zatem 
parcie na A B  przedstawia trapez BB, R , A . Ponieważ pai'cie 

na mur nieobciążony A B  jest A B R , przy- 
czem B R IIIIR ,, jeżeli jakość ziemi jest 
na całej wysokości ta sama, więc możemy 
postępować odwrotnie, wyznaczyć trójkąt 
paz-cia A B R  dla ziemi nieobciążonej, prze
dłużyć A B  do II, a z I I  wykreślić IIR , 
równoległe do RR , wtedy B B , R , A  j est 
trapezem parcia.

Jeżeli naziom nie jest płaskim, to 
Rys- 393. otrzymalibyśmy zamiast trójkąta i trapezu

figury  ̂ ograniczone liniami krzywemi, któ- 
rycli wykreślenie byłoby za żmudne, dlatego stosujemy wtedy 
pierwszy sposób wyznaczenia punktu zaczepienia (rys. 388).

§. 185. Parcie ziemi na mur krzywy lub załamany.

Chcąc wyzizaczyć parcie ziemi na mur krzywy A B  (rys. 394) 
dzielimy krzywą 4 5  na pewną ilość części tak, aby pojedyncze 
części A II, H G  itd. można uważać jako proste Zwykle mamy 
do czynienia nie z murem krzywym, lecz wprost z murem, 
ograniczonym linią łamaną A H G B . Dla każdej części muru
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płaskiej obliczamy lub wykreślamy parcie ziemi na tę część 
ściany, a więc np. na A I I  różnicę parcia na ścianę A M  i H M .  

Dla wyznaczenia punktu zaczepienia-parcia na część muru A H  

najlepiej wykreślić, jeżeli naziom jest płaski, trapez parcia 
Ti T % H 2 H \  według poprzedniego paragrafu, wyznaczyć środek 
ciężkości trapezu i wykreślić poziomą . Ą  jest wtedy 
punktem zaczepienia parcia ziemi na A I I .  .To samo robimy 
i z innerni częściami ściany i otrzymamy punkty zaczepienia 
i?,, P 2 i i?3, w których odnośne parcia P ,, P2 i P., działają 
pod' kątami d ' do prostopadłej na kierunek tej części muru.

Gdy naziom nie jest płaskim, wtedy tok konstrukcyi po
zostaje ten sam, tylko punkty zaczepienia wyznaczamy według 
pierwszej metody.

Obliczenie parcia w sposób powyższy nie jest zupełnie 
dokładnem, bo przyjmujemy ścianę idealną A M ,  gdy w rzeczy
wistości jest po lewej stronie I I M  nie ściana, lecz ziemia, która 
wywiera pewne parcie czynne. Mü l l e r  B r e s l a u  wyznacza 
dokładnie po kolei parcie P ,, P2 i P3 (rys. 395). Najłatwiej 
zrobić to na tej zasadzie, że powierzchnia *)

A  H G B  G "  =■■ A  C "  K " =  G " .....................  787)

Jeżeli znamy już P, i P2 i kierunek P ,  to z tego otrzy
mujemy G'. Na mocy równania 787) wyznaczymy C, zamie

*) U w a g a .  L ite ry  C, O', C "  i K. K ', K "  opuszczone n a  rys. 395 
p o ró w n a ją  rys. 390.
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niwszy wprzód AIIGBC"  na trójkąt, w zwykły sposób, a stąd 
otrzymamy trójkąt, a wreszcie trapez parcia.

Wobec wielkiej niepewności co do wszystkich danych y, 
ę, ó' wystarczy jednak w praktyce używać sposobu przybli
żonego.

Przykład. Dla m nrn, przedstaw ionego n a  rys. 394, otrzym ujem y dla 
7=1,8 t/m- wedle sposobu przybliżonego i >1= 2 ,16f, P2=4,2S i, Ą  =6,03 i. 
W edle sposobu dokładniejszego (rys. 395), a m ianow icie, zam ieniając 
czworobok IIG B C "  na tró jk ą t A a C " ,  o trzym am y I \  =  2,16 t, =  4,02 t, 
ą  =  6,25 t.

§. 186. Odpór ziemi.

Jeżeli ciśnienie prostopadłe N  ściany AB  (rys. 396) na 
ziemię jest równe składowej prostopadłej na ścianę parcia ziemi 
N, to ściana i ziemia pozostają w równowadze. Przypuśćmy 
teraz, że ciśnienie N  wzrasta, to w takim razie, aby równo
waga nie została zniweczoną, musi wTzrastać też ciśnienie ziemi. 
Dziać się to może jednak tylko do pewnej granicy, gdy bo
wiem N  przekroczy tę granicę, część ziemi się usunie, a od
łam ABC  poruszy się w kierunku AC.

Ciśnienie ziemi więc, które zostaje wzbudzone ciśnieniem 
zewnętrznem, nazywamy od p o r e m z i e mi  (n. passiver Erd-

druck, Erdsehub, fr. butće des 
terres) w przeciwstawieniu do 
p a r c i a  z i e mi  (n. aktiver Erd- 
druck, fr. poussee des terres),
o którem dotąd mówiliśmy.

Ponieważ ruch ten nastąpi 
w kierunku AC, a nie CA, więc 
tarcie, które jest zawsze prze
ciwne kierunkowi ruchu, dzia
łać będzie w kierunku prze
ciwnym. Rozumując w ten sam 

sposób, co pierwej, otrzymamy więc odnośne wzory, jeżeli za
miast kąta tarcia ę przyjmiemy kąt (—p), a zamiast ö' kąt (— d').

Przy wykreślnem wyznaczeniu oporu ziemi mamy więc 
tylko dwde zmiany, a mianowicie stok naturalny A K  (rys. 397) 
wykreślamy pod kątem ę po n i ż e j  osi ,  a kierującą prowa
dzimy nie'pod kątem ó'— s, lecz — ó' — £= —(ö' +  e), a więc
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pod kątem (ó' + e) po l e we j  s t r o n i e  prostopadłej BE  na stok 
naturalny, a więc BL. Kąt ABL  równą się wtedy ę +  ó'. Przyj
mujemy teraz punkt C tak, aby gdy poprowadzimy CKljBL 
i połączymy A z C a B  z K, było B11 =  M K .  Jeżeliby

BM ■ MK, to obieramy inny punkt C, aż dopóki nie znajdziemy

punktu, który temu warunkowi zadość czyni. Zrobiwszy KI=K C ,  
otrzymamy wreszcie trójkąt odporu.

Odpór w ten sposób Avyznaczony, nie działa jednak od 
razu. Gdy siła N  (rys. 397) ciśnie ziemię, to z powodu ściśli
wości ziemi nastąpi najpierw mały ruch ściany AB, potem do
piero po ściśnięciu ziemi zaczyna działać odpór. Dlatego też 
w wypadkach, gdzie nie chcemy dopuścić do takiego ruchu 
muru, n. p. przy sklepieniach, nie liczymy na odpór tylko na 
parcie ziemi.

§. 187. Wyznaczenie wykreślne parcia ziemi sposobem Pilleta.

Prosty sposób wyznaczenia parcia ziemi podaje Pi l l e t .  
Przypuśćmy ogólnie naziom dowolnie zakrzywiony (rys. 398). 
Wykreślmy A D, stok naturalny, i podzielmy powierzchnię A BD 
na pewną ilość klinów z wierzchołkiem A. Najlepiej przyjmo
wać przytem kąty równe. W tym celu zataczamy łuk promie-
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niem AB  i dzielimy łuk B 8' ha pewną ilość (tu 8) równych 
części, poczem kreślimy promienie A 1', A 2' itd. Wyznaczamy 
powierzchnię (klinów i odnośne ciężary odcinamy na pionowej 
f0 fs . Ciężary te rozkładają się na P  i Q, P działa pod kątem 
ó' do prostopadłej na AB, a więc w kierunku naznaczonym na 
rysunku, Q zaś nachylone jest pod kątem ę do prostopadłej na

.41', 4 2 ' 4  3' itd. Kierunek sił Q wyznaczymy łatwo. Dla 
AD  kierunek Q jest pionowy. Jeżeli teraz zatoczymy łuk 
8 "0 " tym samym promieniem i odetniemy równe takie same 
odcinki, wreszcie wykreślimy promienie f0 7", /j, 6 " . . .  f0 0", to 
przedstawiają one kierunki sił Q. Z punktów cu cit c3. . . . c 7 
kreślimy teraz równoległe do P, a punkty przecięcia się f  łą
czymy krzywą. Dla rozmaitych płaszczyzn odłamu otrzymu
jemy więc x-ozmaite parcia P, p r a w d z i w ą  będzie płaszczyzna, 
dla której P  jest największem. Jeżeli teraz poprowadzimy NNX 
pionową styczną do krzywej parć, to otrzymamy punkt stycz
ności M', a ilP m  przedstawia szukane parcie P. Jeżeli zrobimy 
5 "C = 5 'C ') to AC  jest płaszczyzną odłamu.

XVI. Inne tęorye parcia ziemi.
§. 188. Poprawka dla równowagi w spoczynku.

Wspominaliśmy już w §. 167, że dla równowagi klinu 
ABC  (rys. 399) trzy siły nań działające C, Q i P  muszą się

Kys. 398.
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przecinać w jednym punkcie. Jeżeli naziom jest płaskim, wiemy, 
że pijcie na ścianę AB  wzrasta w stosunku kwadratowym,

a punkt zaczepienia siły P  leży 
C w 1/.1 wysokości ściany, w punk-

punkcie, z czego wynika, że trzy te siły nie równoważą się, 
lecz jako wypadkową dają parę sił. Pochodzi to stąd, że za 
wiele ilości przyjęliśmy jako znane, gdy tymczasem równanie 
momentów tych sił, nie zużytkowane dotychczas, określa jedną 
z tych ilości.

Oto jeden zarzut, jaki słusznie robią dawnej teoryi par
cia ziemi, która dotychczas ogólnie używana, dawała wyniki 
dość zgodne z praktyką.

Drugi zarzut tyczy się założenia, że powierzchnia odłamu 
jest płaszczyzną, co niezupełnie zgadza się z doświadczeniami 
a także i z warunkami równowagi. Co do tego ostatniego za
rzutu zauważyć możemy, że tylko to założenie umożliwia obli
czenie parcia ziemi, że przy belkach zginanych przyjmujemy 
także płaskie przekroje po ugięciu, gdy bliższe rozważania 
okazują nieprawdziwość tego założenia. Wogóle wszystkie na
sze obliczenia w statyce budowli są tylko przybliżone, chodzi 
tylko o to, aby niedokładność nie przekraczała granic dopu
szczalnych w praktyce.

'Widząc sprzeczność, jaka się mieści się w dawnej teoryi, 
próbowało wielu uczonych utworzyć inne teorye, wychodzące 
z równowagi w masie ziemi nieograniczonej, które w przeci
wieństwie do dawniejszych teoryj nazywamy nows z e mi .

Zanim jednak zastanawiać się będziemy nad zasadami 
nowszej teoryi, pokażemy, jak zapomocą stosownej poprawki

cie E. Ponieważ ciśnienie na 
płaszczyznę AG  musi analo
gicznie także wzrastać w sto
sunku kwadratowym, więc ci
śnienie Q działa także w jednej 
trzeciej prostej AC, więc w 1. 
Jeżeli teraz wykreślimy siły Q 
i P, działające pod kątami p i ć '  
na płaszczyzny AB  i AC, to 
trzy . te siły C, Q i P  nie prze
tną- się w ogólności w jednym

C
rjys. iw .
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możemy zadość uczynić koniecznemu warunkowi przecinania 
się trzech sił C, P  i Q w jednym  punkcie.

Dawna teorya zapomina, że tarcie je s t siłą b ie rn ą , która 
działa tylko o tyle, o ile tego potrzeba do przeszkodzenia ru 
chowi, a więc do równowagi w spoczynku. Jeśli siła zaczepia
jąca  wzrasta, to w zrasta i tarcie do pewnej granicy, przy któ
rej je s t równe N, i A iV2. Jeśli więc przyjm ujem y tarcia  
/■, iVj i f2 ]V , to je s t  to słusznem tylko wtedy, gdy siła za
czepna (parcie) je s t tak  wielką, że przezwycięża tarcie, a więc 
podczas r u c h u  odłamu. W tedy jednak  n i e m a  r ó w n o w a g i  
i dla tego w ypadku trzy  siły G, E  i Q nie potrzebują się 
przecinać w jednym  punkcie.

W idzimy więc, że przypuszczając' ruch ściany lub ziemi,, 
możemy rrżywaó wprost dawnej teoryi parcia ziemi i że w sta
nie s p o c z y n k u  parcie działa inaczej, niżby z dawnej teoryi 
wypadało.

Jeżeli zauważym y odłam ABC, to zobaczymy, że wyjwiera 
on parcie na A B  tylko w tedy i o tyle, o ileby przy usunięciu 
ściany A B  odłam się usunął. Jeżeli np. a = ę, to nie potrzeba 
wcale ściany. Stąd można wnioskować, że nim na ścianę A B  
odłam wywrze parcie, musi być całe tarcie na A C  wyzyska- 
nem, a więc możemy przyjąć, że parcie Q działa w każdym  
razie pod kątem  ę do prostopadłej na AC.

Przeciwnie działa podczas równowagi, a więc w stanie 
spoczynku, tarcie na A B  tylko o tyle, o ile potrzeba go do 
zachowania równowagi. W. ogólności więc działa zam iast siły P  
siła P' pod kątem  ó <  do prostopadłej. Aby się zastosować 
do wyników doświadczeń, myśmy założenie to zrobili ju ż  przy. 
wyznaczeniu parcia, przyjm owaliśm y w przybliżeniu ó'==£ę. 
Tu dla parcia w spoczynku wyznaczym y d z warunku, aby 
siły P' C i Q dla równowagi przecinały się w jednym  punkcie..

Jeżeliśm y w jakikolw iek sposób wyznaczyli kierunek 
płaszczyzny odłamu, to przez to je s t  wyznaczony k ierunek 
siły Q. Położenie siły ciężkości C je s t  także znane, chodzi: 
więc jeszcze tylko o punkty  zaczepienia sił P' i Q i k ierunek  
siły P '.

Otóż wiadomo, że przy naziomie płaskim  punkt zaczepie
nia parcia ziemi P  lub P' leży w jednej trzeciej wysokości 
ściany. Doświadczenia G o b i n a  potwierdziły pośrednio to
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'twierdzenie, gdyż wykazały, że parcie w zrasta w przybliżeniu 
w stosunku kw adratu wysokości, z czego łatw o można wy
wnioskować, że punk t zaczepienia parcia leży a v  wysokości 
ściany*). Analogicznie musimy przyjąć, że siła Q zaczepia a v  {  
wysokości płaszczyzny odłamu, bo niem a powodu, aby odłam, 
znajdujący się między dwiema płaszczyznam i, działał według 
innego praw a na jedną płaszczyznę, niż na drugą.

Przyjm ujem y więc, że parcie zaczepia w E, przyczem 
A E = - \A B ,  a siła Q w I, przyczem A I = { A G .  K ierunek parcia 
P' je s t w tedy wyznaczony warunkiem, że trzy  siły P \  Q i C 
przecinają się w jednym  punkcie Ii. Grdy więc połączymy 
punkt przecięcia się sił C i Q z E, otrzym am y kierunek parcia 
ziemi w stanie spoczynku, które to parcie nazwiemy g e o s t a -  
t y c z n e m  w przeciwieństwie do g e o d y n a m i c z n  e g o  w sta
nie ruchu.

§. 189. Poszczególne wypadki.

Podaliśmy powyżej ogólną regułę dla wyznaczenia parcia 
./geosta tycznego , której jednak  w niektórych wypadkach nie

można użyć. Teraz zrobimy pe
wne założenia co' do kierunku 
ściany i naziomu.

Jeżeli ściana je s t p i o n o 
w ą ,  to jmzecina kierunek siły 
C płaszczyznę odłamu w  {A G  
w punkcie I  (rys. 400), punkty  
I I  i I  w padają więc na siebie 
a p a r c i e  g e o s t a  t y c z n e  n a  
ś c i a n ę  p i o n o w ą  j e s t  r ó w 
n o l e g ł e  do  n a z i o m u .

Jeżeli naziom wznosi się pod 
kątem  /? do poziomu, to <5=/?, je 

żeli je s t  poziomy, <5=0. P rzy  spadającym  naziomie musiałoby

*) Doświadczenia M ullera B reslaua w ykazały dla nieobciążonej 
ziemi wysokości punktu  zaczepienia

dla a =  — p — p 0 + ^p
A E =  0,31 0,33 0,36 0,375 A B

W yniki te w ym agają jeszcze potw ierdzenia przez inne dośw iad
czenia.
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być parcie P' skierowane w górę. To trudno przypuścić, ten 
wypadek rzadko zresztą zdarzający się w praktyce, w ym agałby 
osobnych doświadczeń, gdyż, przyjąw szy <5 = 0, trudno zrozu
mieć, w jak i sposób równowaga zostaje zachowaną.

Jeżeli ściana j e s ’t  n a c h y l o n ą  n a  z e w n ą t r  z (rys. 401),. 
e ujem ne', wtedy przecina kierunek siły C płaszczyznę odłamu 
A C  w pierwszej trzeciej części, więc K  znajduje się wyżej 
A C  i w największej liczbie wypadków będzie w tedy ó <  q 
i dodatnie.

Jeżeli ściana j e s t  p o c h y l o n a  n a  w e w n ą t r z  (e do
datnie, rys. 402) w tedy przecina kierunek siły C prostą AC  
w średniej trzeciej części, zatem  punk t K  znajduje się poni
żej AC. Jeżeli teraz połączymy K  z E, to otrzym am y kieru
nek siły P '. Może tu  łatw o się zdarzyć, że <5 będzie ujemnem. 
Ponieważ trudno nam to przypuścić, prawdopodobnie będzie

więc w takim  razie parcie P' =  2V, prostopadłe na ścianę. Jako- 
przecięcie parcia iY, z C otrzym am y punkt K u  k tóry  połą
czony z /  wyznacza parcie Qt na płaszczyznę odłamu, odchy
lone od prostopadłej o ką t m niejszy, niż q.

Dotychczas nie mówiliśmy, w jak i sposób wyznaczam y 
płaszczyznę odłamu, zastanowim y się teraz nad tem, bo z ką
tem  <5, k tóry tw orzy parcie ziemi z prostopadłą na śc ian ę , 
zmienia się też i położenie płaszczyzny odłamu. Będzie więc 
inna płaszczyzna odłamu dla stanu spoczynku, a inna dla 
stanu ruchu. Pierw sza nie je s t  właściwie płaszczyzną odłamu,.

c

Rys. 401. Rys. 402.

§. 190. Wyznaczenie płaszczyzny odłamu.



-  494 -

gćtyż podczas ruchu objawia się inna płaszczyzna odłam u; 
nazywam y jednak  także tę płaszczyznę płaszczyzną odłamu, 
dla której parcie geostatyczno je s t największem.

Położenie płaszczyzny odłamu je s t zależne od kąta  ó, 
k tó iy  znów zależnym  je s t od położenia płaszczyzny odłamu. 
W yznaczenie płaszczyzny odłamu w prost byłoby więc niemo- 
żliwem, gd3rby nam nie przyszło w pomoc tw ierdzenie Al m-  
ą u i s t a ,  które w tern miejscu podamy.

Na rys. 408 m am y wyznaczyć płaszczyznę odłamu AC, 
gdy ściana A B  je s t  pochylona na zew nątrz pod kątem  —e .

W ykreślm y pionową A B i i wyznaczmy najprzód p ła
szczyznę odłamu dla tej pomyślanej ściany pionowej. W tedy je s t 
parcie geostatyczne równoległe do BD, więc nachylone do po
ziomej pod kątem  /?, kreślim y zatem  kieruj ącą B { L  pod kątem  
(>+/?, a z pomocą punk tu  L  otrzym am y ja k  zwykle, K u k re
ślimy KC j L B U a A C  je s t  płaszczyzną odłamu dla ściany pio
nowej A B i .

Rys. 403.



-  495 -

Otóż da się udowodnić, że tę  samą płaszczj^znę odłamu 
otrzym am y i dla ściany A B , nachylonej pod dowolnym kątem  
— e . Jeżeli bowiem AC  je s t płaszczyzną odłam u, to możemy 
łatw o wynaleźć środek ciężkości odłamu i położenie siły C. 
Przedłużm y kierunek siły Q do punktu  przecięcia się K ', to 
K'JE je s t  kierunkiem  parcia geostatycznego P', k tóry zawiera 
z prostopadłą k ą t ó. W ykreślm y teraz prostą CK  pod kątem  
d +  e do pi-ostopadłej CII, to jeżeli A C  je s t  płaszczyzną odłamu, 
musi być A B C = A C K , co zaraz udowodnimy.

W idzimy, że ?/+<5 +  90°, a także ką t K 'E W —90—ô—e,
i  ?/, =  90—ô—£=»;. Dalej mamy '2Ś_EWM=CAD=*cp, bo WM  
i WM  zaw ierają z prostopadłem i na A D  i A C  ten sam kąt 
ç. A więc w tró jkątach E K ' W  i A CK  są po dwa kąty  równe, 
zatem  E li ' W C \jA C K . Stąd wynika

A K  : AC=--EW: W IC ............................... a)
Dalej mamy

X .K ' E M = v ~ ó + e- P ,  = X. AJ CK, a X .A K , C = fi ~ V + ó + e+
WEM.

W  trój kątach E W M  i A CA”, są więc po 2 kąty  równe, 
a więc E W  AI C\J A CK,, a stąd

A C : A K ,=  M W  : E W .............................. /?)
Z równań a) i (i) w ynika

A K  : A K , --- M W  : M K '= M E  : ES.
Z konstrukcyi środka ciężkości wynika, że
SSo M JSLAEU, bo SS0 M =  e a E N  A =  X .S t SM, 

dalej SS0 — AU, więc E U = S M  i E S — UM, zatem
A K  : A K , —M E  : U M = B C  : B, C. . . . . y)

Dalej mamy
A C K : A C K ,= A K :  AK ,
A B C : A B , C*=AC:B,C, 

wrięc ze względu na równ. y)
A CK : A  CK, —A B C  : AB, C 
A  CK : A B C  = A C K , : A B , C.

A  że A C K ,= A B ,C ,  więc także A C K —ABC, co było do 
udowodnienia.

A więc AC je s t powiei’zchnią odłamu także dla ściany 
pochyłej A B  i wogóle dla jakiejkolw iek ściany, sięgającej od 
A  do prostej BD.
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Za pomocą tego twierdzenia, któreśm y udow odnili, m o 
żerny łatw o wyznaczyć płaszczyznę odłamu dla dowolnie na
chylonych ścian, wyszukawszy ją  dla odnośnej ściany piono
wej. "Wyznaczenie pai'cia geostatycznego nie podlega wedle 
powyższego żadnej trudności.

Praw ie zawsze je s t P ' >  P  t. j. p a r c i e  g e o  s t a  t y c z n e  
( w s t a n i e  s p o c z y n k u )  j e s t  w i ę k s z e m ,  n i ż  p a r c i e  
g e  o d y n a m i c z n ę  (w s t a n i e  r u c h u ) .  Dla płynów było to 
prawo dawne znane, mianowicie prawo,, że parcie hydrostaty
czne je s t większem, niż hydrodynamiczne.

§. 191. Wyznaczenie analityczne parcia geostatycznego 
dla ściany pionowej i naziomu poziomego.

W iemy, źe dla ściany pionowej je s t  parcie geostatyozne 
P' równoległem do naziomu, w tym  wypadku (rys. 404) więc 
poziomem.

Rys. 404.

A zatem  tu  a = 90°, d '= 0 , ¡3=0. W staw iw szy te  w ar
tości w równ. 754) otrzymamy,

dot £ = s t  p +  \[s t  p +  dot p] s t ę =  st p +  \ 's t2ę '+ l
1 +  wst n . , ,. „ ,=  st q +  siecz q =  == dot (45— |  ę).

Zatem £ =  <?=45—j-ę . . . . . 788)
A więc p ł a s z c z y z n a  o d ł a m u  p o ł o w i  k ą t  m i ę d z y  

ś c i a n ą  a s t o k i e m  n a t u r a l n y m .
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Z r ó wn .  zaś 756) otrzym am y: 
, y  h 2 dost Q y h2

789)

więc

2 w śt ę (^st ę +  dot p +  ̂ st p )2 2 [Yl +  sfc2 +  st ę]~

Zwykle je s t q od 30 ' do 45°, otrzym am y więc 
dla ę -  30 33 35 37 40 4 5 1

P ' 0,1667 0,1474 0,1355 0,1233 0,1087 0,0858 y h \
Dla odporu należy tylko zmienić znak parcia, otrzym am y 

y l i 2r"-Trst!(45+i)' 790)

Stad otrzym am y dla
q=  30 33 35 37 40 4 5 ’

P "  =  1,400 1,696 1,845 2,011 2,298 2,914 y h \
W idzimy stąd, ja k  ogromna je s t różnica między parciem 

czynnem a odporem ziemi.

§. 192. Nowsze teorye.

Zadaleko zaprowadziłoby nas opisanie w szystkich teoryj 
parcia ziem i, które podali R a n k i n e ,  C o n s i d è r e ,  L é v y ,  
St. V e n a n t ,  W i n k l e r ,  S c l i e f f l e r ,  M o h r ,  B o u s s i n e s q  
i inni. W spom inam y tu  tylko o ogólnych zarysach nowszej 
teoryi w edług streszczenia M ü 11 e r  a -B  r e s 1 a u a *).

R ankine i Boussinesq zastanaw iają się nad natężeniam i, 
panującem i w ziemi o naziomie dowolnym, zresztą nieograni

czonej. W ytnijm y w myśli n ie
skończenie m ały równoległobok
TJWW\ Ui (rys. 405) tuż przy po
wierzchni ziemi płaszczyznam i
pionowemi i badajm y siły, jak ie  
nań działają. Siły, działające 
w nieskończenie bliskich płaszczy
znach UW  i Ux Wj, możemy przy- 
jąć  jako równe, oznaczamy je  więc 

obie literą  V. Dla równowagi muszą być też i siły P, dzia
łające pod kątem  na te płaszczyzny, równe i równoległe do

*) Graphische Statik. 1881.
Statyka. 82
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naziomu. Ciśnienie pionowe na dno D  musi być =  (?, a po
nieważ suma momentów musi być »--O, więc S —O i F = 0 . Stąd 
wyprowadzaj ą R ankine i Boussinesq następne wnioski:

1. Parcie ziemi na powierzchnię pionową je s t  równoległe 
do naziomu.

2. Parcie ziemi na powierzchnię równoległą do naziomu 
je s t pionowe.

W niosek pierwszy prowadzi do parcia geostatycznego, 
drugi znany je s t  nam  z  §. 172.

Jeżeli tw ierdzenie pierwsze zastosujem y wprost do parcia 
ziemi na mur, to pom ijam y tarcie między ścianą a murem, 
przez co otrzym ujem y parcie geostatyczne a nie geodynamiczne.

Inni, ja k  W e y r a u c h  (Theorie des Erddruckes a u f Grund 
der neueren Anschauungen 1884), wyznaczają inny kierunek 
parcia na dowolną płaszczyznę, mianowicie ką t ó, o k tóry  od
chyla się tu  parcie do prostopadłej na  płaszczyznę. Niektórzy, 
ja k  L e v y  i W i n k l e r ,  przyjm ują naw et, że ó =  Q) wszyscy 
jednak  wychodzą z ogólnych natężeń ziemi o dowolnym na
ziomie, zresztą nieograniczonej. W yniki, w ten  sposób otrzy
mane, zastosowują w prost do parcia ziemi n a ' stałe ściany, 
mówiąc, źe gdy pomyślimy sobie przez ziemię położoną pła
szczyznę i gdy przypuścimy, źe ziemia po jednej stronie tej 
płaszczyzny nagle stw ardnieje, to  stan  równowagi przez to się 
nie zmienia. Słusznie zauważa tu  W e y r a u c h ,  że tak  nie jest, 
że po stw ardnieniu ziemi będzie wprawdzie istnieć równo
w aga, ale nie t a  s a m a ,  źe siły, układające się w równowagę, 
będą prawdopodobnie teraz inne. Dlatego sami autorowie now
szych teoryj ograniczają ważność ich tylko do pewnych w y
padków. W e y r a u c h  wyznacza mianowicie podobnie, jak  
w ciałach sprężystych, osie główne natężeń i tw ierdzi, że now
sza teorya je s t  w tedy praw dziw ą, jeśli obie osie przecinają 
naziom. Sprawdza się to zawsze przy naziomie poziomym, gdy 
£ < 0  i pod pewnym i w arunkam i przy naziomie spadającym .

Zresztą i w tych wypadkach wyniki, otrzym ane według 
nowszej teoryi nie zgadzają się z prak tyką ani z doświadcze
niami i dają za wielkie parcie.

D latego też nie będziemy się dalej zastanaw iać nad now
szą teoryą i zadowolnimy się dawniejszą, zastosowując przy- 
tem , gdzie tego potrzeba, naszą poprawkę.
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Doświadczenia prof. E n g e l s a * )  stw ierdziły, że ̂ Rzeczy
wiście parcie ziemi w stanie spoczynku na ścianę pionową 
je s t  poziome, m ały ruch jednak, do którego stw ierdzenia po
trzeba aż przyrządu zwierciadłowego, wystarczy, aby wywo- 
wołać tarcie. Ponieważ w praktyce możemy śmiało dopuścić 
prawie zawsze tak  małe ruchy, zatem  możemy też uwzględnić 
tarcie, chociaż ono w stanie spoczynku nie istnieje.

XYII. Parcie ziemi lia sklepienie.
§. 193. Sklepienie owalne.

AV §. 132. nie uwzględnialiśm y parcia ziemi na sklepie
nie, lecz tylko jej ciężar pionowy. Z §. 172 wynika, że mo
żemy tak  postępować, dopóki grzbiet sklepienia lub nadmuro- 
wania nie je s t  bardziej nachylony do poziomu niż stok na tu 
ralny. P rzy  sklepieniach owalnych, jajow atych  i tunelowych 
musimy jednak  z powodu większego nachylenia uwzględnić 
także wielkość i kierunek ukośnego parcia na sklepienie, przy- 
czem zastosowujemy tylko znane już  prawidła. Tok postępo
w ania pokażemy na przykładzie.

Na tabl. VI. w ykreśliliśm y sklepienie ow alne 7. w ielką nadsypką 
sym etryczne i sym etrycznie obciążone, to samo, dla którego O t t  wyzna- 
C7.ył lin ią  ciśnienia w  swym podręczniku (Vorträge über Bautechnik I . Theil), 
Przypuszczam y, że grzb ie t sklepienia je s t w ieloboczny; jeśli tak  nie jest, 
to  zam iast krzywej przyjm ujem y wielobok w n ią  w pisany lub opisany. 
Na każdy kliniec w yznaczam y parcie ziemi Pu  1 \, i*,'... fi ,, w edług da
wnej metody, przyczem przyjm ujem y k ą t ta rc ia  p=85°, 3=j|-p=26/ 15"

ciężar gatunkow y ziemi =  1,8 kam ienia pt = 2 ,8 —  . D la pierwszych

dwócli klińców je s t a > 1 8 0  — p, więc parcie je s t pionowe i równe cięża
row i ziemi, leżącej nad klińcam i. N astępne parc ia  są nachylone do 
prostopadłej na ścianę o k ą t p, obliczyliśmy je  w edług w zoru 758), po 
części korzystaliśm y także z tablic, obliczonych dla tych  rów nań. P o
niew aż mam y tu  wyznaczyć parcie na część ściany, więc obliczywszy 
parcie dla całej śc iany przedłużonej aż do naziom u, w ykreśliliśm y tró j
k ą t parcia. Dla danej ściany otrzym aliśm y więc w edług §. 184. trapez 
parc ia , k tó ry  nam  służył do w yznaczenia wielkości i punktu  zaczepienia 
p a rc ia  (rys. 391). Aby rysunek  na tabl. VI. uczynić w yraźnym , opuści
liśm y n a  nim  te  przedwstępne konstrukcye, znane nam  zresztą z po
przedniego.

*) Zeitschrift fü r  Bauwesen, 1896, str. 409.
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Teraz w yznaczam y ciężar klińców . (?,, <?2. . . . ć r 7, mnożym y po
wierzchnie przekroju klińcó w przez długość = 1  i przez ciężar gatun- 

t
kowy Tł =2,3 —3.

W yznaczywszy w ten sposób wszystkie siły, działające na sklepie
nie, przystępujem y do w ykreślenia lin ii ciśn ienia w edług §. 137. P rzy j
mujemy więc najprzód dowolnie parcie poziome 72= 0 , a, zaczepiamy go 
w e w  połowie wysokości klucza i na tej podstaw ie w ykreślam y lin ią  
ciśnienia (kreskow aną na tablicy). O statni jej bok cd przedłużony prze
cina się z pierwszym  w  punkcie d, przez k tó ry  przechodzi w ypadkow a R  
w szystkich sił, działających n a  praw ą stronę sklepienia. Jeżeli przy
puścimy, że lin ia  ciśnienia przechodzi przez środek p o d s ta w y / ,  to f d  je s t 
osta tn im  bokiem wieloboku sznurowego, a więc zrobiwszy b O \\fd , o trzy
m am y praw dziwy biegun O. W ykreślam y teraz drugi raz lin ią  ciśnienia 
(pełno w yciągniętą n a  tablicy), przechodzącą przez punk ty  e i f. L in ia 
ta  ciśnienia w pada na punk t jęd rny  w g. Z k sz ta łtu  jej jednak  widzimy, 
że cała leży poniżej osi sklepienia, co sprzeciw ia się praw idłu , wypowie
dzianemu w §. 143, że sum a powierzchni dodatnich m a być rów na su
mie pow ierzchni ujem nych. P raw dziw a lin ia  ciśnienia leżeć będzie nieco 
wyżej, niż lin ia  pełna w yciągnięta, należałoby zatem  przyjąć punk t e 
nieco wyżej, a  w tedy pun k t g wejdzie w  jądro .

§. 194. Sklepienie tunelowe.

Linią ciśnienia w sklejneniu tunelowem m ożnaby wyzna
czyć w edług poprzedniego paragrafu. Jeżeli jednak  tunel leży 
głęboko pod naziomem, otrzym alibyśm y w ten sposób parcie 
ziemi znacznie -większe, niż w rzeczywistości istnieje. Głębiej 
położone w arstw y ziemi i skały maj ą bowiem spój nośó zwykle 
tak  wielką, że jej pominąć zupełnie nie możemy. AYielki wpływ 
na parcie ziemi ma też także kierunek warstw , tak  że nieraz 
parcie je s t większe z jednej, niż z drugiej strony osi tunelu. 
Spójność ziemi i kierunek w arstw  zm ieniają się jednak  często 
dla tego samego tunelu tak, że w praktyce nieraz widzimy, 
że w niektórych miejscach tunel obejść się może czasem zu
pełnie bez sklepienia, a w innych grubość sklepienia je s t na
der zmienną. Obliczenie sklepienia tunelowego je s t więc zwykle 
niemożliwe dla nieznajomości sił, nań działających. Jeżeli 
jednak  potrafimy wyznaczyć siły zewnętrzne, czy to jako  zwy
kłe parcie ziemi, czy też praktycznie, badając zachowanie się 
tymczasowego rusztowania drewnianego, to wykreślenie linii 
ciśnienia nie będzie przedstaw iać żadnych trudności.
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§. 195. Uwzględnienie spójności.

Powiedzieliśmy wyżej, że zwykle przy wyznaczaniu par
cia ziemi nie uwzględniam y spójności. Zdarzają, się jednak  w y
padki, że to je s t  koniecznem lub przynajm niej wskazanem. 
Koniecznem je s t ono przy parciu na sklepienie tunelowe, 
a wskazanem  przy muracli w przekopach, gdzie m ur przylega 
do ziemi naturalnej, nienasypanej, wykazującej m niejszą lub 
większą spójność.

Zaznaczamy tu  w krótkości, w jak i sposób należałoby 
uwzględnić-spójność, która, ja k  wiadomo, proporcyonalną je s t 
do powierzchni odłamu. Jeżeli więc spójność na jednostkę kwa
dratową nazwiemy c, to cała spójność S  w wyznaczonej w zwy
kły sposób płaszczyźnie odłamu A C  (rys. 406) będzie 5 = cl. 
W ykreślmy teraz wielobok sił, zróbmy ad  - C, dej!AC  i równe 
S, dalej cbf!Q  i ab/IP, to ab = P. Nie uwzględniwszy spójności, 
otrzym alibyśm y P = a e , przyczem a e > a b .  Jeżeli spójność 
przyjm iem y większą, to ab będzie mniejszem, może się nawmt 
stać zerem, w tedy niema wcale parcia.

W yznaczenie to nie je s t  dokładnem, bo S  zmienia się pro- 
porcyonalnie do l, które je s t  funkcyą cp, może więc przy uwzglę

dnieniu spójności otrzymamy 
inną płaszczyznę ’ usuwową.

W  przybliżeniu możemy 
też mwzględnić spójność we
dług prof. S k i b i ń s k i e g o ,  
przyjm ując zamiast kąta  q 
większy kąt q', wyznaczony 
z paraboli spójności. Dla 
tego większego kąta  przepro
wadzamy wtedy obliczenie 

w zwykły sposób. Przybliżone te sposoby są tern bardziej w y
starczające, że zwykle dokładnie nie znamy, jak  wielką je s t 
spójność.
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E. M u r y  o p o r o w e .
XVIII. Stałość murów oporowych.

§. 196. Ogólne zasady.

AY §. 171. podaliśmy określenie m uru oporowego. Składa 
się on z w arstw  poziomych lub też pochyłych. Jeżeli w yzna
czymy siły, działające na każdą w arstw ę, t. j .  ciężar m uru 
i parcie ziemi, wynajdziem y środek ciśnienia czyli punkt za
czepienia wypadkowej, działającej na szew, a jeżeli środki 
ciśnienia wszystkich szwów połączymy, otrzymamy, ja k  wiemy, 
linią ciśnienia.

W arunki równowagi murów oporowych są te same, co 
sklepień, filax'ów i przyczółków, a więc w edług §. 131.

1 . Środek ciśnienia powinien leżeć w jądrze t. j. w średniej 
trzeciej części szwu, aby zapraw a nie pracowała na ciągnienie. 
P rzy  murach litych betonowych lub żelbetowych możepiy do
puścić pewne ciągnienie, linia ciśnienia może więc wyjść z jądra.

2. W ypadkowa powinna być odchyloną od prostopadłej 
na szew więcej, niż wynosi ką t tarcia.

3. Natężenie nie powinno przekraczać spółczynnika wy
trzymałości. Jeśli przyjm iem y stosowną pewność, to natężenie 
powinno być większem, niż dopuszczalne.

Jeżeli na m ur oporowy pionowy lub małoco pochylony 
działa tylko parcie ziemi i ciężar w łasny muru, to linia ciśnie
nia wpada u góry muru, gdzie parcie równe zeru, na oś i od
dala, się dla dolnych części m uru coraz bardziej od osi. Dlatego 
w zwykłych wypadkach wystarcza, gdy spraw"dzimy, czy te 
trzy  w arunki w ypełniają się dla podstaw y muru. AY w ypad
kach bardziej zawiłych potrzeba badanie rozciągnąć i do in 
nych szwów.

§. 197. Ogólne wyznaczenie grubości muru oporowego.

Jeżeli Z  je s t  parciem ziemi na m ur A B M L  (rys. 407) a C 
ciężarem tego muru, to dwie te  siły złożone dają wypadkową 
R, która przecina podstawę m uru A L  w punkcie G. Rozłóżmy 
wszystkie te trzy  siły na składowe równoległe i prostopadłe 
do AL, to otrzym am y siły Zu Z2, C\ , C.2! P  i T. Z  rysunku 
widzimy, że P = C 2+ Z 2 a T ^ Z ^  — Cu  dalej, że Ci =  C w s t /?, 
C2 — C dost §, Z*x =  Z  w st ■)/, Z t = Z  dost i] .
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Dalej widzimy, że v = n —90°, y = 9 0 °—v + ó', a w staw i
wszy wartość za v, otrzym am y y = 1 8 0 °—/.i + ó'. Dalej mamy 
77=180°— y albo 77=  180°—(180°—fiA -ó ')—fi—ó'.

"Wstawiwszy tę  w artość za 77, otrzym am y
i?, = -2T wst (¿w—ó'), Z2= Z  dost (77—ó‘), a więc 

P =  C dost p + Z  dost (fi— ó') 1
r - C w s t / S — ŹTwst l/i—<5')J’ ' ‘ ’ }

a Ł T  Gw st /? — Z w st (/«— <5')
a stąd st 9> - p  -  c - d o s t / S+^ dos t ^ — }

P rzy  obliczaniu murów 
podporowych przyjm ujem y 
takie wym iary ' m uruj aby 
środek ciśnienia podstaw y 
w padał na zewnęti’zny punkt 
jędrny. Przyjm ujem y to poło
żenie graniczne środka ciśnie
nia, ponieważ, chcąc go spro
wadzić bliżej środka cięż
kości podstawy, potrzebowa
libyśm y wiele więcej mate- 
ryału, a gdyby z jakichkol
wiek przyczyn środek ciśnie- 

Rys. 407. nia wyszedł naw et poza jądro,
to m ur jeszczeby się nie w y

wrócił, tylko szew otworzyłby się trochę. Robiąc to przypu
szczenie, mamy więc jeszcze 
dostateczną pewność.

Aby zatem  środek ciśnie
nia G nie wyszedł z jądra , 
nnisi być A G < %  A L  =  \ b .
Jeżeli Ą B = \ b  (rys. 408), to 
możemy ustaw ić następne 
rów nanie momentów ze wzglę
du na punk t A.

P Ą -b = C .A U + Z .A N ,  a 
nazwawszy A U — a, A N  —
= A P d o s td ' =  edost <5', o trzy
m am y:

J  R y s . 40.-.
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2 a. C + Z e  dosfc 6' 
T  p -----------

a C + Z c d o s t  ó '

C dost/ł-f Z dost (fi—<5') i93)
Rozumie się, że należałoby też zbadać punk t 3-ci, doty

czący natężenia, które obliczać należy wedle równania 616). 
W  razie, gdy punkt G wpada na punkt jędrny, mamy wedle 619)

^ = i o o F . ’ ' ' - - • •
jeżeli wszystko liczymy w kg  i cm. Również należy zbadać, 
czy ciśnienie w fundam encie nie je s t  za wielkiem.

§. 198. Analityczne wyznaczenie grubości muru dia szwów 
pochyłych.

Na podstawie równ. 798) wyznaczymy teraz w edług O t t a  
grubość b m uru o przekroju trapezowym.

Jeżeli przekrój m uru ma k szta łt trapezu A B M L  (rys. 409) 
to da się równ. 798) inaczej wyrazić.

Z rysunku otrzym am y C, ciężar 
m uru na długość równą jedności

C=yKA L + M B  h
S b - b - b A

i 795)2 2 
h =  6, s t/t

jeżeli y oznacza ciężar gatunkow y 
muru.

Chcąc wyznaczyć moment siły 
C ze względu na punkt A, rozłoży
my trapez na prostokąt G IIB M  i dwa 
tró jkąty , oznaczymy ciężar części 
składowych przekroju i rozłożymy 
każdy z nich na składowe równo
ległe i prostopadłe do podstaw y AL. 

W tedy otrzym am y moment ciężaru C ze względu na A

C a= C i " - lb i +  C2
b — bi — b2

+

- ( c z + c i o y - < V i r
Z rysunku widzimy, że

więc < V '= y ^ d p s t / |  Cx' = y ' ^ -  wst/S,
b j i
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O i^ y (b — wi ęc C2"*=y(b— b]—b2)hdosb(3,
C2' = y{b — b{ — 6j) A w s t/?,

f i  ^2 ^  ‘ f i  11 '̂2 ^  i  i r, f i  i 5-i ^^ : ~  7 > więc C / '  =  y 2 dost/?, C /  -  y ws.t 7 .

W staw iw szy te wartości 'w  poprzednie równanie, o trzy
mamy :

Ca ■-= y h . dost /? bi 1 -

-y h 1 wst/J ^

• (>  t ) | ] +

ó , + ó 2 k — b y — b 2
6

h dost B
=== y o

+ 2 )
—(ó2 +7i st/3) 6 -f — g------ (-•§-(&, -t-ó2)/ist/ł . 796)

"Wstawiwszy wartości za C i Ca w równ. 793), otrzymamy 

|  A dost § [62—(¿>2 +  h stfi)  b + ^ \  g — + |  (5, +b2)h s t p]+Że dost 6’

I- yh  (2 b— by —b2) dost (} + Z  dost (fi — ó').
Stąd otrzym am y wreszcie, uporządkowawszy równanie

według b :

ó2+  ¿̂>2 — 25, 4-3 Ast/?+
4Zdost(,u.—B') b = b2* - b i >+

yh  dost/?

+ * *  • • • 797)
a więc równanie drugiego stopnia, które w danym wypadku 
możemy łatw o rozwiązać.

Z równ. 797) otrzym am y dla poszczególnych wypadków
następuj ące w z ó ry :

1. Dla bi =  b2 (rys. 410) otrzym am y:
/  „ 4 Z d o s t( lu—óOb ^ [ - b i + 3 h s m + -  - J 6 =

. , , , „ 6 Ze dost ó' „
- « > ^ 0  +  y / td o s t |3 ................................. ,98)
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2. Dla b2 — 0 (rys. 411) o trzym am y: 
4 Z d o s t(/t—ó')

¿>2+  — 2 ó 1+ 3 A s t / ? +

+

y h dost /? 
6 Ze  dostd '

j  ——bi 2+ 2 ¿>j h st /3-f

799)y A dost /?
3. Dla bl =  0 (rys. 412) otrzymamy, zważywszy, że ¡.i— 90°,

62+  ( 62 +  3A st/3 - | | ^ ^ ) i , = 6 22 +  262A stl8 + ti5 ^ S i :  800)7 h dost /3
4. Dla bl =  b2 =  0, a więc dla przekrój u prostokątnego 

(rys. 413) m am y:
, 2 . (a  l  i. i 4 Z w s t d ' \  6Zedost(5' m

\ ^  yA di:s5 (l )  * yAdc-st ¿1” * ' ' 801>

§. 199. Analityczne wyznaczenie grubości murów dla szwów 
poziomych.

Jeżeli szwy m uru podporowego są poziome (rys. 414', to 
otrzym am y odnośne wzory dla przekroju trapezowego, w sta
wiwszy w równ. 797) /?=0, więc s t / J = 0, d o s t/3 = l. Mamy więc

6*+ (6,-1*, + iZ io s t( ,/t- i')
y h

802)
y h

f!\
Ą

f i \
< ! 

/ !  h \ \  j ̂ 'h

—> 1 i* / \ Y
l< V .

K  -  b--~ i)...... (**•»>

Rys. 414. Rys. 415. Rys. 410. Rys. 417. Rys. 418.

Z równania tego otrzym am y znowu w szczegółowych wy
padkach

1. Dla ó2= 0  (rys. 415):
6 Ze dost'. (  4 Z d o s t( / i—<J')\ , , ,

6 < + ( - 2 A , +  —   | , » +

2. Dla i ,  = 0  będzie fi—90° (rys. 416), więc
. ,  /  4 Z w st ó' 6 Ze dost d'

7 A

803)

804)
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3. Dla b i = b .1 (rys. 417) otrzym am y:
4 Z d o st (/ł—ó') \ GZedostd'

b 2-f ( - v 805)-
y h  /  y h

Dla b i = b 2 —  0 (rys. 418), a więc dla przekroju prosto-

kątnego będzie: b 2 4Zw st<5', 6 Ze do std ' 806)
y h  y h

Podobnie dadzą się ustaw ić wzory dla murów zakrzywio
nych lub wielobocznych, ale są one jeszcze zawilsze, więc je  
pomijamy. Obliczenia tego rodzaju należą do nauki o budo
wlach ziemnych. Obliczając grubości m uru zbiorników wody, 
tam  itd. m ożem y-zatrzym ać te  same wzory, w stawiwszy w nie- 
tylko dla wody ó ^ O . P rzy  wysokich takich m urach obliczenie 
należy przeprowadzić na innych zasadach. Omawianie tego za
gadnienia należy do budownictwa wodnego.

Dla przekonania się, czy drugi warunek równowagi je s t 
w ypełnionym , mianowicie czy (p<iQ, musimy jeszcze oblicz}^ 
s tep  w edług równ. 792). Gdyby k ą t cp był większym od kąta 
tarcia, to należałoby użyć albo szwów ukośnych, lub tóź po
grubić mur, a przez to powiększyć jego ciężar.

Przykład. M ar podporowy 4 m  wysoki podtrzym uje drogę, dla k tó
rej p=400 kg/m*. Niech będzie p=33°, 3 '= !  p == 2404.5'', y, =1 ,8  t/m 3, y,«=2,3 i/m3.

(rys. 419). N achylenie przedniej ściany je s t 1 : j . 
J a k  w ielka m a być szerokość m uru u podstaw y i.

N ajprzód wyznaczym y parcie ziemi Z. Dla 
p=33° je s t dot c= i|64j stp=0,646. W edług tab licy  
w  §. 176 m am y dla stj3=0 i s tp= 0 ,7  spółczynnik 
0,122, dla stp= 0 ,6 , 0,143, więc dla s t f =0,649 otrzy
mamy 0,131, zatem  P=0,131 1,8.42= 8 ,7 7 /. Dalej

mam y wedle 769 =  0,222, a  wedle 771):loOU

W reszcie wedle 774):

FE= t 4+3.0 ,222 4,666
"  ̂* A i O A OOO 3 ~\ = J l,05= l,4m .

6 ,=

4 +  2.0,222 3 4,444
Teraz przystąpim y do obliczenia grubości m uru. W edle założenia 

h 4 =0,8 m, więc wedle 804):

6j +  (o ,8 + 4 ’ 4,182̂ Ŝ ° — )&=0,8»+
6.4,18.1,4 dost24°45' 

2,3.4'
Dalej m am y w st24°45'=0,419, dost24°45 =0,908, co w staw iw szy,.

otrzym am y: _______
¿»+1,56 6=4,05, stąd  ó = — 0,78+ V0,782 + 4,05=1,38 m.
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•Zi0= l,3 8 —0,8=0,58. Gdyby b0 wypadło m niejsze, niż 0,4 w, należałoby 
;zo względu na w ykonanie przyjąć inne nachylenie ściany przedniej i po
w tórzyć rachunek dopóty, aż i #^ 0 ,4 m .  '

§. 200. Wykreślne wyznaczenie grubości muru oporowego.

Jeżeli mamy dany przekrój m uru A B M L  (rys. 420), to 
łatw o obliczymy ciężar C m uru na jednostkę długości w kie
runku prostopadłym  do rysunku. Parcie ziemi Z  i punk t za
czepienia E  wyznaczam y w znany sposób. Dwie te siły Z —Oa 
i C a b  składam y zapomocą wieloboku sił i otrzym ujem y w y
padkową R, przecinającą podstawę w punkcie G. Jeżeli, jak  
-tu, środek ciśnienia G leży w jądrze t. j. średniej trzeciej

części podstawy, to 
nietylko równowaga 
je s t zapewnioną, ale 
też cała podstawa 
pracuje na ciśnienie. 
Jeżeliby G wypadło 
poza punkt jęd rny  I, 
to w . punkcie A pow

stałoby ciągnienie, 
czego ze względu na 
m ałą wytrzymałość 
zapraw y na ciągnie
nie zwykłe nie chce
my dopuścić. Chcąc, 
aby koszta m uru były 
ja k  najm niejsze, a 
z drugiej strony, aby 
nigdzie m ur nie pra
cował na ciągnienie,Rys. 420.

będziemy się starali, ja k  przy analitycznem  obliczeniu, aby 
punkt G w ypadł na punkt jęd rny  I. "W naszym  w ypadku wy
padałoby -więc zmniejszyć grubość m uru. Przyjm my zatem 
teraz przekrój m uru m niejszy A B M { L t , przyczem  3 1  {L\\;ML, 
i powtórzmy całą konstrukcyą, to otrzym am y jako środek 
cienienia punkt (r, jeszcze w średniej trzeciej części podstawy. 
Zróbmy LI —IG  równe odstępowi środka ciśnienia G od punktu  

jędrnego, dalej L l s— / . ( ? ,=  odstępowd punktu  (?, od nowego



punktu j ędrnego / , ,  to gdybyśmy to dla kilku wypadków 
powtórzyli i połączyli wierzchołki rzędnych lin ią, to linia ta. 
byłaby w ogóle wprawdzie krzywa, lecz nie wiele różniłaby 
się od prostej ZZ, . Jeżeli więc prostą ZZ, przedłużym y do prze
cięcia się z podstawą A L  i poprowadzimy L1M.., to ABM.l L 1 
będzie w przybliżeniu przekrojem  muru, dla którego środek 
ciśnienia podstaw y wpada w punkt jędrny. Chcąc dokładniej 
wyznaczyć grubość muru, w yszukam y jeszcze dla tej grubości 
L., Z2 — /2 <?2 • Marny teraz trzy  punkty  linii krzyw ej, m o ż e m y -  

ją  w ykreślić, a punk t Z, przecięcia się jej z podstawą da szu
kaną szerokość podstawy.

Jeżeli górna szerokość m uru jes t dana, wtedy’’ przyjm u
jem y rozm aite położenia ściany’ ML, obracając ją  około punktu  

M  (rys. 421). Zam iast wyszukiwać każdą razą 
na nowo ciężar m uru i jego środek ciężkości, 
możemy do poprzednich sił dołączyć ciężar 
paska, który  dodajemy lub odejmujemy (wtedy 
ciężar ujem ny do góry działający7) i złożyć 
wr zAvyczajny sposób tę dodatkową siłę z po- 
przedniem R.

Są także inne sposoby-, prowadzące wprost 
(nie przez próbowanie) do wyznaczenia gru
bości muru, jak  np. metoda prof. B y  ch  t e r a  

(„Przegląd Techniczny“ 1877), C r u g n o l i  („E isenbahn“ 1882),. 
które jako  więcej zawiłe pomijamy, gdyż wyznaczenie gru
bości m uru według powyż
szej m etody je s t w praktyce 
dostatecznie dokładnem.

Jeżeli przekrój m uru 
je s t zawilszy, podcięty 

(rys. 422) lub ograniczony7 
liniam i krzywem i, to dzie
limy go na paski (w rys. 422), 
wyznaczam y dla każdego 
z nich wedle poprzedniego 
parcia ziemi na każdy pa
sek P , , P 2 i P 3 i ich punkty  
zaczepienia. W yznaczam y 
środki ciężkości pasków i cię-

j
M

n

i
l l 4l 2 f

Rys. 421.

K y s . 422.
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:żary icli Q , C2 i C3 i składam y siły po kolei zapomocą więlo- 
boku sił. P unk ty  przecięcia się wypadkowych na szew e,, ei i e3 
połączone dają linią ciśnienia, k tóra nie powinna wychodzić 
z średniej trzeciej części przekroju. W  tym  w ypadku linia 
ciśnienia wychodzi z średniej trzeciej części przekroju, więc 
należałoby obrać grubszy mur (dla wyrazistości rysunku linia 
•ciśnienia je s t  opuszczoną).

W yznaczając grubość m uru w ten  sposób, trzeba jeszcze 
zawsze wyznaczyć najw. ciśnienie w ze
wnętrznej krawędzi, które nie może być 
większem od dopuszczalnego.

Niektórzy inżynierowie dopuszczają 
otwarcia szwu przy m ur ach oporowych, 
a wtedy linia ciśnienia może wychodzić 
z jądra, a chodzi tylko o to, aby natęże
nie nie było za wielkiem.

Dla przyjętych grubości w podsta
wie AL, A L ,, A L 2 (rys. 428), wyznaczam y 
wypadkową B, a stąd najw iększe ciśnie
nie a, a,, a2 itd. W artości te  odnosimy 
w pionowych pod L, L ,, L, i h i o trzy
muj emy krzyw ą m n. Dla danego natę- 
tężenia dopuszczalnego J  wyznaczam y 
wtedy wykreślnie z łatwością grubość A L 0.

§. 201. Parcie geostatyczne przy wyznaczaniu grubości muru 
oporowego.

Dotychczas używaliśm y do wyznaczenia grubości m uru 
podporowego parcia geodynamicznego. O ile to tyczy prze
wrotu lub przesunięcia m uru, je s t  to usprawiedliwionem. J e 
żeli jednak  chcielibyśmy poznać natężenie w m urze podczas 
spokoju, to należałoby wyznaczyć parcie geostatyczne i na 
podstawie tego obliczyć natężenie w edług znanych prawideł.

A może się zdarzyć w ypadek, że przy  parciu geosta- 
tycznem  leży linia ciśnienia w e w n ą t r z  przekroju m uru, przy 
parciu geostatycznem  zaś z e w n ą t r z  przekroju. Ja k  w tedy 
utrzym uje się równowaga i jak ie  są w tedy natężenia?
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Ponieważ dla parcia geostatycznego wypadkowa przecina 
podstawę poza przekrojem  m uru, to m usiałby się m ur prze
wrócić. Ale skoro zacznie się rucli, w ystępuje całe tarcie na 
powierzchni m uru i musimy się liczyć tylko z mniej szem i ko
rzystniej działającem  parciem geodynamicznem, w skutek tego 
wypadkowa odchyli się o tyle, źe przecina podstawę wewnątrz 
przekroju. Buch więc m uru ustaje, ale tarcie, wywołane* tym  
ruchem /dz ia ła  dalej. "Widzimy zatem, że w takim  razie mo
żliw y jes t tylko bardzo m ały ruch, tylko otwarcie szwów, po
tem  panuje znów równowaga. Ale ja k  wytłóm aczym y sobie tę 
równowagę? Otóż musimy tu  znów przypomnąó, źe tarcie jes t 
tylko oporem, siłą b ierną, k tóra w stanie spoczynku działa 
tylko o tyle, o ile tego potrzeba do utrzym ania równowagi. 
A więc w ystąpi dla stanu równowagi tylko tyle tarcia, aby 
wypadkowa przechodziła przez zew nętrzną krawędź m uru, aby 

‘jeszcze równowaga była zachowaną. "W rzeczywistości nie może 
jednak  wypadkowa przechodzić przez samą krawędź, bo w tedy 
byłoby natężenie tam  nieskończenie wielkie. M usiałby się mur 
w tedy na kraw ędzi skruszyć, a wypadkowa przesunie się od 
kraw ędzi na wew nątrz o 2 do 5 cm.

Z powyższego widzimy, źe m ur podporowy, obliczony 
według parcia geodynamicznego (dawnej teoryi) w ten  sposób, 
aby linia ciśnienia nie wychodziła z ją d ra , nie 'wywróci się 
naw et w tym  wypadku, jeżeliby linia ciśnienia geostatyczna 
wychodziła z przekroju, Z drugiej strony będzie w stanie spo
czynku w murze, obliczonym w edług dawnej metody, linia 
ciśnienia wychodzić często poza jądro, w skutek czego w ystąpi 
ciągnienie, a z powodu małej wytrzym ałości zapraw y na cią
gnienie, otwarcie szwu i bardzo m ały ruch muru.

T a m  w i ę c ,  g d z i e  t a k i  m a ł y  r u c h  m u r u  i o t w a r 
c i e  s z w ó w  n i e  j e s t  s z k o d l i w e m ,  więc zwykle przy  mu- 
rach podporowych, m o ż e m y  u ż y w a ć  b e z  o b a w y  d a w n e j  
t e o r y i  p a r c i a  z i e m i ,  ja k  to zresztą prak tyka nas uczy, 
jeżeli tylko m ateryał je s t  dość wytrzym ały. P r z y  p r z y c z ó ł 
k a c h  j e d n a k  m o s t ó w  s k l e p i o n y c h  i w  o g ó l e  w s z ę 
d z i e  t a m ,  g d z i e  n i e  m o ż e m y  d o p u ś c i ć  ż a d n e g o  n a 
w e t  m a ł e g o  r u c h u ,  n a l e ż a ł o b y  u w z g l ę d n i ć  p a r c i e  
g e o s t a t y c z n e .  P rzy  niskich przyczółkach, gdzie przeważa 
parcie sklepienia, je s t  parcie geostatycznie korzystniejsze od
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geodynamicznego. Przeciwnie przy wysokich przyczółkach, gdzie 
przeważa parcie ziemi, a linia ciśnienia zwraca się ku wew nętrz
nej stronie (kir osi mostu), tam  działa pańcie geostatyczne nie
korzystniej i należałoby je  koniecznie uwzględnić, bo w takim 
razie naw et m ały ruch jDrzyczółka może spowodować pęknięcie 
sklepienia. W  praktyce jednak  takich przyczółków unikamy.

§. 202. Mury oporowe z przyporami.

Czasem robimy m ury oporowe z przyporam i (n. Strebe- 
pfeiler, fr. contrefort, an. counterfort, r. KOiiTpo^opc) (rys. 424). 
AVtedy obliczamy parcie nie na 1 »z bieżący, lecz na długość a

i c. Parcie Pc działa w tedy w po
wierzchni mn, parcie Pa w pr. Parcia 
te  składam y z ciężarami Ca i G:, za
czepiającym i w środku ciężkości prze-' 
kroju fffPiP ' fgm ,m . AYypadkowa R  
przecina podstawę w e, k tóry to 
punkt nie powinien wychodzić poza 
punkt jędrny. P unk t ten  nie będzie 
leżał tu ta j w 1/s grubości. Trzeba go 
osobno wyznaczyć. ; ^

Co do grubości g, to na dłu
gości a działa siła Pa. Składowa po
zioma tej siły H a, równo rozdzielona 
na st czyli na jednostkę II, wywo
łu je  w tej części m uru natężenia 
zginające. Mamy przytem  w przy
bliżeniu, zważywszy, że siła I I  nie 
rozdziela się równo na przekrój pio
nowy, lecz działając w jednej trze
ciej wysokości, wywołuje 2 razy tak  j

JłCL1 -—i
wielkie natężenie, niż gdyby działała w środku, 2 — =  -g—r, 

a « =  2 g\^  807)

iu b  » - t V W  .808> T
% oznacza tu  dodatkowe natężenie w skutek wypadkowej R. i

\
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Dlatego przyjm ujem y zwykle x bardzo małe, r  =  l  do 
1,5 Jcgjcm2*).

Aby uniknąć natężeń na zginanie w m urze między przy
poram i, używ ają zam iast m uru płaskiego sklepień (rys. 425).

Tu także podwójną siłę H  uważać należy za 
obciążenie sklepienia i wyznaczyć linią ciśnie
nia, a osobno badać równowagę filarów między 
sklepieniami.

§. 203. Korzystny przekrój muru oporowego.

Chcąc wyznaczyć najkorzystniejszy prze
krój m uru podporowego, musimy zważać na j
przód na oszczędność m ate ry a łu , potem na 
wielkość wykopu i na inne względy.

Pod względem oszczędności m ateryału  są 
leżące m ury najlepsze i to tern korzystniejsze, 
im m niejszy ką t a. Gdy a = ę , a naw et nieco 
większy (§. 160), ziemia u trzym uje się sama, 
m uru wtedy wcale nie potrzeba.

Z drugiej strony im  m niejszy ką t a, tern 
większy je s t wykop, k tóry  także kosztuje, 

a w łaśnie dla zmniejszenia wykopir i aby wykop nie sięgał za 
daleko na stromych stokach lub w miejscach zabudowanych, 
używam y bardzo często murów podporowych. Czasem chodzi 
nam  o to, aby przystęp był łatw iejszy, np. przy bulwarach, 
w tedy budujem y m ur w ew nątrz pionowy, zew nątrz trochę po- 
chyły.

Dobry przekrój m uru powinien być dalej taki, aby pe
wność była w całej wysokości jednakow a. To jednak  nie da 
się osiągnąć, gdyż dla wierzchu m uru ciśnienie je s t  równem 
zeru, teoretycznie więc grubość m uru powinnaby być na 
wierzchu równą zeru i w zrastać wraz z ciśnieniem, a więc, 
jeżeli naziom je s t  płaskim, przekrój powinien mieć ksz ta łt 
A B L  (rys. 426). Ze względów praktycznych nie możemy jednak  
budować takich murów, bo pominąwszy, że oprócz parcia ziemi

*) In n y  dokładniejszy sposób obliczenia podaje H a e s e l e r  w H and
buch der Ingenieurwissenschaft ]. t. 2. Oddział' s tr. 297.

B,ys. 425.

Statyka. 33
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mogą działać i siły przypadkowe, lecz także wpływ powietrza 
działa szkodliwie na m ur i zmniejsza jego przekrój, a wpływ 

ten je s t najw iększym  na wierzchu m ura. Sze
rokość wierzchu m uru B M — b' przyjm ujem y 
więc zwykle

dla murów kam iennych b' > 0 ,5  m  
„ „ ceglanych b' < 0 ,45  m

Ponieważ, ja k  wiadomo, najkorzystniejszy 
jes t k sz ta łt przekroju budowli murowanej, gdy 
linia ciśnienia spada z osią, więc gdy chcemy 
się do tego praw idła zastosować, należy prze

dnią powierzchnię m uru M L  nachylić, albo co lepiej jeszcze, 
użyć m uru o przekroju podciętym (rys. 422). Oszczędność ma- 
teryału  może wynieść w stosunku do przekroju prostokątnego 
do 35°/o- O korzyściach tego rodzaju przekrojów murów opo
rowych trak tu je  zresztą nauka o budowlach ziemnych i budo
wie mostów, do których czytelników odsyłamy.

§. 204. Parcie ziemi na przyczółek.

Jeżeli oprócz parcia ziemi działa na m ur inna siła ukośna, 
np. parcie sklepienia, w tedy linia ciśnienia wyjść może z jąd ra  
niekoniecznie w podstawie, lecz w którym kolwiek innym  szwie, 
dlatego zwykle wykreślam y w tedy całą linią ciśnienia, aby 
osądzić, czy w m urze takim  nie w ystąpi ciągnienie.

Rys. 427 przedstaw ia tak i przypadek. Je s t to przyczółek 
sklepienia, na które działa parcie ziemi. W  znany nam  z po
przednich rozdziałów sposób wykreślam y linią ciśnienia w skle
pieniu i otrzym ujem y parcie R  ukośne sklepienia na mur, 
przechodzące przez środek szwu w węzgłowiu. W  znany również 
sposób wyznaczam y parcie P , , P 2, P :i, P 4 na w arstw y m uru 
i ich punkty  zaczepienia, jako  też ciężary warstw . Parcie ziemi 
na N U  jest, ja k  wiadomo, pionowe i równe ciężarowi ziemi, 
nad N U  leżącej, k tóry  to ciężar składam y razem  z ciężarem 
m uru nad rs i otrzym uj emy C- . Sity te  składam y j ednę po 
drugiej za pomocą wieloboku sił w zw ykły sposób. A więc 
przedłużam y R  aż do przecięcia się z {7, w punkcie a  i kre
ślimy wypadkową ab H O 6, dalej bcjj C7. Przedłużyw szy bc do
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przecięcia z rs w punkcie E i , otrzym ujem y punkt linii ci
śnienia. W ypadkową 0 7  składam y teraz z C7, robimy więc 
cdjjO  8 , df / l  O 9. Przecięcie się tej prostej z drugim szwem 
w E 2 daje nam  następny punkt linii ciśnienia. 0 9  składam y 
teraz z Cs i P 3, a więc robimy najprzód fg  // 0 10, potem 
<7^ 3/ / 0 1 1 . Przecięcie się g E 3 z podstaw ą daje nam środek 
ciśnienia podstawy. L inia ciśnienia je s t  linią, łączącą środki 
ciśnień na pojedyncze szwy, a więc eE i E lE i (na rysunku dla 
wyrazistości opuszczona).

W  tym  w ypadku widzimy, że linia ciśnienia nie wycho
dzi wcale z jąd ra  w podstawie, a naw et leży za blisko środka 
podstawy, potrzebaby więc zm niejszyć przekrój m uru i powtó
rzyć konstrukcyą raz jeszcze, aby się przekonać, czy mur nie 
pracuje na ciągnienie.

Jeżeli parcie ziemi je s t  stosunkowo większem, a więc przy 
wysokich przyczółkach, zdarza się często, że linia ciśnienia 
w środku wysokości zbliża się do ojędrnej zewnętrznej, potem zaś 
zwraca się na wew nątrz i zbliża się do ojędrnej wewnętrznej.

Eys. 427.
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2 wyd. 1898.
L a u e n s t e i n  B .: Die graphische Statik. S tu ttg a rt 1—4 wyd. 

1890-1898, 8 wyd. 1904.
K e c k  W .: Vorträge über graphische Sta tik. Hannow er 1894.
K n p u u n e n :  OcHOBauia rpac|>uu,ecKoii CTaruKii. K ijów 1902.
E v e r d i n g  Gr.: Lehrbuch der Graphostatilc. 1906.
H u b e r  Dr.  Ma k s . :  S tatyka w ykreślna. Lwów 1909.
W e h n e r t  E r n . :  Einführung in  die Festigkeitslehre 1910.
S c h u r  F r . :  Vorlesungen über graphische Statik. 1915.
P o p ł a w s k i :  S tatyka wykreślna. W arszaw a. 1917.

3. Teorya belek, sprężystość i wytrzymałość.

R e b h a n n :  Theorie der Holz- u. Eisenkonstruktion. W iedeń 1856.
M o r i ń  A .: Resistance des matériaur. Paryż 1857.
C l a p e y r o n : Calcul d ’unc poutre élaslique, rćposant librement 

sur des appuis inćgalement eSpecćs. 1857.
S c h e f f l e r  H .: Theorie der Festigkeit gegen das Zerknicken. 

Brunszwik 1858.
G r a s h o f :  Festigkeitslehre. Berlin 1866.
W i n k l e r  E .: Lehre von der Elastizität und  Festigkeit. P raga 

1867.
M o h r :  Beitrag zur Theorie der Holz- und  ETenconstructionen, 

Zeit, der Arch. oder Ing. Ver. zu Hannover 1868.
R i t t e r  A.: Theorie und  Berechnung der eisernen Dach- und  

Brückenconstructioncn. 1870, 3 wyd. 1873.
W ü h l e r :  Die Festigkeitsversuche m it Eisen und  Stahl. Berlin 

1870.
O o r d i e r  E .: Equilibre stable des charpentes. Paryż. 1872.
W i n k l e r  E .: Vorträge über Brückenbau■ 1875.
S p a n g e n b e r g :  Ueber das Verhalten der Metalle bei wieder

holten Anstrengungen. Berlin 1875.
T e t m a j e r :  Die äussere?i und  inneren Kräfte an st. bestimmten 

Constructionen. Zurych 1875.
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H u l e w i c z :  Obliczenie wytrzym ałości belek wielo przęsło wy eh. 
Paryż 1876.

K l u g e r :  W ykład wytrzym ałości materyałów. Paryż 1876.
W e y  r a u c h  J . : Festigkeit und Dimensionenberechnung der

Eisen und Stahlkonstruktionen. Lipsk 1876.
B a u s c h i n g e r :  M ittheilungen aus dem mech. technischen L a

boratorium der k. k. Hochschule in München, zeszyt I. 1877.
W i n k l e r  E .: Wahl der zulässigen Inanspruchnahme der Eisen- 

construction. W ieden 1877.
W i n k l e r  E .: Versuche üb ei' die Knickfestigkeit eiserner Säulen. 

Civiling. 1878.
A b a k a n o w i c z :  In tegrato r, krzyw a całkowa i jej zastosowa

nie. W arszaw a 1880, 2 wyd. Paryż 1886.
B u r r :  A course on the stresses in  bridge and roof trusses. 

Nowy York 1880.
P  o e p p 1 : Theorie des Fachwerks. Lipsk 1880.
W e h a g e :  Spannungen in  verbogenen Körpern. Civiling 1880.
H u l e w i c z :  Calcul de résistance des poutres droites à plusieurs 

travées. Ann. d. jionts et chaus. 1882.
W i t t m a n n :  S ta tik  der Ilochbauconstructionen I I  Holzcon- 

structionen. Mnichów 1882.
R i t t e r  W .: Die elastische Linie und ihre Anwendung a u f den 

continuirlichen Balken. Zurych 1883.
J a y  d u  B o i s :  The strains in framed structures. Nowy York 

1883.
W i t t m a n n :  Sta tik  der Ilochbauconstructionen III. Eisencon- 

struction. Mnichów 1884, 2. wyd. 1893.
D w e l s h a v e r s - D e r y :  Principes de la résistance des matériaux. 

Leodyum 1884.
T e t m a j e r  L. : M ittheilungen der A nsta lt zur Prüfung der B au

materialien. Zurych 1884—1901.
O b r ę b o w i c z p O  wytrzym ałości na wyboczenie. Rocznik A ka

demii Umiejętności. Kraków 1885.
V i g r e u x L. : Traité théorique et pratique de la résistances des 

matériaux. Paryż 1885.
M ü l l e r -  B r e s l a u :  Die neuere Methoden der Festigkeitslehre. 

L ipsk 1886, 3 wyd. 1904, 4 wyd. 1913.
B r u n e :  Cours de construction. Résistance des matériaux. Paryż 

1888.
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S m i t h  R. :  Stress diagrams o f solid structures. 1889.
B a c h :  Elasticität und  Festigkeit. Berlin 1889—1890, 2 wyd. 

1894.
R i t t e r  W .: Das Fachwerk. Zurych 1890.
M i c e a u  e t  P e t i t :  Congrès international des procèdes de con

struction. Paryż 1891.
M a d a m e t  A .: Résistance des matériaux. Paryż 1891.
K e c k  W .: Vorträge über Elastizitäts-Lehre, Hannow er 1902—3.
H a r  t  i g : Vergleichende Versuche über die Festigkeitseigenschaf

ten metallener Gliederkette. Civilingen. 1892.
R é s a l  J e a n :  Construction métalliques, élasticité et résistance 

des matériau t , fonte, fer et acier. Paryż 1892.
J a s i ń s k i  F . S.: Opiat razwytia teoriy prodalnaho izhyba. 

Petersburg 1893; to samo po francusku 1894 i po pol
sku 1895.

F i d l e r  T.  C l a x t o n :  A practical treatise on bridge construc
tion. Londyn 1893.

B o v e y  H e n r y :  Theory o f structures and strength o f mater ials 
Nowy York 1893.

T e t m a j e r :  Gesetze der Knickfestigkeit der technisch wichtigsten 
Materialien. Zurych 1896 ■ 2 wyd. 1901.

D e c h  a m p s :  Les principes de la constructions des charpentes 
métalliques. Leodyum 2 wyd. 1898.

P 1 a n  a t  : Recherches sur la théorie des ciments armés. Paryż 1898.
H u b e r  Dr. M. T .: O wytrzym ałości słupów .Przeg. Tech. W ar

szawa 1907.
G e s t e s s y  T h .: Die Festigkeits-Berechnung der eisernen Trä

ger. Halle 1908.
B r y ł a  Dr. S t.: Obliczenie kopuł płaszczowych. Lwów 1910.
U l k o w s k i  F r . : Tablica w ykreślna dźwigarów walcowanych 

i belek drew nianych. Rzeszów-Lwów 1910.
M u r d o c k  H. E .: Strength o f materials Nowy York 1911.

4. Teorya sklepień.

C a r v a l l o :  Etude sur la stabilité du voûtes Paryż 1853.
S c h e f f l e r :  Theorie der Gewölbe, Futtermauern und  eise/'nen 

Brücken. Brunszwik 1875.
S c h w e d l e r :  Zur Theorie der Gewölbe. Zeitschrift für B au

wesen. Berlin 1859.
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F a b r é :  Theorie des voûtes élastiques et dilatables. P arj7ż. 1859.
H a g e n :  Form und Stärke gewölbter Bögen. 1862.
H  a r i a c h  e r :  Stützlinie im  Gewölbe. Technische B lätter. P ra g a  

1870.
D u p u i t  : Traité d ’ équilibre des voûtes et de la construction 

des ponts en maçonnerie. 1870.
H e i n z  e r l i n g :  Theorie, Construction und  statische Berechnung 

de>' Brückengewölbe. Allgem. Bauzeitung. 1872.
C h r z a n o w s k i  T .: Teorya sklepień. "Warszawa 1877.
S z y s t o w s k i :  Nowy sposób kreślenia krzywej ciśnienia. Pa- 

l-jż 1877.
W i t t m a n n :  Sta tik  der Ilochbauconstrùction. I. Theil. Praga 

1879.
W i n k l e r  E .: lieber die Lage der Stützlinie im  Gewölbe. Deut

sche Bauzeitung. 1879.
F  o e p p 1 : Theorie der Gewölbe. Lipsk 1880.
R i t t e r  F r .:  Zur Theorie der Gewölbe etc. A llg. Bauzeit. 1881.
G r o e g e r  J . : Die S ta tik  der Tunnelgewölbe im  druckreichen 

Gebirge. P raga  1881.
P e r r o d i l :  Arc d ’expérience en maçonnerie An. d. ponts et 

chaus. 1882.
B a r k  h a n s e  n :  Druckvertheilung im  rechteckigen Mauer quer- 

schnitt, Z. des hann. Ing. und  Arch. Verh. 1883.
R y t i f :  Beitrag zur S ta tik  der Gewölbe. M itth. der Arch. und  

Ing. Ver. Böhmen. 1884.
O b r ę b o w i c z :  Oznaczenie naprężeń, wywołanych działaniem  

sił prostopadłych do przekroju. Przegląd Techn. 1884.
A u t e n r i e t h  E .: Die s ta t  ische Berechnung der Kuppelgewölbe 

Berlin 1894.
T o l k m i t t  G .: Leitfaden für das Entwerfen und die Berechnung 

gewölbter Brücken. Berlin 1895.
■O a i n W . : Theory o f steel coscrete arches and of vaultcd struc

tures, 2 wyd. Nowy York 1902.
W e y r a u c h :  Elastische Bogenträger. 1911.
Y e t  u l a n i :  W yznaczenie natężeń normalnych w łukach pła

skich. Lwów 1911.
K ö g i e r :  Vereinfachte Berechnung eingespannter Gewölbe. 1913.
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5. Budowle ziemne i mury oporowe.

Anc i e :  Nouvelles expcriénces sur la poussée des terres. Paryż 
1849.

R e b h a n n :  Theorie des Erddruclccs und der Futtermauern. 
W iedeń 1871.

M o h r :  Beitrag zur Theorie des Erddruckes. Zeits. der hann.
Ing. und  Arch. Ver. 1871.

W i n k l e r  E :  Neue Theorie des Erddruckes. AViedeń 1872. 
C h r z a n o w s k i  T.: W yznaczenie grubości ścian m urowanych 

podtrzym ujących nasypy. W arszawa 1876.
W i t t m a n n :  S ta tik  der Ilochbauconstructionen I. Theil. 1879. 
W e y r a u c h :  Theorie des Erddruckes. W iedeń 1881. 
D u b o s q u e :  Murs de soutènement et ponts en maçonnerie. Pa 

ryż 1881.
B a k e r  B .: The actual latéral pressure o f earthwork. Nowy 

York 1881.
F o r c h h e i m e r :  Erddruckversuche. Zeits. der öster. Ing. und  

Arch. Ve?-. 1882-1883.
G o b i n : Détermination précise de la stabilité des murs, de soutène

ment. Paryż 1884.
F l a m a n t :  La poussée des terres. Ann. des pont, et chaus. 1883. 
T h u l l i e :  Einige Bemerkungen über die ältere Erddrucktheorie.

Wochens. des öster. Ing. und. Arch. Verein. 1884. 
S k i b i ń s k i :  Parcie ziemi na podstawie nowych doświadczeń.

Czasop. Techn. i Zeits. des öster. Ing. und  Arch. Ver. 1885. 
T h u l l i e :  Doświadczenia Gobina w kw estyi parcia ziemi.

Czasop. Techn. i Wochenbl. für Baukunde. 1885.
K a v e n  A. v .: Anwendungen der Theorie der Böschungen. 

L ipsk 1885.
L e y g u e  M. L .: Poussée des terres. Ann. d. pont et chaus. 1885. 
H ä s e l e r  E .: S tü tz und  Futtermauern. Handb. d. Ing. I. tom ’ 

ü .  oddz. 3 wyd. Lipsk 1907.
S k i b i ń s k i :  TJeber Stützm auer quer schnitte. W iedeń .1893. 
R é s a l  J .:  Poussée des terres, stabilité des murs de soutène

ment. Paryż 1903.
M ü l l e r  B r e s l a u :  Erddruck a u f Stützmauer. S tu tgart. 1906. 
S k i b i ń s k i :  Das Gleichgewicht des rolligen Materiales. W iedeń 

Wochen f. d. öffent. Baudienst. 1917.
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II.  D O D A T E K .

T a b l i c e  o b c i ą ż e ń  s t r o p ó w .

I. Ciężar stropów i obciążenia
wećlle rozporządzenia policyi budowniczej w B erlinie z r. 1887.

ciężar w łasny zupełny 
kg/m'1

Strop belkowy w domach mieszkalnych  ................... 250 500
„ „ we fabrykach  i m agazynach . . . .  250 750
„ a w spichrzach na z b o ż e ..............................— 850—1000
„ sklepiony z kam ieni porow atych w budynkach

m ie sz k a ln y c h .............................................................. 850 600
„ sklepiony we fa b ry k a c h   - 1000
„ „ pod przejazdam i i podwórzam i . . — 1250
„ z blachy f a l i s t e j ................................................  — 500—1000

Schody s k le p io n e .................................................................   500 1000

2. Ciężar własny stropów
wedle Melana.

U s t r ó j  s t r o p u :  Ciężar
w kyjm 1

1. Strop belkowy z podłogą w prost przybitą  z dołu, opierzony,
z trzcinow aniem  i w y p ra w ą .............................................................. 110

2. Strop taki, ale z w staw ioną w arstw ą desek zakładanych na 
listw ach i 8 cm n a d s y p k ą .........................................  210

3. Zw ykły strop belkowy z pow alą zak ładaną z sufitem, 10 cm- 
nadsypką, podłogą ślepą i posadzką d eszc zu łk o w ą ................. 250

4. Strop zbity  z belek w przecięciu 24 cm wysokich z sufitem,
10 cm nadsypką i leżącym brukiem  ceglanym z 4 cm p ły tam i 
s tn m h o w e m i........................................................................................... 830

5. Strop z belek żelaznych, zresztą jak  3, bez b e l e k ................. 230
6. „ sklepiony między dźw igaram i żelaznym i 15 cm gruby,

z cegieł, z w ypraw ą, nadsypką w kluczu 8 cm grubą i podłogą 
drew nianą przy odstępie dźw igarów  do l ’5m bez dźw igarów  450

7. Strop, ale przy odstępie dźw igarów  do 3 0  m . . . . . . .  500
8. Sklepienie płaskie, sklepienie wedle układu Demskiego, Hönela,

Ludw iga, Schneidra, Scliolera, W ehlera i i., zresztą jak  6, średnio 470
9. Strop K leina z cegłą porow atą, z zapraw ą cem entową i w kład

kam i żelaznemi z 4 cm w arstw a zapraw y cementowej, zresztą
ja k  6 ...................................................... .  ..........................................' 370

10. Sklepienie betonowe w kluczu 8 cm gr., strza łka  15 do 20 cm 
nadsypka 6 cm nad  kluczem, zresztą ja k  6 .................................  3S0

11. Sklepienie takie, ale z wypełnieniem  z lekkiego betonu nad skle
pieniem  aż do 2 cm nad kluczem z 2 cm gr. polepą cem entow ą 330-
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Ciężar 
w kg/m*

12. Sklepienie M oniera, w  kluczu 5 cm gr. odstęp dźw igarów  do
3 m, zresztą ja k  1 0 ..............................................................................  340

13. D tto, ale z podłogą ja k  1 1 ..............................................................  300
14. Strop z blachy falistej, z wypełnieniem  betonem poza łukiem 

w  kluczu 8 cm gr. i polepą cementową, odstęp 'dźwigarów do
3 im, bez w ypraw y sufitu i bez d ź w i g a r ó w ............................  250

3. Ciężary i obciążenia
wedle tow. austr. inż. i arch. w W iedniu.

a) C i ę ż a r  w ł a s n y  s t r o p ó w .
z cięż dźwig, bez dźwig. 

kgjm 2
1. Zw ykły strop belkowy z nadsypką 10 cm, z pod

łogą, trzcinow aniem  i w ypraw ą pow ały . . . .  250
2 . Zw ykły strop zbity  z nadsypką 10 cm, zresztą

ja k  pod 1. .  .................................................................  340
3. Zw ykły strop zbity  z nadsypką 8 cm, trzcinow a

niem i w ypraw ą, posadzką z leżącego bruku ce
glanego łub z p ły t k a m ie n n y c h ....................  360

4. Strop belkowy między dźw igaram i, zresztą jak
pod 1. .  ..............................................................’ . . 260 210

5. Sklepienie ceglane 15 cm grube między dźw iga
ram i z nadsypką 8 cm w  kluczu, trzcinow aniem , 
posadzką i dźw igaram i:

aj przy odstępie dźw igarów  do 1,4 . . . .  480 450
b) „ „ „ 1,4 m do 3m . 550 620

•6. P roste sklepienia, aż do odstępu dźw igarów  1.5 
z cegieł w raz z nadsypką, trzcinow aniem  i pod
łogą układu Scholera, wys. ustr. 35 cm . . . .  670 530

„ Demskiego, Hom la, Ludw iga, Schnei- 
dra, W ehlera, Seidla, wys. ustr. 32 cm . . 450 420

7. Sklepienie betonowe z w ypraw ą, z nadsypką 6 cm 
i podłogą:
a) 7,5 cm gr. 11,5 cm strzałka , wys. ust. 30 cm . 370 350
b) 8,5 cm gr. 20,5 cm strza łka , wys. ustr. 40 m . . 430 410

■8. Sklepienie betonowe z w ypełnieniem  betonowem
i 6 cm g rab ą  betonową podłogą nad kluczem:
a) 7,5 cm gr. 16,5 cm s trza łk a  wys. u str. 30 cm . 460 440
b) 8,5 cm „ 25,5 cm „ ,, „ ■ 40 m . . 550. 530

O. Sklepienie M oniera:
aj 5 cm gruba 25 cm strzałka, wys. ustr. 40 cm 

z w ypraw ą, nadsypką 5 cm w kluczu i podłogą 
d r e w n ia n a .......................................................  360 340
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z cięż. dźwig, bez dźwiga 
kg/m 1

!•) 5 cm gr. 43 cm strzałka, wys. ustr. 50 cm z po
sadzką cem entową 2 cm i w ypełnieniem  pa
chwin żużlowym b e to n em .....................................  450 430

10. Proste p ły ty  M oniera z podłogą drew nianą, w y
praw ą i nadsypką, gr. p ły t 5 cm z wybetonowa
niem głów ki dźw igara .  .....................................  440 420

11. Sklepienie z blachy falistej m iędzy żelaznym i dźwi
garam i z podłogą i nadsypką, jednak  bez w ypraw y :
a) do odstępu dźw igarów  2 m przy nadsypce 10 m

nad szczytem * )   250 235
b) do odstępu 3 m  przy nadsypce 6 cm nad  szczytem 2S0 2G5

b) C i ę ż a r  z m i e n n y .
N azwa obciążonej ubikacyi wA^/m3'

Zw ykły strych   ..................................................................................  i 50
Zw ykłe m ie sz k a n ie ......................................................................................  250
S z k o ły .........................-..................................................................................... 300
Schody, ganki, sale koncertowe i balowe, gim nastyczne i dla

szerm ierki, dla zgromadzeń ..................................... .... 400
K ancelarye, pracownie, m agazyny na p i ą t r a c h ...............................  460
D tto w  p a r t e r z e ........................................................................................... 650
Kom órki na siano i  s i e c z k ę .................................................    400
Lodownie na w arstw ę lodu l m ....................................................  760-

4. Ciężary stropów i obciążenia
wedle rozp. prusk. m in isterstw a robót publicznych z r. 1910.

a) S t r o p y  d r e w n i a n e :  fcp/m3
Odstęp belek od środka do środka 1 m, grubość 24 . 26 cm.

1. Strop belkowy w ałkow y płaski, w arstw a gliny  10 cm g ruba . 230
2. D tto tylko z podłogą 3,5 cm g r..................................................... 70-
3. D tto z pow ałą zak ładaną 3 cm gr. i w arstw ą gliny  10 cm . . 21&
4. D tto z polepą zw ykłą, w ypełnieniem  g liną do dolnej kraw ę

dzi podłogi 11 «a gr. i podłogą 3,5 cm g r .................................  220
5. D tto ale zam iast podłogi z polepą gipsow ą lub g lin ianą 5 do

7 cm g r.................... ...................................................................................... 3 ID
6. D tto jak  4, lecz oprócz tego z sufitem 2 cm gr., trzcinow aniem

i w ypraw ą .  ..................................................................................  . ‘-'50-
7. D tto  ja k  5, lecz oprócz tego z sufitem 2 cm, z trzcinow aniem

i w ypraw ą  .....................................................................................  340
8. D tto z polepą pełną , także u dołu okryty  g liną  do dolnej ki-a- 

wędzi belek, podłoga 3,5 cm g r ..................................................... 360

*) Na każdy centym eter większej nadsypki zwiększa się ciężar o 14
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b} S t r o p y  s k l e p i o n e  m i ę d z y  d ź w i g a r a m i
stosunek strza łk i ł/8, ciężar bez dźwigarów. * kgjm1

•9. Sklepienie lęczaste do 2m  rozp. przy w yrów naniu popiołem
koksowym i podłogą d r e w n ia n ą .....................................................   370

9 a D tto przy w yrów naniu  piaskiem  zam iast popiołem (
9 b aż do górnej pow ierzchni legarów  I

popiołem koksowym . .  ............................   440
9c piaskiem   ............................................................................................... 560

10. D tto ja k  9, dla l od 2 do 2,5 m ...................................................  400
10« przy w yrów naniu piaskiem  | ^
10 ó aż do powierzchni górnej legarów  I

p o p io łe m ..................................................................................................  470
10 c p i a s k i e m .........................................................................   630
11 *) D tto jak  9, jednak  z cegły d z iu rk o w a n e j.................................  290
12. D tto ja k  10, „ „ ,,   320
13. D tto  „ 9, ,, „ porowatej ..............................  250
14. D tto „ 10, „ „ . „ . . . . . . . . . .  280
15. Sklepienie betonowe aż do 1,5 w. rozp., zresztą ja k  9 . . . . 320

c) P ł a s k i e  s t r o p y  p e ł n e .
Ciężar należy w każdym  w ypadku wyznacźyć. P rz y k ład y :

16. Strop płaski żelbetowy Moniera, p ły ta  6 cm, przy w yrów na
niu popiołem koksowym z podłogą d r e w n ia n ą ......................... 290

16a D tto przy w yrów naniu p i a s k i e m .................................................. 420
165 „ za każdy centym, większej grubości p ł y t y . 25
17. Strop płaski żelbetowy Koenena, p ły ta  10 cm ..............  4?0
18. „ „ ceglany K leina z cegieł porow atych, nadsypką

z popiołu, podłogą d r e w n ia n ą ................................   250

d) O b c i ą ż e n i e  u ż y t k o w e .
Rodzaj u b ik acy j:

1. M ieszkania, m ałe urzędy, bez obciążenia a k t a m i .......................  250
2. Sale zgromadzeń, szkoły, sale gim nastyczne, domy towarowe, 

fabryki, (jeżeli szczególne okoliczności nie w ym agają przy
jęcia w iększych o b c i ą ż e ń ) .................................................................. 500

3. P rzejazdy lub podwórza, po k tórych się j e ź d z i ......................... 800
4. S c h o d y .......................................................................................................  500
5. M agazyny wedle ciężaru tow aru  i wysokości jego.

Dla szaf z aktam i, bibliotek, archiw ów  należy przyjąć ra 
zem z pustem  miejscem n a  m | 500 kg.

6. S t r y c h y .......................................................................................................  125

s) Powiększenie ciężaru w ynosi przy w yrów naniu piaskiem  zam iast 
popiołem przy cegłach dziurkow anych 50, pełnych 90, betonie 70 kg/m 7. 
P rzy  w yrów naniu aż do górnej powierzchni legarów  popiołem 65, pias
kiem 140 kg/m-.
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5. Rozporządzenie austr. ministr. dla budowli żelbetowych
z r. 1911 przypisuje w §. 8. ciężar użyteczny.

0. Jako  ciężar użyteczny należy przyjąć następne w artości w kg  h a  m 7:
dla zw ykłych s try c h ó w .................................................................................... 150

„ „ m ie s z k a ń ............................................................................... . . 250
„ sal s z k o l n y c h ............................................................................  800
„ korytarzy , sali koncertowych, g im nastycznych i szermierskich, 

dalej dla komór n a  obrok i dla schodów w zw ykłych domach
m ieszkalnych .................................................................................................  400

„ ubikacyj handlowych, sal roboczych i składów na p ię trach  do
mów m ieszkalnych i h an d lo w y c h  . 450

„ schodów budynków  publicznych, dla sal tańców  i sal na zgro
m adzenia, ubikacyj handlowych, w arsta tów  i składów na parterze 550 

„ lodowni (do wysokości lodu l m ) ....................................................   750
7. W ielkość obciążenia dla teatrów , bibliotek, spichrzów, m agazy

nów i pracowni z ciężkiemi m aszynam i należy wyznaczyć w każdym 
przypadku z osobna.

8. Zeskłady niosące, k tóre podlegają w strząśnieniom , należy obli
czać dla ciężaru użytecznego 1,3 razy  większego, te, które podlegają sil
nym wstrząśnieniom  (np. przez ciężkie m aszyny robocze 1,5 razy więk
szego, niż podane w punkcie 6 (lub obliczone wedle punktu  7).

6. Ciężar towarów
nasypanych i nałożonych w  magazynach.

Słoma i s i a n o ................................................. 100 fcy/m3
P s z e n ic a ......................... ...  .........................  760 „
Żyto . . . . ,   680 „
Jęczm ień g r u b y ...........................................  640 „

„ drobny  .........................510 ,,
O w ie s ................................................................ 480 „
Groch, soczewica, proso  ....................... 850 „
J a b łk a ................................................................ 800 „
Gruszki, ś l iw k i ...............................................  850 „
Traw a, k o n ic z y n a .......................................  850 „
k u r a k i ................................................................ 700 „
Torf w i lg o tn y .........................................  600 „

„ s u c h y ........................................................ 400 „
W ęgiel b r u n a tn y ...........................................  650 „

„ kam ienny . . . . , .....................  900 „
K o k s ................................................................ 450 „
Półki n a  ak ta , szafy z książkam i itd . 600 „
P ap ier złożony 1 m wysok.......................... 1100 „
M ą k a ...................................................    700 „
G rys  ............................   . 650 „
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Ziem niaki    700 kglm*
C u k ie r .........................................  750 „ '
S ó l .........................................................  800 „

Ułożone w workach o 2OA/0 mniej.

II I .  D O D A T E K .

T a b l i c e  l i c z b o w e .

1. Tablica średnicy, obwodu i powierzchni kół, kwadratów, 
sześcianów , pierwiastków i odwrotności.

Liczba
n

K  o ł o

K w adrat 
n7

Sześcian 
n 3

P ierw iastk i Od
w ro

tność
100
n

Obwód 
n r.

Po
wierzchnia

n 7?.
~4~ V n

1 3,14 0,79 1 1 1.000 1,000 100,00
2 6,28 3,14 4 8 1,414 1,260 50,00
8 9,42 7,07 9 27 1,732, 1,442 33,33
4 12,57 12,57 16 64 1,587 25,00
5 15,71 19,63 25 125 2,236 1,710 20,00
6 18,85 28,27 36 216 2,449 1.817 16,67
7 21,99 38,48 49 343 2,646 i;918 14,29
8 25,13 50,27 64 512 2,828 2,000 12,50
9 28,27 63j62 81 729 3,000 2,080 11,11

10 31,42 78,54 100 1000 3;i62 2154 10,00

11 34,56 95,03 121 1331 3,317 2,224 9,09
12 37,70 118,10 144 1728 3,464 2,289 8,33
13 40,84 132,73 169 2197 3,606 2,351 7,69
14 43,93 lo3,94 196 "2744 3,742 2,410 7,14
15 47,12 176,71 2 25 3 375 3,873 2,466 6,67
16 50,26 20 J ,06 2 56 4 096 4:000 2,520 6,25
17 53,41 226,98 2 89 4 913 4,123 2,571 5,88
18 56,55 254,47 324 5 832 4,243 2,621 6,56
19 59,69 283,63 3 61 6 859 4,359 2,668 5,26
20 62,83 314,16 400 8000 4j472 2,714 5,00

21 65,97 346,36 441 9 261 4,583 2,759 4,76
22 69,11 880,13 484 10 648 4,690 2,802 4.55
23 72,26 415,48 5 29 12 167 4,796 2,844 4,35
24 75,40 452,39 5 76 13824 4,899 2,884 4,17
25 78,54 490,87 6 25 15 625 5,000 2,924 4,00
26 81,68 530,93 676 17,576 5,099 2,962 3,85
27 84.82 "572,55 7 29 196S3' 5196 sjooo 3,70
28 87^97 615,75 J 784 21952 5,291 3,037 3,57
29 91,11 6bO,52 8 41 24389 5,385 81372 3,45
30 ' 94i25 706,86 TR30 “27 000 51477 3107 3,33



MOMENT BEZWŁADNOŚCI PRZEKROJU SZYNY KOLEJOWEJ

TABU.

u  - 16-2 cm

-  io e j o ^ Z J L ._  1 4 4 2  c m  * £ -  -  ¡4 5 0  c m  +

Lr -249-6 c mJ

1'”-  35 2 cm*

1 * 1 m e <

p o d z i a ł k a  o ' i  a  p z e k r o j u  2 - 1  

dla inny oh długości . / • ' /

Rys. L. P.

Ę ^ 2 - 2 c n i12



R zu tp o z io m y  u k ła d u  belek

Przekrój belki drewnianej

U.Ojr>:~

Offdm.

Przekrój belki blaszane/

M o m e n ty

Wyznaczenie długości nakładek

6370

.9900

■11300

.u .

10 S O 10 2 0  30  '/O 5 0  60  7 0  6 0  SO 100 1/0 120 130 100 150 im
L n ^ lu u l I I_______ •........  i----------- !------   1-....  j------------l  i_______ i----------------------- 1-----------1-----------! -----------



%
,

Dach Polonceau, z łożony

4 - 8 3

ozp. p o d p o r o w a  -18-0

•N isir 2 'swej 2 cm* ! t.

T h u f / i e  P o d r .  S i a t .

Obciążenie pionowe



jt—, e = i '60 -k-

9z 9 2 9't 9< 9s 9 o

k 'ą fy  p ro p o rc y o n e ln o ś c i

d la  w ie lo  bo ku ■,&

d /a  f in ii  obciążenia

N a leżen ia  u r> ,/f

Skala d łuęości 1 - 1 0 0  

s i ł  1 mm : 1 t.

Prawdziwa Unia ciśnienia Tabl. /V.



T a b .  V. W y k r e ś l n e  w y z n a c z e n i e  l i n i i  c i ś n i e n i a  w  s k l e p i e n i u  k r z y ż o w e m  n a d  k w a d r a t e m

Mi m  kg

P o d z ia łk a  dla s ił

P o d z i a ł k a  dla s i ł

P o d z i a ł k a  1 '■ b O .



Tab.  VI .

W y k r e ś l e n i e  l i n i i  c i ś n i e n i a  z u w z g l ę d n i e n i e m  u k o ś n e g o ' p a r c i a  z i e m i

m m ? .




