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MAKSYMALNO-WYDAJNOSCIOWA OPTYMALIZACJA PRZYDZIALU
W OBIEKCIE O Zt0OZONEJ STRUKTURZE

Streszczenie. W referacie przedstawiono problem przydziatu pra-
cownikoéw na stanowiska o ztozonej strukturze potgczen. Zeprezento-
wano metode wyznaczania przydziatu maksymalizujgcego wydalnos$¢ zes-
potu stanowisk pracy. Wskazano niektéore mozliwos$ci zastosowania opi-
sanego modelu optymelizecji.

\

1. WPROWADZENIE

W klasycznym zagadnieniu przydziatu dane jest n pracownikéw oraz n
stanowisk. Przydzielenie pracownika i do stanowiska J zwigzane Jest ze
wspotczynnikiem oceny pracy alj- Kazdego pracownika mozna zatrudni¢ tyl-
ko na Jednym stanowisku, 8 kazde stanowisko winno by¢ obstugiwane przez
doktadnie jednego pracownika. Nalezy przydzieli¢ oracownikéw na stanowis-
ka w sposéb optymalny z uwagi ns postawione kryterium F, zaleznego od wy-

stepujacych w przydziale wspétczynnikéw Bij- Rozwigzaniem tego oroblerau
Jest pewna parnutacja (Pi'p2 pn”™  liczb (1,2 n), w ktérej kaz-
dej p~ przyporzadkowana Jest jedna z wartosci J ( « 1,2..... n). Per-
mutacja ta ekstremalizuje funkcje celu F = F~siplTa2p2 an°nn’

W zalezno$ci od interpretacji wspétczynnikdédw oceny i postawionego kry-
terium spotyka sie w literaturze trzy typy zadan.

I tak, w przypadku gdy wspodczynniki e~ oceniaja kwalifikacje pra-
cownika w spos6b binarny

1 - ody nracownlk i-ty moze pracowa¢ na stBnowisku J

(€))

0 - w przypadku przeciwnym.

to zadanie rozmieszczenia polega na znalezieniu rozwigzanie dopuszczalne-
go. Efektywna metode oparta na twierdzeniu Kéniaa-Eaerwary’ego podaje W
W tym problemie struktura obiektu Jest nieistotna.

2 nieco innym zadaniem mozna sie sootka¢. ody wspétczynniki oceny pra-

J, a poszukuje sie przydziatu dajacego minimalng wartos¢ +#acznego kosztu
pracy. Jest to zadanie programowania liniowego [2], w ktérym wystepuja
zmienne
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1 - jezeli pracownik i-ty lest przydzielony na stanowisko J;

v ) @
‘O - w przypadku przeciwnym.
r
Nalezy minimalizowa¢ funkcje celu reprezentujaca koszty
F-2 2 Cilu (©)

1=1 j»l

orzy soednieniu warunkéw

- na kazdym stanowisku pracuje jeden oracownik

Zl xij - 1, Jm 1,2 nj (C))
i

kazdy pracownik przydzielony Jest do jednego stanowiska
1, i - 1,2 n; ®

- na oodstawie (2)
i=1,2 n, Jj « 1,2 n ®)

Réwniez w typ zaoaniu struktura powiazan stanowisk Jest nieistotna.

Na uwaqe zastuguje zagadnienie przydziatu, w ktorym wspétczynniki a”
oznaczaj? wydajnos¢ pracy. Wtedy kryterium optymalizacji jest wydajnos¢
caieno. obiektu. bedgcego zbiorem stanowisk, W tym nrzypsdku struktura po-
wigzan stanowisk odgrywa podstawowa role. literaturze spotyka sie meto-
dy optymalizacji dla dwéch struktur potgczen stanowisk: roéownolegtej i sze-
regowej. W problemie ze struktura réwnolegta wydajno$s¢ obiektu jest roéwne
sumie wydajnosci stanowisk. Jest to zadanio identyczne z zadaniem mini-
ma Ino-kosztowym przydziatu. Zadanie dotyczgce obiektu o szeregowym potg-
czeniu stanowisk nosi nazwe problemu “wgskiego gard#a™. Tu maksymalizacje
wydajnosci catego obiektu Polega na maksymalizacji wydajnosci najstabsze-,
go onniwa w szeregu stanowisk, a wiec

F = min (@)

Rozwiazanie tego zadania mozna uzyskac¢, postugujac sie algorytmem Grossa
[i] = bedacym uogdélnieniem wspomnianego algorytmu Konica [lub tez innymi
algorytmami bazujacymi na algorytmie Grossa {VJ ... [5]-
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Opracowanie metody rozwigzanie og6lnego oroblemu orzycziatu - dla o-
biektu o z#czonej strukturze, z maksymalizacje wydajnosci sako kryterium
- jost. celem tej Dracy.

2. PROBLEM PODSTAWOWY ZAGADNIENIA PRZYDZIALU Z KRYTERIUM MAKSYMALNC-WYDAO-
NOSC10WYM

Rozwazmy oroolen rozmieszczenia z maksymalizacja wycajnosci. Dostunu-
Jec sie orzyktanem obiektu ookazaneao na rysunku 1. Obiekt zawiera 10 sts-

Rys. 1. Przykdtad obiektu o ztozonej strukturze

nowisk. Punkty 1.2,3 4.5 wskazuje miejsca przekazywania materiatu pod-
dawanego obrobce - do ster-ps/iska pracy lub za stanowiska pracy. Mozne Je
Interpretowa¢ jako meoazyoy. Srodki transportu lub stanowiska kontroli
Jakosci. Strzatki oznaczyig kiorunek orzeptywu materiatu. Nalezy zauwa-
zy¢, ze istnieje tu Jeden dootyw materiatu do obiektu (odpowiadajacy licz-
bie przedmiotéw Drzed obrébke dostarczonych w Jednostce czasu) oraz jeden
odptyw wyrobéw (oo obrébce). Obiekt mozna orzedstswi¢ w postaci grafu
skierowanego, w ktérym krawedzie odpowiadaje stanowiskom pracy, Jak na ry-
sunku 2. Mozna tu zauwazy¢ analogie wydajnosci z przeptywem w siad trans-
portowej. Niech y~* oznacza rzeczywista wydajnos¢ pracy na stanowisku
slj» wynik8jece z przepustowosci stanowiska ograniczonej wydajnosScie pra-
cy na tym stanowisku oraz ze struktury ooteczen stanowisk (mozliwo$ci do-
ptywu materiatu). (Z powodu dwuindeksowej numeracji stanowisk w tablicach
A « X = Indeks J elementéw tych tablic odpowiadajacy numerowi
stanowisk trzeba zastepie dwuindeksowym wskaznikiem > 281”7 ir|deks i -
dla odréznienia - indeksem k).
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Musze spednione by¢ naatepujece warunki:
a) Bla kazdej krawedzi skierowanej (stanowiska)
S akp— @)

1]

ru
b) Ola wierzchotka poczatkowego a, zwanego zrodiem

Zy ,t -27 js ®)

Sumowanie odbywa sie wzgledem wszystkich wierzchotkéw w grafie. Oezeli
z wierzchotka p nie na zadnej krawedzi do wierzchotka q oczywiste Jest,
ze ypq »0. Wielkos¢ z leat szukana wydalnos$cie obiektu.

c) Dla wierzchotka koncowego t, zwanego ujs$ciem

2y td -?2vit - - do)
d) Wszystkie pozostate wierzchodki j, zwane DcSrednini, spedniaja row-
nos¢ :
. (11
1]

Warunek (10) mozna wyprowadzi¢ z warunkéw (“1 i (li). a wiec nie Jest on
niezalezny.
Napiszmy te warunki dla omawienego orzyktadu. Zmiennymi se wydajnosci
rzeczywiste odpowiadajeee kazdej z dziesieciu krawedzi. Mimo, zo z = yl12-
+ yl4, to Jednak mozemy uwaza¢ z Jako Jeszcze jedne zmienne. IVs-
iki (9) 1 (li) przyjme naetepujece postac
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"Z +yl2 - y13 + y14 = 0

-y12 ¥ y23 4 y25 = 0

Y13 “ Y23 " y34 + y35 - y43 =0 Cl12)
~yl4 " y34 + y43 + y45 * y54 c 0

z - y25 " y35 “ y45 + Y54 = 0

W warunkach <8) dodatkowymi nieznanymi wielkoSciami sa akp Aby Je wy-
it
znaczy¢ wprowadza sie dodatkowe zmienne decyzyjne x. .. zgodjnie z defini-
ij
cje fi) a spekniajace roéwnoczesnie warunki "2) i (3) dla n»10.
Ostatecznie warunki "8) przyjmuje postac
10
ii - 7z aK0,j Xk01J< O ris)
k=1
i-1,2 .5
J-1.2----5

Otrzymane zadanie maksymalizacji wydajnosci z przy spednianiu warunkoéw
1D,7(2)1 3), (12), (13) oraz oczywistego warunku:

1=1,2. -5; J-1.2, 14
1 (14)
Jeat zadaniem programowania liniowego catkowitoliczbowego mieszanego. Za-

piszemy warunki (12) w nieco inny sposéb wprowadzajgc macierz B oraz wek-
tor kolumnowy Y:

Y % [Y12,y13"Y14,Y23"y25"y34"y35°%y43"y45°y54 7] Yi54
1-1 1.0 00 000 0 -1
-1 00 1 1 0 0000 O
10-1011-1000 *16)
00-100-1011-10

o 0 0o 0-1 0-1 0-1 1 1
teraz "12) mozna zapisa¢ macierzowo
B .Y =0 7)
Wida¢, zo B Jest macierzg incydencji grafu skierowanego otrzymanego

Przez dodanie krawedzi z wierzchotka 5 do 1 w grafie z rys. 2, Zmienna y51
odpowiadajaca nowej krawedzi dodatkowej Jest tozeamo$clowd roéwna zmiennej
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2 reprezentujecej wydajno$¢ obiektu. Liczba wiersza macierzy incydencji
Jeet rowna liczbie wierzchotkéw a liczba kolumn Jest réwna liczbie krawe-
dzi. W celu uproszczenia niewygodnej dwuindeksowej numeracji zmiennych
y A, w dalszych rozwazaniach zastepuje sie zmienne yn zmiennymi
wr (1= 1,2..... L), tzn. y12 = wt itd. , a L Jest liczbe wszystkich
krawedzi grafu oprécz krawedzi dodatkowej, ktoére oznacza sie przez +
Mozna teraz przedstawi¢ og6lne postaé¢ zadania przydziatu:

Dany Joet obiekt o L stanowiskach pracy. Strukture obiektu przedstawia
graf opisany macierze incydencji S

B = [bklJd : k =1,2 K, "18)
=1,2 L+l ,
gdzie: K liczba wierzchotkéw grafu;
oraz macierz wydajnosci A:
A o= "19)
[°ij]: 1=
L J J =1.2 L

Aby znalez¢ przydziat pracownikéw maksymalizujecy wielkos¢ produkcji
catego obiektu, nalezy rozwiezaé¢ zadanie programowania liniowego z funk-
cje celu : "

F = wi+l —"" max 20
i ograniczeniami:
L+1
z bkIWl - 0. k = 1.2 K; u21)
1=1
N - -
- 4B Aqq%yp o, 1=1.2 L; (22)
1=1
xn = 1. 1 =1,2.... ,L; "23
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3. "OZSZERZENIE ZAKRESU ZASTOSOWAN

Dotychczas zaktadano, ze graf reprezentujecy strukture poteczen posiac
da jedno zréddo i Jedno ujsScie. Opisane podejsScie mozna Zastosowaé roéw-
niez dla obiektu o wielu zrédtach s, ,s2,...,sp iwielu ujsciach th.tg».«
,-,tp oraz Jezeli materiat moze by¢ przekazywany z kazdego zrédta do
"kazdego ujscia. Nalezy wtedy wprowadzi¢ Zzrédtozastepcze S 0 pomocni-
czych krawedziach skierowanych do sl1>s2,...,Sp oraz zastepcze ujsScie t
z pomocniczymi krawedziami skierowanymi od DO *» Zaktada
sie przy tym, ze krawedzie pomocnicze reprezentuje stanowiska o dowolnie
duzej wydajnosci, nie wymagajece obstugiwanie przez pracownikéw.

Zaktadano takze, ze dolne ograniczenie na wydajno$¢ stanowiska repre-
zentowanego przez krawedz Jest réwne zeru, a gérna wynika z wydajnosci
przydzielonego pracownika. W praktyce mozna spotka¢ sie r sytuacje, «
ktérej dla wybranego stanowiska s” (lub grupy stanowisk) narzuca sie
graniczne wydajnosci: mak3ymalne dt oraz niewleksze od ni®J wydajnos¢
oinimelne ¢, ~liczby rzeczywiste dodatnie). Wtedy zadanie optymalizacji
nalezy uzupe#ni¢ warunkiem (warunkami):

cir "i M odi (26)

Poprzednio przyjmowano takze, ze ograniczenia wydajnosciowe dotycze wy-
+acznie stanowisk pracy reprezentowanych przez krawedzie grafu. Podobnie
mozna natozy¢ ograniczenia na punkt weztowy fjeden lub wiecej), przedsta-
wlajecy sobe mozliwo$ci transportowe, przepustowo$¢ stanowiska kontroli
Itp. Odpowiadajecy mu wierzchotek n o dopuszczalnych przepustowosclach
granicznych c¢(n) i dfn) mozna zastepie przez dwa wierzchotki n* 1 n"
oraz krawedz miedzy nimi o zedanych przepustowosclach granicznych.

Proponowana metoda pozwala réwniez uwzglednié¢ istotne w procesach z
nawrotami technologicznymi - zaleznosci ilosciowe wydajnosSci pomiedzy wy-
branymi stanowiskami opisane roéwnaniami liniowymi- poprzez doteczenle ich
Jako warunkoéw uzupedniajecych do zadania optymalizacji.

4. UWAGI

Istotne whasnos$cie prezentowanej metody Jest liczba zmiennych zadanie
optymalizacji z L stanowiskami réown.t L t L + 1. Dednak posta¢ macle-
rzy wspétczynnikéw ograniczen liniowych pczwala w spos6b programowy no
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znaczne zredukowania tBblicy synplekséw. Niemniej celowe jest dalsze po-
szukiwanie bardziej efektywnych metod. Bowiem wyznaczanie optymalnego
przydziatu pracownikéw nie jest Jedyne mozliwo$Scie zastosowania tego za-
gadnienia. Uzasadnione aa réwniez zastosowania do prac projektowania zko-
zonych obiektéw przemystu maszynowego, takich jak:

- zespoty linii montazowych, w ktérych mozna wyrézni¢ linie montazu pod-
zespotéw, montazu gtdéwnego itp.;

- zaktad wyttaczania blach karoseryjnych obejmujecy zespoty nozyc do cie-
cia blach, [linie pras, oddziaty pomocnicze, np. regeneracji thoczniki*

i inno;

- zaktad kuzniczy zawierajecy zbidér miotéw hydraulicznych zwiagazanych =z
sobe ztozony strukture procesu z nawrotami technologicznymi;
- 1 1inne.

W takich przypadkach problemem Jast dobér urzedzen o wkasciwych para-
metrach eksploatacyjnych i ilosci pozwalaj ecej na rytmiczne produkcje rs
zedanym poziomie wydajnosci. Wtedy w zadaniu przydziatu zmienne S
zmiennymi decyzyjnymi, okreslaJecymi optymalny dob6r urzedzen.
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MAKCHHAJIbHO-1IPO)I3BOAHTEJIDCTBEHHA(f OIITHMAJIH3ALXHH HASHAMEHHH
B OEBEKTE CO CIIOKHQil CTPYKTyPOU

Pe 310ne

B padoie npeaciaBxeHa npodJtewa naaHayeHHH paCoyHX no paOomiM uecTaw, HMe-
»ihhx CAOjKHyio cipyKTypy odiueHKH. I1lpeAJioxeH ueTon onpe”ejienuK Ha3Ha"ieHHit, ua-
KCHMH3Hpy»mHtt npOH3BOAHTeBBKOOTI> rpynilN pa6o*IHX MeOT,yKa3aHU HeKOTOphie BO03-
MoxiiocTH npwueHeHHa onncakKHott Korean QiiTHMaJiHaanHH.

MAXIMUM EFFICIENCY OPTIMIZATION OF ASSIGNEMENT
IN A COMPLEX STRUCTURE PLANT

Summary

We present a problem of worker aeelgnement to stations with a complex
structure of connections. We show a method of ”“saignement maximizing the
efficiency of the whole structure. We indicate some possibilities of ap-
plication of the optimization model presented.



