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MAKSYMALNO-WYDAJNOŚCIOWA OPTYMALIZACJA PRZYDZIAŁU 
W OBIEKCIE O ZŁOZONEJ STRUKTURZE

Streszczenie. W referacie przedstawiono problem przydziału pra­
cowników na stanowiska o złożonej strukturze połączeń. Zeprezento­
wano metodę wyznaczania przydziału maksymalizującego wydalność zes­
połu stanowisk pracy. Wskazano niektóre możliwości zastosowania opi­
sanego modelu optymelizecji.

\

1. WPROWADZENIE

W klasycznym zagadnieniu przydziału dane jest n pracowników oraz n 
stanowisk. Przydzielenie pracownika i do stanowiska J związane Jest ze 
współczynnikiem oceny pracy a 1j- Każdego pracownika można zatrudnić tyl­
ko na Jednym stanowisku, 8 każde stanowisko winno być obsługiwane przez 
dokładnie jednego pracownika. Należy przydzielić oracownikćw na stanowis­
ka w sposób optymalny z uwagi ns postawione kryterium F, zależnego od wy­
stępujących w przydziale współczynników B ij- Rozwiązaniem tego oroblerau 

Jest pewna parnutacja (Pi ' p2  pn  ̂ liczb (l,2 n) , w której każ­
dej p^ przyporządkowana Jest jedna z wartości J (j « 1, 2..... n). Per-

mutacja ta ekstremalizuje funkcję celu F = F^s ipl'a2p2  an°n^’
W zależności od interpretacji współczynników oceny i postawionego kry­

terium spotyka się w literaturze trzy typy zadań.
I tak, w przypadku gdy współczynniki e ^  oceniają kwalifikacje pra­

cownika w sposób binarny

to zadanie rozmieszczenia polega na znalezieniu rozwiązanie dopuszczalne­
go. Efektywna metode opartą na twierdzeniu Kóniaa-Eaerwary’ego podaje W  
W tym problemie struktura obiektu Jest nieistotna.

2 nieco innym zadaniem można się sootkać. ody współczynniki oceny pra-

J, a poszukuje sie przydziału dającego minimalną wartość łącznego kosztu 
pracy. Jest to zadanie programowania liniowego [2 ], w którym występują

1 - ody nracownlk i-ty może pracować na stBnowisku J 

0 - w przypadku przeciwnym.
(1)

zmienne
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1 - jeżeli pracownik i-ty 1est przydzielony na stanowisko J ;
V  “ lI O - w przypadku przeciwnym.

r
Należy minimalizować funkcję celu reprezentującą koszty

orzy soełnieniu warunków

- na każdym stanowisku pracuje jeden oracownik

nZ
i sal

każdy pracownik przydzielony Jest do jednego stanowiska

z
j-i

XiJ

- na oodstawie (2)

Xij

(2 )

F -2 2 Ci1XU  (3)
1=1 j»l

x ij - 1, J ■ 1,2 nj (4)

1, i - 1,2 n; (5)

i = 1,2 n, j « 1,2 n (6)

Również w typ zaoaniu struktura powiazań stanowisk Jest nieistotna.
Na uwaqę zasługuje zagadnienie przydziału, w którym współczynniki a ^  

oznaczaj? wydajność pracy. Wtedy kryterium optymalizacji jest wydajność 
caieno. obiektu. będącego zbiorem stanowisk, W tym nrzypsdku struktura po­
wiązań stanowisk odgrywa podstawowa rolę. literaturze spotyka się meto­
dy optymalizacji dla dwóch struktur połączeń stanowisk: równoległej i sze­
regowej. W problemie ze struktura równoległa wydajność obiektu jest równe 
sumie wydajności stanowisk. Jest to zadanio identyczne z zadaniem mini­
ma Ino-kosztowym przydziału. Zadanie dotyczące obiektu o szeregowym połą­
czeniu stanowisk nosi nazwę problemu “wąskiego gardła". Tu maksymalizacje 
wydajności całego obiektu Polega na maksymalizacji wydajności najsłabsze-, 
go onniwa w szeregu stanowisk, a więc

F = min 
i B iPi (7)

Rozwiązanie tego zadania można uzyskać, posługując się algorytmem Grossa 
[i] ■ będ acym uogólnieniem wspomnianego algorytmu Konica lub też innymi 
algorytmami bazującymi na algorytmie Grossa ¡VJ ... [5].
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Opracowanie metody rozwiązanie ogólnego oroblemu orzycziału - dla o- 
biektu o złczonej strukturze, z maksymalizację wydajności ’,ako kryterium 
- jost. celem tej Drący.

2. PROBLEM PODSTAWOWY ZAGADNIENIA PRZYDZIAŁU Z KRYTERIUM MAKSYMALNC-WYDAO- 
N0SC1OWYM

Rozważmy oroolen rozmieszczenia z maksymalizacja wycajności. Dosłunu- 
Jęc się orzykłanem obiektu ookazaneao na rysunku 1. Obiekt zawiera 10 sts-

Rys. 1. Przykład obiektu o złożonej strukturze

nowisk. Punkty 1 . 2 , 3  4 . 5  wskazuję miejsca przekazywania materiału pod­
dawanego obróbce - do ster-ps/iska pracy lub za stanowiska pracy. Możne Je 
Interpretować jako meoazyoy. środki transportu lub stanowiska kontroli 
Jakości. Strzałki oznaczyią kiorunek orzepływu materiału. Należy zauwa­
żyć, że istnieje tu Jeden dooływ materiału do obiektu (odpowiadający licz­
bie przedmiotów Drzed obróbkę dostarczonych w Jednostce czasu) oraz jeden 
odpływ wyrobów (oo obróbce). Obiekt można orzedstswić w postaci grafu 
skierowanego, w którym krawędzie odpowiadaję stanowiskom pracy, Jak na ry­
sunku 2. Można tu zauważyć analogię wydajności z przepływem w siad trans­
portowej. Niech y ^  oznacza rzeczywista wydajność pracy na stanowisku 
slj» wynik8jęcę z przepustowości stanowiska ograniczonej wydajnościę pra­
cy na tym stanowisku oraz ze struktury oołęczeń stanowisk (możliwości do­
pływu materiału). (Z powodu dwuindeksowej numeracji stanowisk w tablicach 
A « X = Indeks J elementów tych tablic odpowiadający numerowi

stanowisk trzeba zastępie dwuindeksowym wskaźnikiem > 28!’ ir|deks i -
dla odróżnienia - indeksem k).
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Muszę spełnione być naatępujęce warunki:

a) Bla każdej krawędzi skierowanej (stanowiska)

rU
S' akp­

ij

b) Ola wierzchołka początkowego a, zwanego źródłem

Z y , t  - 2 ' is

(8)

(9 )

Sumowanie odbywa się względem wszystkich wierzchołków w grafie. Oeżeli
z wierzchołka p nie na żadnej krawędzi do wierzchołka q oczywiste Jest,
że y » 0 .  Wielkość z leat szukana wydalnościę obiektu. p q

c) Dla wierzchołka końcowego t, zwanego ujściem

? y tł - ? v it - -  do)

d) Wszystkie pozostałe wierzchołki j, zwane Dcśrednini, spełniają rów­

ność :

ij
( 1 1 !

Warunek (10) można wyprowadzić z warunków (“ 1 i (li). a więc nie Jest on 
niezależny.

Napiszmy te warunki dla omawienego orzykładu. Zmiennymi sę wydajności 
rzeczywiste odpowiadajęee każdej z dziesięciu krawędzi. Mimo, żo z = y 12- 

+ y 1 4 , to Jednak możemy uważać z Jako Jeszcze jednę zmiennę. IVs- 
iki (9) i (li) przyjmę naetępujęcę postać
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'Z + y 12 - y 13 + y14 = 0

-y12 ł y23 ł y25 = 0

Y13 “ Y23 " y3 

~y14 " y34 + y43 + y45 “ y54 c 0

z  -  y 2 5  ”  y 3 5  “  y 4 5  +  Y 5 4  =  0

'34 + y35 - y43 = 0 Cl2)

W warunkach '8) dodatkowymi nięznanymi wielkościami są akp. Aby Je wy-

ij
znaczyć wprowadza się dodatkowe zmienne decyzyjne x. .. zgodnie z defini-

ij
cję fi) a spełniające równocześnie warunki ' 2) i (3 ) dla n»10.
Ostatecznie warunki '8) przyjmuję postać

10

'i-i - Z
k = l

aKO,j Xk01 J <  O

i-1 ,2 . .5
J-1.2---- 5

r 13 )

Otrzymane zadanie maksymalizacji wydajności z przy spełnianiu warunków 
,l),’(2)1 (3 ), (12), (13) oraz oczywistego warunku:

1J
1=1,2 , .5; J-1.2, ( 14 )

Jeat zadaniem programowania liniowego całkowitoliczbowego mieszanego. Za­
piszemy warunki (12) w nieco inny sposób wprowadzając macierz B oraz wek­
tor kolumnowy Y:

Y “ [Y1 2 ,y13'Y1 4 ,Y23'y25'y34'y3 5 ’y43'y45'y5 4 ,z] Y l 5 ^

1 -1 1 0 0 0 0 0 0 0  -1 
-1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0  
0 1 0 - 1 0 1 1 - 1 0 0 0  
0 0 - 1 0 0 - 1 0 1 1 - 1 0  
0 0 0 0 -1 0 -1 0 -1 1 1

'16)

teraz '1 2 ) można zapisać macierzowo

B . Y = O (17 )

Widać, żo B Jest macierzą incydencji grafu skierowanego otrzymanego 
Przez dodanie krawędzi z wierzchołka 5 do 1 w grafie z rys. 2, Zmienna y51 
odpowiadająca nowej krawędzi dodatkowej Jest tożeamośclowó równa zmiennej



1 1 2 S. D awlik

2 reprezentujęcej wydajność obiektu. Liczba wiersza macierzy incydencji 
Jeet równa liczbie wierzchołków a liczba kolumn Jest równa liczbie krawę­
dzi. W celu uproszczenia niewygodnej dwuindeksowej numeracji zmiennych 
y ^ , w dalszych rozważaniach zastępuje się zmienne y ^  zmiennymi
w^ (1 = 1, 2 .....L), tzn. y12 = w Ł itd. , a L Jest liczbę wszystkich
krawędzi grafu oprócz krawędzi dodatkowej, którę oznacza się przez + 

Można teraz przedstawić ogólnę postać zadania przydziału:
Dany Joet obiekt o L stanowiskach pracy. Strukturę obiektu przedstawia 
graf opisany macierzę incydencji S

B = [bklJ : k = 1, 2 K, '18)
1 = 1 ,2 L+l ,

gdzie: K liczba wierzchołków grafu;
oraz macierz wydajności A:

A
[°ij]: 1 ■
L J J = 1 . 2  L

'19)

Aby znaleźć przydział pracowników maksymalizujęcy wielkość produkcji 
ca łego obiektu, należy rozwięzać zadanie programowania liniowego z funk­

cję celu : '

i ograniczeniami:

F = w l + 1 — """ max

L + l

Z  bklW l - O. k = 1. 2 K;
1=1

' 20 '

■21)

- . 4 B
a,,x, , ^  O, 1 = 1 .2 L; (22)11*11

1=1

xn  = 1. 1 = 1,2.... ,L; '23

'll = 1 , 1 .2 , '24;
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0 :< wj . 1 = 1, 2 L+l .

0 i całkowite, 1 = 1 , 2 ......L;

X - 1,2......L
\

3. "OZSZERZENIE ZAKRESU ZASTOSOWAŃ

Dotychczas zakładano, że graf reprezentujęcy strukturę połęczeń posiać 
da jedno źródło i Jedno ujście. Opisane podejście można ' Zastosować rów- ^
nież dla obiektu o wielu źródłach s., ,s2 ,. .. ,sp i wielu ujściach t^.tg».«
,.,tp oraz Jeżeli materiał może być przekazywany z każdego źródła do 
'każdego ujścia. Należy wtedy wprowadzić źródło zastępcze s o pomocni­
czych krawędziach skierowanych do s1>s2 ,...,Sp oraz zastępcze ujście t 
z pomocniczymi krawędziami skierowanymi od 1)0 *• Zakłada
się przy tym, że krawędzie pomocnicze reprezentuję stanowiska o dowolnie 
dużej wydajności, nie wymagajęce obsługiwanie przez pracowników.

Zakładano także, że dolne ograniczenie na wydajność stanowiska repre­
zentowanego przez krawędź Jest równe zeru, a górna wynika z wydajności 
przydzielonego pracownika. W praktyce można spotkać się r sytuację, « 
której dla wybranego stanowiska s.̂  (lub grupy stanowisk) narzuca się 
graniczne wydajności: mak3ymalnę dŁ oraz niewlększę od ni^J wydajność 
oinimelnę ĉ, '’liczby rzeczywiste dodatnie). Wtedy zadanie optymalizacji 
należy uzupełnić warunkiem (warunkami):

c i ^  " i  ^  di ( 2 6  )

Poprzednio przyjmowano także, że ograniczenia wydajnościowe dotyczę wy­
łącznie stanowisk pracy reprezentowanych przez krawędzie grafu. Podobnie 
■ożna nałożyć ograniczenia na punkt węzłowy fjeden lub więcej), przedsta- 
wlajęcy sobę możliwości transportowe, przepustowość stanowiska kontroli 
Itp. Odpowiadajęcy mu wierzchołek n o dopuszczalnych przepustowośclach 
granicznych c(n) i dfn) można zastępie przez dwa wierzchołki n' 1 n" 
oraz krawędź między nimi o żędanych przepustowośclach granicznych.

Proponowana metoda pozwala również uwzględnić istotne w procesach z 
nawrotami technologicznymi - zależności ilościowe wydajności pomiędzy wy­
branymi stanowiskami opisane równaniami liniowymi- poprzez dołęczenle ich 
Jako warunków uzupełniajęcych do zadania optymalizacji.

4. UWAGI

Istotnę własnościę prezentowanej metody Jest liczba zmiennych zadanie
2

optymalizacji z L stanowiskami równ.t L t L + 1. Dednak postać macle- 
rzy współczynników ograniczeń liniowych pczwala w sposób programowy no
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znaczne zredukowania tBblicy synpleksów. Niemniej celowe jest dalsze po­
szukiwanie bardziej efektywnych metod. Bowiem wyznaczanie optymalnego 
przydziału pracowników nie jest Jedynę możliwościę zastosowania tego za­
gadnienia. Uzasadnione aa również zastosowania do prac projektowania zło­
żonych obiektów przemysłu maszynowego, takich jak:

- zespoły linii montażowych, w których można wyróżnić linie montażu pod­
zespołów, montażu głównego itp.;

- zakład wytłaczania blach karoseryjnych obejmujęcy zespoły nożyc do cię­
cia blach, linie pras, oddziały pomocnicze, np. regeneracji tłoczniki* 
i inno;

- zakład kuźniczy zawierajęcy zbiór młotów hydraulicznych związanych ze 
sobę złożony strukturę procesu z nawrotami technologicznymi;

- i inne.

W takich przypadkach problemem Jast dobór urzędzeń o właściwych para­
metrach eksploatacyjnych i ilości pozwalaj ęcej na rytmicznę produkcję ns 
żędanym poziomie wydajności. Wtedy w zadaniu przydziału zmienne ss
zmiennymi decyzyjnymi, określaJęcymi optymalny dobór urzędzeń.
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MAKCHHAJIbHO-IIPO)I3BOAHTEJIbCTBEHHAfI 0IITHMAJIH3A1XHH HA3HAMEHHH 
B OEbEKTE CO CJlOKHOil CTPYKTyPOÜ

P e 3 10 m  e

B padoie npeaciaBxeHa npodJtewa naaHayeHHH paCoyHX no paOomiM uecTaw, HMe- 
»ihhx CAOjKHyio cipyKTypy odiueHKH. IlpeAJioxeH ueTon onpe^ejienuK Ha3Ha'ieHHit, ua- 

KCHMH3Hpy»mHtt npOH3BOAHTeBBKOOTl> rpyniIN pa6o*IHX MeOT,yKa3aHU HeKOTOphie B03- 
MoxiiocTH npwueHeHHa onncaKHott Korean QiiTHMaJiHaanHH.

MAXIMUM EFFICIENCY OPTIMIZATION OF ASSIGNEMENT 

IN A COMPLEX STRUCTURE PLANT

S u m m a r y

We present a problem of worker aeelgnement to stations with a complex 
structure of connections. We show a method of ^saignement maximizing the 
efficiency of the whole structure. We indicate some possibilities of ap­
plication of the optimization model presented.


