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OBStUGA PROCESOW DYSKRETNYCH Z PRIORYTETAMI

Streszczenie. Dla systemu obstugi masowej o wielu strumieniach
zgtoszen i ograniczonej pojemnosci buforéw sformutowano regute o-
kreslajece, w zaleznosci od stanu systemu, ktére zgtoszenie trzeba
obstuzy¢ 1 z ktérego strumienia, tak aby nie nastapito przepednie--
nie ktdéregokolwiek z buforéw. Zadanie rozwigzuje sie metode okre-
Slenia priorytetéw dla poszczegélnych kanatéw. Problem sprowadza
sie do rozwigzania zadania programowania liniowego.

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Oosystemu obstugi masowe jnaptywa n niezdeterminowanych strumieni
zgtoszenn z Intensywnosciami odpowiednio a” zgtoszen na Jednostke czasu.
Oednoczes$nie moze sie odbywa¢ obstuga tylko Jednego zgdoszenia 1 nie do-

puszcza sie jej przerwania. Zgto-
szenie zastajece system pustym
Jest natychmiast obstugiwane, w
przypadku zajetosci kanatu ob-
stugi zgtoszenie ustawiane Jest
kolejce w buforze danego stru-
mienia (patrz rys. 1). Bufory
wejsciowe dla kazdego ze stru-
mieni maja ograniczone pojemno-
Sci wA GG » 1,2,...,n). Czas

obstugi zgtoszenia strumienia i
strumieniach zgtoszen i Jednym kanale

& A\
obskugi okreslony Jest dystrybuantg B"t).

Nalezy okresli¢ porzadek ob-
stugi zgtoszen. tzn. regute o-
kreslajece,ktorezgtoszenie nalezywybra¢ do przetwarzania w kanale ob-
stugi izktéregostrumienia, takaby nie nastgpito przepeinienie ktore-
gokolwiek z buforéw wejsciowych.
W celu zapewnienia podstawowych warunkéw rozwigzywalnosci zadania na-
lezy wprowadzi¢ nastepujace ograniczenia:
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- pierwszy i drugi moment statystyczny czosu obstugi w dowolnym.strumie-
niu se skonczone, tzn.

il -5 tdOi~ Ah 00 7 g2 “ 5 t2daid (E)-<°" ",z n)
0 0

spedniony Jast warunek ergodycznos$ci, tzn. w systemie w stenie ustalo-
nym nie tworzy sie nieskonczenie dfuga kolejka w ktorymkolwiek z bu-
forow ~“system nie jest zablokowany zbyt duze liczbe zgtoszen) tzn.:

Dziataniom systeméw obstugi masowej z ograniczonge pojemnoscle buforoéw
i réznymi strumieniami wejsSciowymi poswigcony Jest cykl prac w tym fi,2].
Rozpatrywane se algorytmy okreslenia prawdopodobienstwa stanu tych syste-
moéw przy okreslonej strategii nadawania priorytetéw. Zadanie nadawania
priorytetéw w pracach tych nie byto rozpatrywane. Zadanie nodawania prio-
rytetéw zaleznych od stanu systemu ~priorytety dynamiczne) najpierw byto
rozwiezane w pracach (3, 7], W pracy [5] podano procedure okre$lania prio-
rytetéw dynamicznych dla systemé6w z ograniczone kolejke, Jednak wytecznis
dla specjalnej klasy system6w, w ktoérych czas obstugi jednego zgtoszenia
Jest zmienne losowe z dystrybuante wyktadnicze. Problem nadawania prio-
rytetéow w systemie z nieograniczona kolejke, strumieniami zgtoszen typu
Poissone i dowolnym skonczonym czasem obstugi rozpatrywany byd w procy

w .

2. SPOSC>8 ROZWIAZANIA ZADANIA

Porzedek obstugi zgtoszen zostanie okreslony w zaleznosci od stanu sy-
stemu. W kazdej chwili czasu kolejko w systemie scharakteryzowana jest
wektorem:

gdzie 1™ Jest d#ugoscie kolejki w buforze strumienia i. Pb zakonczaniu
obstugi zgtoszenia z pewnego strumienia, wybor kolejnego strumienia ob-
stugi dokonuje sie w zaleznosci od liczb 17, pozostatych zgtoszen w sy-
stemie weddtug odwzorowania le* u~l). Funkcje u s u(l) okres$SIBjece po-
rzedek obstugi zgtoszen w systemie, nazywa sie funkcje przeteczen. Do O-
kreslenia funkcji przeteczen postuzono sie metode priorytetéw zdoflnlowo-
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nych nastepujgco. MOwimy, ze strumien c¢f me wyzszy priorytet niz stru-
mien , jJesli w dowolnej chwili rozpoczecia obstugi zgtoszenia strumie-
nia " liczba zgtoszen w kolejce strumienia Jest roéwna zeru.

Na wstepie rozwigzany zostanie problem uproszczony, w ktérym strumie-
nie zgtoszen se strumieniami Poissona z Intensywnos$ciemi ai "1=1,2 n)
i dopuszcza sie nieograniczong kolejke w kazdym z buforéw. Po rozwigza-
niu zadania uproszczonego zostana natozone ograniczenia na pojemnosci bu-
forow i okreslona zostanie wrazliwos¢ funkcji przetaczen na zmiane tej
poj emnosci .

Rozwiazanie zadania przebiega w sposéb nastepuj gcy. Definiuj e sie zmien-
ne x ” , Kktore pozwalajg obliczy¢ priorytety. Okreslajag one priorytety w
spos6b nastepujacy: strumien i ma wyzszy priorytet od strumienia J, gdy
Ky / 0.

Korzystajac z metody funkcji tworzacej buduje sie podstawowg zaleznos¢
wigzaca parametry obstugiwanego procesu: intensywno$s¢ naptywu zgtoszen ai
z pierwszym i drugim momentem statystycznym czasu obstugi. Réwnanie zbu-
dowane metoda funkcji tworzacej i definicja zmiennych x* pozwalaja na
wzajemne ich powiagzanie z parametrami obstugiwanego procesu w ukdad roéw-
nan liniowych.

3. ROZWIAZANIE ZADANIA

Rozpatrzmy na wstepia nastepujacy wielowymiarowy proces stochastyczny:
eeft) - jnft), i(v)j, t> 0,

gdzie n(t) «/n”~t), id«a] ; ni"t*) Jest zmienng"losowg okreslajaca
liczbe zgtoszen w chwili t* w buforze strumienia 1; i(t*) Jest zmienng
losowg okres$lajacg numer strumienia, na ktéorym dokonuje sie obstugl; gdy
nie ma zgtoszen w systemie i(t*) przyjmuje wartos¢ zero.

Niech niN bedzie zmienng losowg okreslajaca liczbe zgtoSzert pozosta-
jacych w buforze strumienia J po zakonczeniu N operacji obstugi; IN o-
kreslo strumien, na ktérym dokonuje sie obstugi.

Proces -eN = |nN> in} 3eat whozony, wg terminologii Kendalla, w pro-
ces ~(t) 1 tworzy #+ancuch Markowa.

Do rozwigzania zadania okreslenia priorytetéw postuzono sie metode
funkcji tworzacej. Interpretacja funkcji tworzgcej metode zdarzenia do-
datkowego utatwia opis fizyczny roéwnan i utatwia ich dowody.

Zaktadamy, ze kazde zgtoszenie przybyte do bufora i-tego strumienia u-
znajBmy za czerwone z prawdopodobienstwem Zi i niebieskie z prawdopodo-
bienstwem (1-Z~). Przyjmujemy nastepujace oznaczetrfa i1 Ich interpretacje:
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PiNfz) =t 2 iN - prawdopodobienstwo tego, ze N-ta obstuga
dotyczy zgtoszenia strumienia i-tego i po
zakonczeniu obstugi w systemie nie ma

niebieskich zgtoszen.

Przyjmuje sie, ze Jest delte Kronekera : » 1, gdy i-js ~» - 0.
gdy i/ J.

SN(@) =E ZnN -y ! PiNfz) - prawdopodobienstwo tego, 2ze po zakonhcze-
i=I niu obstugi N-tego zgtoszenia w systemie
nie na niebieskich zgtoszen. Zgodnie z
powyzszg definicje SN(0) oznacza, ze w
systemie nie ma zgtoszen.

RiM(z) » E Zn- ufn ) - prawdopodobienstwo tego, ze po zakoncze-
N niu N operacji obstugi nastepna obstuga
bedzie dotyczyta zgtoszenia strumienia i-
tego | ze w systemie pozostate zgtoszenia
se koloru czerwonego.
(y aifl-zi)) = - prawdopodobienstwo tego, ze podczas ob-
i«l R stugi zgtoszenia strumienia i-tego do bu-
—~y-la (1-Z )t forow nie naptyne zgtoszenia koloru nie-
e i"l dB,(t) bieskiego.
[ N | 1

Po wprowadzeniu powyzszych oznaczen mozna zapisa¢ podstawowg zalez-
nos¢ :

21PiIN+1 (2) Hi'

—
1
s

Dow6d stusznosci roéwnania (1) mozna przeprowadzié¢ nastepujaco.

Na to, aby N+l operacja obstugi przebiegata dla strumienia i, a po
Jej zakonczeniu w systemie nie zostaty niebieskie zgtoszenia i zgtoszenie
obstugiwane byto czerwone (czego prawdopodobienstwo Jest réwne ZiPi,N+liZ™
potrzeba 1 wystarcza by:

- po zakonczeniu N operacji obstugi w syatemie nie pozostaty niebieskie
zgtoszenia, a w nastepnej operacji byto w obstudze zgtoszenie czerwono
ze strumienia i:
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(RIN(z) ¢ sNio)- —al- Zt)

1=1

- podcza3 N+l1 operacji obstugi w strumieniu i do systemu nie przybyty
nowe niebieskie zgtoszenia:

Rozpatrywany Jest wydacznie stan stacjonarny. W réwnaniu (1) zapisuje-
my wobec tego N-- 00 (dowdd istnienia stanu stacjonarnego znalezé moz-

na w pracy [6])-
KorzyBtamy z nastepujacych oznaczen:

x.. = Llim E n,,@. ,/ \

ij N— 3N i .u’(rV
1

- lim E n”~N -Srednia liczba zgtoszen w buforze strumienia J po
zakonczeniu N operacji obstugi, gdy N— <0

tatwo zauwazy¢, ze strumien i1 ma wyzszy priorytet odstrumienia J,
9dy Moze nastepie przsteczenie kanatu obstugi z obstugi stru-
mienia J na strumien i, chociaz liczba zgtoszen w buforze strumienia
J Jest rézna od zera.

Stuszna Jest tez zaleznos¢:

Dwukrotna rézniczkowanie lewej 1 prawej strony réwnania fi1) pozwala o-
kresli¢ zalezno$¢ (uktad réwnan) wiezgc? parametry obsdugiwanego procesu:
Intensywnos$¢ naptywu zgtoszen pierwszy i drugi moment statystyczny
czasu obstugi, z wielkosciami xij.

Ponizej okreslono przeksztatcenia niezbedne do budowy uk#adu réwnan.
S? on« nastepujace:
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n 2nem 7niN-1 . 7njN-1
L oL@ SM(Z) = . - L . .
8) @joz1 N o2'FI 117 IN > N
dfsa
.n O"-2n z?7%. .. 7
og«a oeeft 1
< /i
¢3 cf ™
°IN * njN * + niN * AnjN-17 « ~jj 1

gdzie: f »1, gdy 1 -J; t » 0, gdy i/ j-

b)« N(Z> »1 = > DI i ] Z<**% -ufnN 5

“nINATu(nN) "t X*)N

Jp -JSiel s i i
®ZJ 7 < z-1 icc 7, &J %1 X<<IN -V Dtfi3*
n N e g .ea .(b
d"5zf" V z) _, NP
< n (Z) Zcf ’\Fj" R<*N(Z) - R:yN(z) * *
) ez"zj zn w2 o
z-1 =
— lz=1

112727 r<n (@), " XCN <G - XCAN iei 4 2RoeNri)~Pid>

2>

f*SZi6Zj R*f/27 7oi "« T 5zJ V. Cz) 2,1 " niN{_Crid)XCiIN +

Wykorzystanie wyzej wyprowadzonych zaleznos$ci przy N-*-o00 prowadzi do
ukdadu roéwnan liniowych.

Ponizaj podano Jego szczegd6lny przypadek, gdy czo3 obstugi zgtoezenis
Jest zdeterminowany, tzn. n 0* Uk#ad réwnan Jest na3tepujgcy:
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X,. + X.
11T ~ oftlL + *cn I’S)

gdzie:

diJ = aj * fil

2aA | - ai(iil ~ 31d1i

CciJ
i*l

Do uktadu réwnan -z) mozna dotgczy¢ wskaznik Jakosci porzedku obstugi
zgtoszen w postaci sumarycznego kosztu gromadzenia zgtoszen w buforach.
Po wprowadzeniu kosztu przechowywania Jednego zgtoszenia n buforze stru-
mienia 1 Jako ¢ wuzyskamy:

1= J ci-e XEji

Uktad rownan liniowych -2) wraz ze wskaznikiem Jakosci (3). ktoéry na-
lezy minimalizowa¢ tworzy zadanie programowania liniowego.

Nalezy podkresli¢ , ze przedstawione zadanie programowania liniowego
stuszge Jest dla chwili czasowej zakonczenia dowolnej obstugi. Stuszne
Jest Jednak twierdzenie, ze Srednia liczba zgtoszen w buforze strumienia
i @G =1,2,...,n) w chwili zakonczenia obstugi zgtoszenia Jest na pewno
wieksza niz S$rednia liczba zgtoszen w buforze tegoz strumienia,.liczona za
okres dziatania systemu. Skoro nalezy okresli¢ porzedek obstugi zgtoszen,
tak aby nie nasteplto przepetnienia ktéregokolwiek z buforéw mejsclowych,
nalezy wzieé¢ pod uwage najbardziej niekorzystny przypadek.

Rozwiezmy zadanie ograniczonej pojemnosci buforéw. Do ukdadu roéwnan
(2) doteczamy dodatkowy warunek, ktory zapewnia, ze Srednia liczba zgto-
szeh w buforze Jest mniejsza od zadanej liczby okreslanej przez pojemnosc¢
bufora W (G - 1,2..... n). W takiej sytuacji zaktadamy, ze prawdopodo-
bieAstwo odrzucenia zgtoszenia z powodu zape#nienia bufora Jeat pomijal-
ne. Doteczamy uktad nierdéwnosci postaci:

2 *1JAWi
J-1

Obliczony porzedek priorytetéw w przypadku buforéw o nieograniczonej
pojemnosci zostanie teraz przeksztaktcony w wyniku wprowadzenia warunkoéw
(4). Brak rozwlezenia uk#adu (2) 1 (4) $Swiadczy o nieistnieniu takiego
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porzedku obstugi zgtoszen, ktory zapewniatby nieprzepednienie sie bu-
foréw.

4. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Do systemu obstuoi naptyweje cztery strumienie zgtoszehn typu Poissona
z intensywnosclani odpowiednio » 2, = 4. a3 =1 i a = 2,5. Zgto-
szenia przechowywane 3» w odpowiednich buforach o pojemnos$ciach odpowied-
nio Vr (i * 1,2.7.4,. Czasy potrzebne na obstuge zgltoszenia se zdeter-
minowane i wynosze odpowiednio /5 - 0,2, f122 = 0,05. = 0,1 i
-0,1.

Rozwiezanie zadania oodzlelono na dwa etapy. W pierwszej kolejnosci
nie wprowadzono do zadania ograniczen pojemnos$ci buforow.

Przyktadowe rozwigzanie zadania programowania liniowego dla . * 1

( =1.2,3,4) doprowadzito do nastepujecych rezultatow:
1 = 0.21 spg | 5:0-10
sy = 2.4-1075 X33 S 0.1
g = 8.,410" 7 xa3 B 8,9-10°
41 € 1.5-10-6 X24 = 3,4-10"
22 - 042 xas B 0,26

Pozwala to ustali¢ na9tepujece sekwencie priorytetéow “wzrastaj? od le-
wej do prawej strony):

Srednie liczby detali w kazdym z buforéw,se nastepujece:

x1l = 0.21 x3 > 0,1

XN 0,42 x4 = 0,26
W nastepnej kolejnosci wprowadzono ograniczenia pojemnosci buforéow. W
tym celu uktady f2) i !4; przeksztatcono w nastepujecy sposoéb:

n A _d + 4m d_"+ cC i, 1 *1,2,3,4
X o+ xji « | {yoel ofj < 1J
ce«

*5)
4

2] xij * wi -
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Zmieniajeca sie wartos¢ wspotczynnikéw O~ powoduje zmiane pojemnosci
buforéw uwzglednianych w obliczeniach. Dla T =0 mamy do czynienia z
przypadkiem pojemnosci W . Zwiekszajaca sie wartos¢ O powoduje zmniej-
szanie pojemnosci bufora.

Zmniejszanie pojemnos$ci bufora 4 powoduje nierozwiezywalno$¢é =zadania
przy Sredniej liczbie zgtoszen w buforze réwnej 0,26. Oest to oczywiste z
.tego wzgledu , ze strumien 4 posiadat najwyzszy priorytet.

Zmniejszanie pojemnosci bufora 2 do wartosci 0,42 powoduje zmiane prio-
rytetéw wg kolejnosci:

przy nastepujecych wartosciach zmiennych :

;=021 1p3 = 5.,0-10
s «10- s

5y S 2.4-10-6 +33 S 0,1

3 = 8.4»10-7 g3 = 8,9%10-7

sy 20,42 ipq - 34 =10
— * —_

4y = 1.5*ICT6 vqq = 0,26

Trzeba zauwazy¢, ze do.rozwiezania ograniczonej pojemnosci buforéw po-
stuzono sie wytecznie wartosciami Srednimi liczby zgtoszen w buforach.
Maksymalna liczba zgtoszen w buforze Jest wieksza. Wysoka wartos¢ $Sred-
niej liczby zgtoszen w buforze $wiadczy o jego.duzym obciezeniu.

Uzyskane wyniki z rozwiezania zadania (5) nalezy skorygowa¢ metodami
Symulacyj nymi .

Przeprowadzone przez autora badania symulacyjne potwierdzity mozliwos¢
takiego rozwiezania problemu. Szcaupte ramy niniejszego opracowania nie
pozwalaje no doktadniejsze przedstawienie tego problemu.
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CHCTEMA HAOCOBOrO OBCU>iMBAH;i)l C npHOPHTSTAIJH

P e 3ame

lan chctomu i.accoBoro oOcnyxHBan::a ¢ necxojiLKHmi noToxaMH TpuOopaKirit u ¢
orpaHanexxoii ogepenh» HysHO or,pe”e.izTL npaBxno oScjiyxHBanxH, 3aBHC.<inee ot
cocTOHHiia CHCTeuK, rax htoOu He npcn30tao nepenojiHenne 5y$epos. 3iy 3a”aqy
aBTop penaeT ueTO0j;0M onpe.ieaeHna npaopHTeioB hji/i no'toxoB. noxa3aHO,HTO npo-
Ojieay moscho CBacr;i k peueniirc aaaaHK .THHeAHoro nporpaMMxpoBaHHH.

THE SERVING OF QUEUING SYSTEMS WITH PRIORITIES

Summery

This paper considers the n queues system with single server and fi-
nite-waiting rooms. For the above system the best rule of serving, depen-
ding of the state of the system, should be found. The problem is solved
by the assignement of increasing priority numbers. It is shown that if
interarrival distribution is exponential the task can be reduced to the
linear programming problem.



