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ZAGADNIENIE OPTYMALNEGO PRZYDZIALU REALIZATOROW
W PEWNEGO TYPU KOMPLEKSIE ZADAN ZALEZNYCH

Streszczenie. W pracy Jest rozwazany pewien specyficzny typ kom-
plek9u zadan zaleznych oraz zwiezany z nim problem minimalno-kosz-
towego przydziatu zadan do realizator6w. Problem ten zostat sformu-
+owany w postaci zadania programowania liniowego catkowitoliczbowe-
go. W pracy wykazano pewne wkasnosci takiego sformutowania proble-
mu, co umozliwido udowodnienie, dla ograniczen réwnosciowych.twier-
dzenie o catkowitoliczbowos$Sci rozwigzania optymalnego tego problemu.

1. WSTEP

W pracy Jest rozwazany pewien szczegélny typ kompleksu zadan zalez-
nych. Poszczeg6lne zadania wchodzece w skdad kompleksu maje okreslone
wzgledne chwile ich rozpoczecia i zakonczenia. Sted tez mozliwe Jest zbu-
dowanie a priori diagramu czasowego opisujecego harmonogram realizacji po-
szczeg6lnych zadan kompleksu. Przyktadowy taki diagram zostat przedstawio-
ny na rys. 1. Opisuje on zedane chwile rozpoczecia i zakonczenia kazdego

Rys. 1. Przyktadowy diagram



128 V/. Sibilskl

zadania, ze wzgledu na stan zaawansowania pozostatych zadan kompleksu.
Przyktadowo opatrz rys. 1) zadanie 4 powinno by¢é rozpoczete w chwili, «
ktérej zadanie 3 znajdzie 3ie w Scisle okreslonej fazie reallzscj i. Sytua-
cja taka wystepuje woéwczas, gdy mamy do czynienia z procesem przemysdowym
ktérego rezim technologiczny wymusza rozpoczynanie i konczenie kazdego
zadania w $cisle okreslonych chwilach czasu, zaleznych od stanu zaawanso-
wania zadan rozpoczetych wczesniej i uniemozliwia przerywanie realizacji
zadan,

Ola zadanej liczby uniwersalnych realizatoréw powstaje wéwczas, przy
okreslonych dodatkowo kosztach realizacji kazdego zadania na kazdym rea-
lizatorze, problem takiego przydziatu realizatoréw do zadan kompleksu,
aby sumaryczne koszty realizacji kompleksu zadan byty minimalne. Problea
powyzszy mozna sformutowaé réwniez w zagadnieniach zarzadzania ztozonymi

przedsiewzieciami typu badawczego, czy tez projektowego.

2. DEFINICOE 1 OZNACZENIA

W celu $cistego sformutowania problemu zostane wprowadzone nastepujace
definicje 1 oznaczenia.
Niech :
- T oznacza zbiér dyskretnych chwil czasu, nalezacych do przedziatu czase
<0 ,T>:

T i1.2._ ...t].
1

- M oznacza zbidér zadan, ktére nalezy zrealizowa¢ w przedziale czasu <,lI>

- N oznacza zbidér uniwersalnych realizatoréw fkazde =zadanie ze zbioru
moze by¢ wykonane przez dowolny z realizatoréw ze zbioru N):

N *f .I,Z,j.. n
J )

- T oznacza zbio6r chwil, w przeciggu ktérych nalezy wykona¢ zadanie ]e"

teT [zadanie j jest realizowane, zgodnie z zadanym diagr8ae”
zaiowym opisujacym kompleks zadan, w chwili tj,

"zaktada sie, ze kazdy zbior T zawiera kolejne liczby natural“«*®
tzn. zo 0t «T ). ze min T <t<max T i zadanie j nie Jest, zgoc-

nie z zadanym diagramem, realizowane w chwili tj.
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- M oznacza zbiér zadan realizowanych w chwili te T

df JeM | zadanie J jest realizowane w chwili t]

X =flcel Vfta,2et): Mt ~ Nt i @Mt c Mt ).

Bedzie uzyteczne ponBdto, w trakcie dowodzenia catkowitoliczbowos$ci
rozwiezan bazowych problemu i wprowadzenie pewnych zasad numeracji zadan
JfM. Niech mianowicie zadania te bede ponumerowa/ie w taki sposéb, shy
spednione byty nastepujece warunki:
min <. min , to J< k,

min = min i max < max , to J < Kk,

gdzie J ,k - numery zadan.

W celu zilustrowania wprowadzonych definicji rozwazmy przyktadowy dia-
gram przedstawiony na rys, 1. Zachodzi dla niego:

T«(l,2....223, M =1l1,2,3,4,5,6,71, =T? = {1,2.3,45},
T o» 11,2 14j, - 18,9...... 141, T5 « (13 ,14..... 22].
Tg-Ty -117,18...... 223, = M2 = ... =Mg - (1.,2,3],

Hg = ki? » (3}, Mg = Mg m M12 = (3.,4] itd.
Oefinicia zbioru f nie JestJednoznaczna - np. nastepujece zbiory chwil:
1.3.17], (1,13,18]-..-. (1,13,2271, (1.,14,17], (1,14,18]...-. (1,14 ,22],
2.13.17], (2,13,18] itd., spetniajg warunki tej definicji. Nie prowadzi
t Jednak, Jak sie okaze, do niejednoznacznos$ci w sformutowaniu problemu.
Mozna zauwazy¢, ze nie Jest konieczne okreslanie Jednoczes$nie zbioréw
T oraz Mf, gdyz Jedne z nich mozna wyznaczy¢ napodstawie znajomosSci
drugich. Znajac zbiory T mozna okresli¢ zbiory i odwrotnie - na
podstawie znajotnosci zbioréw Mt mozna okresli¢ zbiory Mianowicie:

-Jesli dane sa zbioryTi ,T2" o ' 10 ™ kszc,090 t€T  Jest
Mt - (Je MjtctJ,
- jesli dane sa zbiory M MM, .., M., to dla kazdego JcM Jest

T ={«TjjeM_j.

3. SFORMULOWANJFi PRO3L2:1U

Rozwazany problem mozna sformutowaé w postaci zadaniB programowania li-
niowego catkowiroliczbowego W spos6b nastepujacy. Dla zadanego diagramu
czasowego opisujacego pewien kompleks zad;.n rozwazereno typu, a wiec dla



130 W. Sibilskl
okreslonych zbiorow T , M, T jJi M (lub Mt, teT) oraz zbioru uniwersal-
nych realizatoréw N i zadanych kosztéw, realizecj i ~kosztéow przydziatu)

zadania Jj przez realizator i, dla i =101,2,...,n, j =101,2,...,m,

ij . - .
najlezy znalez¢ minimum funkcji relu

. . aijrij D
i=1 J=1
przy ograniczeniach
=1, dla J = 1,2,...,m, (€3]
1*1
dla 1,2, ,h, tct (©)
z
3« Mt
1 lub 0, dla 1.2, N30 1,2, e, @
gdzie
1, Jesli zadanie J ma zosta¢ wykonane przez realizator 1,
13 0, w przeciwnym przypadku.

W sformutowanym zadaniu chodzi o minimalizacje sumarycznych kosztéw
realizacji zadan kompleksu. Ograniczenie (2) gwarantuje, ze kazde zadanie
zostanie wykonane przez doktadnie jeden realizator, natomiast ogranicze-
nie (3) zapewnia, ze w kazdej chwili czasu kazdy realizator bedzie wyko-
nywat co najwyzej jedno zadanie.

Sformutowany problem jost nowy, w stosunku do znanych w literaturze.
R6zni sie on w sposéb istotny, ze wzgledu no posta¢ ograniczen (3),
klasycznego zadania przydziatu W . [5]- Pokazany na rys. 1 przyktadowy
diagram sugeruje pewne podobienstwo problemu do zagadnien planowania sle-
ciowego [3], czy tez do zagadnien sterowania rozdziatem zadan 1 zasoboéw w
kompleksie operacji [7].- W zagadnieniach planowania sieciowego, dla dane-
go grafu opisujacego kolejnosclowe zwiezki logiczne miedzy poszczeg6lny-
mi czynno$ciami, nalezy okres$li¢ takie terminy rozpoczecia i zakonczeni«
kazdej czynnosci, aby czas wykonania cBtego przedsiewziecia byt mlniaal-
ny. Gdy problem polega na minimalizacji kosztéw przedsiewziecia, to réw-
niez nalezy okresli¢ terminy rozpoczecia i zakonczenia kazdej operacji”
takie, aby czas realizacji kompleksu nie przekroczyt zadanej liczby. Na-
tomiast w rozwazanym w pracy problemie terminy rozpoczecia 1 zakonczeni«
kazdego zadania (czynnos$ci) se z gory okreslone, nalezy natomiast znate$
t8ki przydziat zadan do realizatoréw, aby zminimalizowa¢ sumaryczny koszt
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wykonania wszystkich zadah. Sformutowany problem ré6zni sie réwniez, z
tych samych powodéw co wyzej wymienione, od probleméw optymalizacji ko-
lejnosci operacji w dyskretnych systemach produkcyjnych przedstawionych w
[2]. Ponadto, opisanego przez dany diagram kompleksu zadah nie mozna w
og6lnym przypadku przedstawi¢ w postaci grafu w konwencji '"operacja na lu-
ku", a z reguty tak przedstawiane se czynnosci w problematyce planowania
sieciowego. Mozliwa jest natomiast zobrazowanie zaleznos$ci pomiedzy zada-
niami opisanymi przez diagram typu przedstawionego na rys, 1, w postaci
grafu w konwencji "operacja na wierzchotku". Istnieje diagramy, dla kto6-
rych otrzymany w tej konwencji graf okazuje sie by¢ grafem nieodwracalnym
[6] - Prébuj ec natomiast umiejscowi¢ rozwazany problem w konteks$cie zagad-
nien sterowania rozdziatem zadah i zasob6éw w kompleksie operacji nalezy
wspomnie¢ o dotyczeeej tych zagadnien umowie terminologicznej zapropono-
wanej w W : "Bedziemy méwili o sterowaniu rozdziatem zadan. Jezeli kezde
operacja zeda w kazdej chwili czasu jednej jednostki zasobu tylko jedne-
go rodzaju. W pozostatych przypadkach powiemy o sterowaniu rozdziatem za-
sobow™. W Swietle powyzszej umowy rozwazany problem nalezatoby zakwalifi-
kowa¢ do problematyki sterowania rozdziatem zadan. ¢Jednakze w problematy-
ce tej, oméwionej w [7], wystepuje Jedynie zadania minlmslno-czasowe.

4. WLASNOSCI PROBLEMU I TV®IERDZENIE O CALKOWITOLICZBOWOSCI
ROZWIAZANTA OPTYMALNEGO

Whasnos¢ 1 (istnienie rozwiezanla problemu)
Rozwlezanie problemu nie istnieje, JesSli
I(3t et): card MA > n.
Inaczej - rozwiezanie problemu istniejg, jesli

fV t«t): card M n.

Z powyzszego wynika, ze minimalna liczba realizatoréw, dla ktérej ist-
nieje rozwiezanie problemu nmin- JeBt okreslona nastepujeco:

n_,,, = max(card M
nln t€t 1

Whasnos¢ 2 (charakteryzacja problemu z ograniczeniami réwnosSciowymi)

Sformutowany w p. 3 problem Jest, w og6lnym przypadku, problemem z
ograniczeniami nieréwnosciowymi, lecz w sytuacji gdy

iv t]t ): card Mt » n,
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to ograniczenia f3 staje sie ograniczeniami roéwnosciowymi

dla 1.2. tei 3D
13

§eMt

a problem 9taje sie problemem z ograniczeniami roéwnosSciowymi.
Oczywiste Jest, ze JesSli rozwazamy problem z ograniczeniami réwnosSciowy-
mi, to n Jest réwne nmin¥*

Dla przyktadowego diagramu przedstawionego na rys. 1, przyjecie liczby
realizatoréw n-3 prowadzi do problemu z ograniczeniami réwnosciowymi .
Dla tego diagramu oraz danej macierzy kosztéw realizacji zadan hj ] 3x7
mozna przyktadowe zadanie sformutowaé nastepujgco: nalezy znalez¢ minimum
funkcji calu

3 7
5
z Z aiJxiJ® ®
i-1 J»l
przy ograniczeniach:
3
dla - 1,2,...,7, <6
Z. xiJ = 1- 3 )
i-1
<il ¢ x12 + x13 - I*
xi3 " X14 + x15 » L .- dla i »1,2,3, O
xis + xie * XV -1
Y i3 =1 1lub O, dla i“1,2.3, 3 =1,2..... 7. ()

Zostanie pokazane, ze dla ograniczen roéwnosciowych wszystkie rozwigza-
nia bazowe sformutowanego w p. 3 problemu sg catkowitollczbowe. Bedzie to
uprawniaé¢ do odrzucenia ograniczenia catkowitoliczbowego (4) na zmienne

oraz, po wprowadzeniu ograniczen na nieujemno$s¢ tych zmiennych, do
stosowania do rozwigzywania takich probleméw znanych metod rozwiazywania
ciggtych zadah programowania liniowego. Otrzymane rozwigzanie bedzie ze-
ro-Jedynkowo, gdyz prawa strona ograniczen (Z), (8 ) sktada sie wytgcznie
z Jedynek. Powyzsze zostato sformutowane w postaci twierdzenia.

Twierdzenie

Sformutowany w p. 3 problem Jest, dla ograniczen réwnosSciowych, tzn.
ograniczen (2), (3%) oraz przy dodatkowym ograniczeniu

xij>0, dla i=1,2 n, J=1,2 m,
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problemem programowania liniowego o wszystkich rozwiazaniach bazowych
catkowitych.

Oowé d

Rozwazmy ograniczenia (2), (3*) problemu. Dla rozpatrywanego przykta-
dowego zadania sg to ograniczenia (7), a macierz ich wspotczynnikéw
przedstawiono na rys. 2. W og6lnym przypadku problemu z ograniczeniami
réwnosciowymi macierz ich wspétczynnikéw bedzie miata posta¢ pokazang na
rys. 3. Przyjeto zasade wypisywania ograniczen (3") w kolejnosci zgodnej
z kolejnoscig realizacji zadan w czasie. Przyjecie takiej umowy udstwi
dostrzezenie i wykorzystanie pewnych wkasnosci macierzy wapétczynnikéw o-
graniczen. Na rys. 3 oznaczono

k =* cardtf.
Zachodzi

(€))

gdyz dla dwéch zadan mozliwe jest tylko jedno rozwazane ograniczenie, a
kazde kolejne zadanie (trzecie, czwarte itd.) wprowadza co najwyzej Jedno
dodatkowe ograniczenie, a zatem liczba ograniczen k Jest dla kazdego rea-
lizatora, mniejsza od liczby zadan m. tatwo mozna zauwazyc, ze wiersze
«acierzy wspétczynnikéw ograniczen (2), (3*) sa zalezne. Usuwajac grupe
ostatnich k wierszy, posiadajacych Jedynki w kolumnach zwigzanych =z
ostatnim realizatorem (dla zadania przyktadowego sg to ostatnie 3 wiersze
saclerzy wspotczynnikéw ograniczen z rys. 2), otrzymamy macierz o nieza-
leznych wierszach.

1 realizator 2 realizator 3 realizator numery

kolumn
zmien-

X11X12X13X14X15X16X17X21X22X23X24X25X26X27X31X32X33X34X35X36X 37 B?egso_

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

ogra-
nicze-
nia

®)

ogra-
nicze-
nia

(O]

lys. 2. Macierz wspétczynnikédw ograniczen dla przyktadowego zadania
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ograni-
czenia

(2)

ograni-
czenia

G

Rye. 3. 0g6lna posta¢ macierzy wspo6dczynnikédw ograniczen dla problemu z
ograniczeniami roéwnosciowymi

Te ostatnig oznaczmy przez A (rys.

3), a liczbe Jej wierszy o kolumn od-
powiednio przez p i

r. Zachodzi:

p=m+ (n-1)k,

r » n m
z (9) mamy
k +d,

gdzie d > 0, a wiec:

p n k +d

r = nk+ nd,
z czego wynika, ze
W niniejszym dowodzie bedzie wykorzystane, udowodnione®™ w [4] oraz przed-
stawione w [5], nastepujace twierdzenie dotyczace macierzy A = mls
c it2 v, J -1,2,...,w, rzedu v, ktdérej wszystkie elementy sg licz-
bami catkowitymi .

0t6z twierdzenie to orzeka,

ze warunkiem koniecznym 1
dostatecznym na to, aby wielosScian:

1.2 V,
x au xJ b dis
3=1

X3 50 dla 1 =1,2,

by+ catkowitoliczbowy (tzn. wszystkie Jego wierzchotki - rozwigzania ba-
zowe byty catkowitoliczbowa) Jest.

aby dowolny minor stopnia v dla #u
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clerzy A by} réwny Olub ¢1. Dowbd zo9tanie przeprowadzony oddziel-
nie dla dwéch nastepujacych przypadkow:

a) gdy minor stopnia pmacierzy A nie zawiera zadnej kolumny zwigza-
nej z ostatnim vrealizatorenm, tzn. zadnej sposrod kolumn  (n-D)m+l,
(n-1)m+2,...,n m (odpowiednio - zadnej sposroéd ostatnich 7 kolumn ma-
cierzy wspétczynnikéw ograniczen zadania przyktadowego),

b) gdy minor stopnia p macierzy A zawiera co najmniej jedna kolumne
zwigzang z 09tatnim realizatorem, tzn. co najmniej jedng sposrod ko-
Tumn (n-Dm+l, (n-1)m+2,... ,n m (odpowiednio - co najmniej Jedng spo-
$rod ostatnich 7 kolumn macierzy wspétczynnikéw ograniczen zadania
przyktadowego))

Przypadek a)

Usuwajac z macierzy A wszystkie kolumny zwigzane z ostatnim realiza-
torem, otrzymamy macierz o wymiarach p x (r-m), o zaleznych wierszach
(takiego typu jak wyjsciowa macierz, z ktérej otrzymano macierz a). Wy-
bierajagc z niej dowolne p kolumn otrzymamy macierz kwadratowg (p X p)
réwniez o wierszach zaleznych. Wyznacznik takiej macierzy Jest oczywiscie
réwny 0.

Przypadek b)

W przypadku tym bedziemy wykorzystywaé¢ do obliczania wyznacznikéw do-
brze znang w algebrze numerycznej metode, polegajaca na redukcji wyznacz-
nika stopnia s do wyznacznika stopnia (s-1), zgodnie z réwnaniem:

all °12 *" 8IS S22 a23 az2s
a21 a22 *** a23 a32 a33 «“ B3s
= all
asl as2 "e ass as2 a;3 - a'sa
gdzie
a" * a allaik dla i,k 2,3 ,e
atl
(zaktadamy, ze / 0).

Réwniez w tym przypadku Jest mozliwe, ze pewne minory stopnia p beda roéw-
ne zero. Na przyktad bedzie tak, gdy wybierzemy nastepujgce kolumny ma-
cierzy wspotczynnikéw ograniczen zadania przyktadowego: 1, 2, 3, 4, 5, 8,
9, 10, 11, 12, 15, 16, 17. Otrzymany minor przedstawiono na rys. 4. 2 po-
danego przyktadu wynika zatem, ze warunkiem koniecznym (sle nie wystar-
czajacym) niezerowos$ci rozwazanych minoréw jest taki wyb6or kolumn z ma-
cierzy A, aby w kazdym wierszu wspoétczynnikéw ograniczen (2), wystapita
co najmniej jedna Jedynka (wiersz 6 oraz 7 minora z rys. 4 nie spednia-
ja tego warunku). Inaczej moéwigc, kazdy minor stopnia p powinien zowie-
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wybrane kolumny macierzy z rys. 2

1 2 3 4 5 8 9 10 11 12 15 16 17

Rys. 4. Wybrany minor 3topnia p*13 dla macierzy A 2z rys. 2

ra¢ co najmniej Jedna z kolumn: 1. m+1, 2n+l t(n-1)m+l1, co najmniej
jedna z kolumn: 2, m+2, 2m+2,...,(n-1)a+2,..., oraz co najmniej jedna z
kolumn: m, 2m,, 3m nm (patrz rys. 3). Wtedy mozliwe Jest uporzadko-
wanie wybranych kolumn w taki sposéb, poczynajac od lewej strony, ze w
i-tej kolumnie (dla i » 1,2,...,m) bedzie wystepowaé jedynka w i-tym
wierszu. Takie uporzagdkowanie pierwszych m kolumn utatwia obliczenie wy-
znacznika wybranej podmacierzy (p x p)-

Stosujac opisang wczes$niej metode obliczania wyznacznikéw, otrzymamy z
minora stopnia p minor stopnia (p-w) , sktadajacy sie z zer,jedynek oraz

- jedynek. Przeksztatcajac go otrzymany réwny mu z doktadnoscig do zna-
ku, minor stopnia (p-m), sktadajacy sie wytacznie z (p-m)* kolumn wspdt-
czynnikéw ograniczen (3%). PowyZaze przeksztatcenia zostaty przyktadowo
zilustrowane na rys. 5. Otrzymany minor stopnia (p-m) sktad8 sie wytgcz-
nie z zer i Jedynek, tak wiec obliczajgc Jego wartos¢ (stosujgc opisang
metode, nioZna Jedynie odjg¢é O lub 1 od O lub 1. Ve wszystkich tych przy-

2 3 4 5 6 81011 12 *4 15 17 21 8 2 3 4 5 61410 11 12 15 17 21
11 11
111 1 1
11 11
11 1
111 111
11 1
-1 -1 1
-1 -1 -1 -1 111
-1
1 -1 11
111 1
1 -1

Rys. 5. Etapy obliczania wybranego minora stopnia p macierzy A z rys. 2



Zagadnienie optymalnogo przydziatu realizatoréw.. 137

podkach otrzyma sie réwniez 0 lub 1, z wyjatkiem przypadku odjecia 1 odO,

gdzie.otrzymano by (-1). Istnieje wiec mozliwo$s¢ otrzymania minora o ele-
mentach bedacych zerami, jedynkami i jedynkami. Postepujac dalej w
ten sam sposd6b mozna, obliczajec wyznacznik kolejnego, nizszego stopnia,

odje¢ 0, 1 lub m-1! od 0, 1 lub f-I). We wszystkich tych przypadkach
otrzyma sie znowu O, 1 lub (-1), z wyjatkiem sytuacji, \ ktérej odejmowac
sie bedzie 1 od (-i), albo £-1) od 1, kiedy otrzyma sie odpowiednio (-2)
albo 2. Wszystkie sytuacje, w ktorych ts dwa ostatnie przypadki

moga wy-
stapi¢ mozna sprowadzié¢ do przedstawionej na rys.

6. Ale z ponizszej wha-
snosci macierzy wspo6dczynnikéw ograniczen (3°) wynika, ze powyzsza sytua-
cja nie moze wystagpic.

Rys. 6. Posta¢ hipotetycznego wyznacznika

Wkasnos¢ 3

Jesli w jakiejkolwiek kolumnie macierzy wspoétczynnikéw ograniczen f3%)

wystapi Jedynka, a po niej ftzn. w nastepnym wierszu tej kolumny) O.

to wszystkie kolejne elementy tej kolumny ftzn. wystepujace w nastep-
nych wierszach) sg.réwniez réwna O.

Whasnos¢ powyzsza jest konsekwencja wprowadzonych zasad numeracji zadan

Je M, umowy dotyczacej wypisywania ograniczen (3°) w kolejnosci zgodnej z

kolejnoscig realizowania zadan w czasie oraz wynika z zatozenia, Ze kazdy

zbior zawiera kolejne liczby naturalne. Tak wiec w przypadku b)

kazdy minor stopnia p macierzy A (p x r) jest réwny 0, g lub f-1).
Rozwazane twierdzenie zostato wiec udowodnione.
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3AAAHA OniMA”bHOroO HA3HAmMiHHII
B HEKOTOPOM KOMWIEKCE 3ABHC;tL/iHX OrTEPAIULtti

Ve3» ide

B pad6oie oaccyxflaeTCfl HexoTopuii cnem ~.ueor.:?: ::i.n KOMiuieKca 3ao0«ctiM UX
onepawtii h C3iidaHHas ¢ hmm npoGzeua Tenora Ra3nageHHj! onepaimB k Hcno.nmTe-
jihm, Koiopoe ;<Meei MHKHMaabHyKi cTOHMOCTb. 3Ta stpofijieMa Ohma c$opwy”~HpoBaHa
b Bitne 3anaw .iHHeiiKoro neaotnczeHnoro nporpartiticpoBaH xa. 3 padoie O6tuih rto-
nasaHu KeKoropae oBOitcTBa TaitoK (JopHyjiKpoBKi; npoii.T.MUMTO cnejtazo bosmokhkm,
¢¢i*. paBeHCTBOHHbDC orpaHHReHzi!, noKasaTe.TbOTso Teopt-Mu 0 pelioaitcjieHitocTH on-

TzualibHoro penemta oToit TtpoéneMu.

THE PROBLEM OF THE OPTIMAL ASSIGNMENT OF REALIZERS
AT THE COMPLEX OF DEPENDENT TASKS OF THE SPECIAL TYPE

Summary

In the paper some specific type of the complex of dependent tasks and
the problem of cost-minimal assignment of tasks to realizers are discused.
The problem is formulated in terms of integer linear programming. It is
possible, for the equality constraints,to prove that the optimal solution
of the problem is integer-valued.



