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Streszczenie. W pracy Jest rozważany pewien specyficzny typ kom- 
plek9u zadań zależnych oraz zwięzany z nim problem minimalno-kosz- 
towego przydziału zadań do realizatorów. Problem ten został sformu­
łowany w postaci zadania programowania liniowego całkowitoliczbowe- 
go. W  pracy wykazano pewne własności takiego sformułowania proble­
mu, co umożliwiło udowodnienie, dla ograniczeń równościowych.twier­
dzenie o całkowitoliczbowości rozwiązania optymalnego tego problemu.

1. WSTĘP

W pracy Jest rozważany pewien szczególny typ kompleksu zadań zależ­
nych. Poszczególne zadania wchodzęce w skład kompleksu maję określone 
względne chwile ich rozpoczęcia i zakończenia. Stęd też możliwe Jest zbu­
dowanie a priori diagramu czasowego opisujęcego harmonogram realizacji po­
szczególnych zadań kompleksu. Przykładowy taki diagram został przedstawio­
ny na rys. 1. Opisuje on żędane chwile rozpoczęcia i zakończenia każdego

Rys. 1. Przykładowy diagram
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zadania, ze względu na stan zaawansowania pozostałych zadań kompleksu. 
Przykładowo opatrz rys. l) zadanie 4 powinno być rozpoczęte w chwili, « 
której zadanie 3 znajdzie 3ię w ściśle określonej fazie reallzscj i. Sytua- 
cja taka występuje wówczas, gdy mamy do czynienia z procesem przemysłowym 
którego reżim technologiczny wymusza rozpoczynanie i kończenie każdego 
zadania w ściśle określonych chwilach czasu, zależnych od stanu zaawanso­
wania zadań rozpoczętych wcześniej i uniemożliwia przerywanie realizacji 

zadań,
Ola zadanej liczby uniwersalnych realizatorów powstaje wówczas, przy 

określonych dodatkowo kosztach realizacji każdego zadania na każdym rea­
lizatorze, problem takiego przydziału realizatorów do zadań kompleksu, 
aby sumaryczne koszty realizacji kompleksu zadań były minimalne. Problea 
powyższy można sformułować również w zagadnieniach zarządzania złożonymi 

przedsięwzięciami typu badawczego, czy też projektowego.

2. DEFINICOE I OZNACZENIA

W  celu ścisłego sformułowania problemu zostanę wprowadzone następujące 

definicje i oznaczenia.
N iech :

- T oznacza zbiór dyskretnych chwil czasu, należących do przedziału czase 

< 0  ,T>:

T  i 1 , 2 .... t |.
1

- M oznacza zbiór zadań, które należy zrealizować w przedziale czasu <0,I>

M »f {l,2 .....m j .

- N oznacza zbiór uniwersalnych realizatorów fkażde zadanie ze zbioru 
może być wykonane przez dowolny z realizatorów ze zbioru N):

N *f jl,2,j.. ,n j,
- T' oznacza zbiór chwil, w przeciągu których należy wykonać zadanie ] e'

t e T  [zadanie j jest realizowane, zgodnie z zadanym diagr8ae' 

zaiowym opisującym kompleks zadań, w chwili tj,

'zakłada się, że każdy zbiór t zawiera kolejne liczby natural"«'
tzn. żo 0 t  « T  ). że min T < t < m a x  T i zadanie j nie Jest, zgoc- 

nie z zadanym diagramem, realizowane w chwili tj.
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- M oznacza zbiór zadań realizowanych w chwili t e T :

- X =f | c e T [ V f ta ,t2 e t ): M t ^ M t i «-> (Mt c M t )|.

Będzie użyteczne ponBdto, w trakcie dowodzenia całkowitoliczbowości 
rozwięzań bazowych problemu i wprowadzenie pewnych zasad numeracji zadań 
JfM. Niech mianowicie zadania te będę ponumerowa/ie w taki sposób, sby 
spełnione były następujęce warunki:

a) Jeśli min <. min , to J <  k ,
b) Jeśli min = min i max <  max , to J <  k,

gdzie J ,k - numery zadań.

W celu zilustrowania wprowadzonych definicji rozważmy przykładowy dia­
gram przedstawiony na rys, 1. Zachodzi dla niego:

T « ( l , 2 .... 22J, M = [l,2 ,3,4,5,6 ,7 ], = T? = { l ,2.3 ,4.5 },

Tj » 1 1, 2 14 j , - | 8 ,9...... 1 4 ], T5 «= (l3 ,14..... 22].

Tg - Ty - 1 17,18......2 2}, = M2 = ... = Mg - (1 ,2 ,3],

Hg = ki? » (3}, Mg = Mg ■ ... = M 12 = ( 3 ,4] itd.

Oefinicia zbioru f  nie Jest Jednoznaczna - np. następujęce zbiory chwil:
1 .3 .17], (1 ,1 3 ,18]..... (1 ,1 3 ,2 2 ], (1 ,1 4 ,1 7 ], (l,14,18]..... (1 ,1 4 ,22].,
2.13.17], (2,13,18] itd., spełniają warunki tej definicji. Nie prowadzi 
to Jednak, Jak się okaże, do niejednoznaczności w sformułowaniu problemu.

Można zauważyć, że nie Jest konieczne określanie Jednocześnie zbiorów
Tj oraz M f , gdyż Jedne z nich można wyznaczyć na podstawie znajomości
drugich. Znając zbiory T można określić zbiory i odwrotnie - na
podstawie znajotńości zbiorów M t można określić zbiory . Mianowicie:

-Jeśli dane sa zbiory Ti ,T2 "  • '  ,Tm '  t o  c*^a k8ŻC,090 t eT Jest

M t - ( j e  Mjt c t J ,

- jeśli dane są zbiory M ,M^ ,.., ,M^., to dla każdego J c M  Jest

TJ = { « T j j e M . j .

3. SFORMUŁOWAŃJfi PR03L2:IU

Rozważany problem można sformułować w postaci zadaniB programowania li­
niowego całkowiroliczbowego v/ sposób następujący. Dla zadanego diagramu 
czasowego opisującego pewien kompleks zad;.ń rozważeręno typu, a więc dla

df J e M | zadanie J jest realizowane w chwili t] ,
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określonych zbiorów T  , M, T ji M (lub M t , t e T )  oraz zbioru uniwersal­
nych realizatorów N i zadanych kosztów, realizecj i ^kosztów przydziału)

ij
zadania j przez realizator i, dla i = l,2,...,n, j = l,2,...,m,

należy znaleźć minimum funkcji relu

I  2
i=l J=1

aij*ij 1)

przy ograniczeniach

= 1, dla J ■= 1,2,...,m,

1*1

(2 )

Z

3« M t

dla 1,2 , ,n, tct

ij
1 lub O, dla 1 . 2 , ,n, j 1 ,2 , , m ,

gdzie

13

(3)

(4'

i ,1, Jeśli zadanie J ma zostać wykonane przez realizator 

O, w przeciwnym przypadku.

W sformułowanym zadaniu chodzi o minimalizację sumarycznych kosztów 
realizacji zadań kompleksu. Ograniczenie (2) gwarantuje, że każde zadanie 
zostanie wykonane przez dokładnie jeden realizator, natomiast ogranicze­
nie (3) zapewnia, że w każdej chwili czasu każdy realizator będzie wyko­

nywał co najwyżej jedno zadanie.
Sformułowany problem jost nowy, w stosunku do znanych w literaturze. 

Różni się on w sposób istotny, ze względu no postać ograniczeń (3 ), 
klasycznego zadania przydziału W .  [5]- Pokazany na rys. 1 przykładowy 
diagram sugeruje pewne podobieństwo problemu do zagadnień planowania sle- 
ciowego [3], czy też do zagadnień sterowania rozdziałem zadań 1 zasobów w 
kompleksie operacji [7]. W zagadnieniach planowania sieciowego, dla dane­
go grafu opisującego kolejnośclowe zwięzki logiczne między poszczególny­
mi czynnościami, należy określić takie terminy rozpoczęcia i zakończeni« 
każdej czynności, aby czas wykonania cBłego przedsięwzięcia był mlniaal- 
ny. Gdy problem polega na minimalizacji kosztów przedsięwzięcia, to rów­
nież należy określić terminy rozpoczęcia i zakończenia każdej operacji" 
takie, aby czas realizacji kompleksu nie przekroczył zadanej liczby. Na­
tomiast w rozważanym w pracy problemie terminy rozpoczęcia i zakończeni« 
każdego zadania (czynności) sę z góry określone, należy natomiast znałeś 
t8ki przydział zadań do realizatorów, aby zminimalizować sumaryczny koszt
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wykonania wszystkich zadań. Sformułowany problem różni się również, z 
tych samych powodów co wyżej wymienione, od problemów optymalizacji ko­
lejności operacji w dyskretnych systemach produkcyjnych przedstawionych w
[2]. Ponadto, opisanego przez dany diagram kompleksu zadań nie można w 
ogólnym przypadku przedstawić w postaci grafu w konwencji "operacja na lu­
ku", a z reguły tak przedstawiane sę czynności w problematyce planowania 
sieciowego. Możliwa jest natomiast zobrazowanie zależności pomiędzy zada­
niami opisanymi przez diagram typu przedstawionego na rys, 1, w postaci 
grafu w konwencji "operacja na wierzchołku". Istnieję diagramy, dla któ­
rych otrzymany w tej konwencji graf okazuje się być grafem nieodwracalnym 
[ó] . Próbuj ęc natomiast umiejscowić rozważany problem w kontekście zagad­
nień sterowania rozdziałem zadań i zasobów w kompleksie operacji należy 
wspomnieć o dotyczęeej tych zagadnień umowie terminologicznej zapropono­
wanej VI W :  "Będziemy mówili o sterowaniu rozdziałem zadań. Jeżeli kężde 

operacja żęda w każdej chwili czasu jednej jednostki zasobu tylko jedne­
go rodzaju. W pozostałych przypadkach powiemy o sterowaniu rozdziałem za­
sobów". W świetle powyższej umowy rozważany problem należałoby zakwalifi­
kować do problematyki sterowania rozdziałem zadań. ¿Jednakże w problematy­
ce tej, omówionej w [7], występuję Jedynie zadania minlmslno-czasowe.

4. WŁASNOŚCI PROBLEMU I TV'IERDZENIE O CAŁKOWITOLICZBOWOŚCI
ROZWIĄZANIA OPTYMALNEGO

Własność 1 (istnienie rozwięzanla problemu)

Rozwlęzanie problemu nie istnieje, Jeśli
I
(3t et): card M^ >- n.

Inaczej - rozwięzanie problemu istnieją, jeśli

f V  t « t ) : card M n.

Z powyższego wynika, że minimalna liczba realizatorów, dla której ist­
nieje rozwięzanie problemu nm in - JeBt określona następujęco:

n_,„ = max(card M 
nln t€t 1

Własność 2 (charakteryzacja problemu z ograniczeniami równościowymi)

Sformułowany w p. 3 problem Jest, w ogólnym przypadku, problemem z
ograniczeniami nierćwnościowymi, lecz w sytuacji gdy

i V  t |t ): card M t » n ,
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to ograniczenia f3 staję się ograniczeniami równościowymi

X

3 e M t
13

dla 1 . 2  . t ei (31)

a problem 9taje się problemem z ograniczeniami równościowymi.
Oczywiste Jest, że Jeśli rozważamy problem z ograniczeniami równościowy­

mi, to n Jest równe nmin*
Dla przykładowego diagramu przedstawionego na rys. 1, przyjęcie liczby 

realizatorów n-3 prowadzi do problemu z ograniczeniami równościowymi. 

Dla tego diagramu oraz danej macierzy kosztów realizacji zadań h j ]  3x7 
można przykładowe zadanie sformułować następująco: należy znaleźć minimum 

funkcji calu

3 7

Z  z
i-1 J»1

a iJx iJ'
(5)

przy ograniczeniach:

3

Z
i-1

x iJ = 1. dla 3 - 1,2,... ,7, <6)

x il ♦ x 12 + x 13 - l'

x i3 " X 14 + X 15 ” 1 . , dla i » 1,2,3, (7)

Xi5 + x i6 ♦ x i7 - 1

x i3 = 1 lub 0, dla i “ 1,2.3, 3 = 1 , 2 .....7. (8)

Zostanie pokazane, że dla ograniczeń równościowych wszystkie rozwiąza­
nia bazowe sformułowanego w p. 3 problemu są całkowitollczbowe. Będzie to 
uprawniać do odrzucenia ograniczenia całkowitoliczbowego (4) na zmienne 

oraz, po wprowadzeniu ograniczeń na nieujemność tych zmiennych, do 
stosowania do rozwiązywania takich problemów znanych metod rozwiązywania 
ciągłych zadań programowania liniowego. Otrzymane rozwiązanie będzie ze- 
ro-Jedynkowo, gdyż prawa strona ograniczeń ( z ) , (3 ) składa się wyłącznie 
z Jedynek. Powyższe zostało sformułowane w postaci twierdzenia.

Twierdzenie

Sformułowany w p. 3 problem Jest, dla ograniczeń równościowych, 
ograniczeń (2), (3') oraz przy dodatkowym ograniczeniu

tzn.

x ij > 0 ,  dla i = 1,2 n, J = 1, 2 m ,
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problemem programowania liniowego o wszystkich 
całkowitych.

rozwiązaniach bazowych

Oowó d

Rozważmy ograniczenia (2), (3*) problemu. Dla rozpatrywanego przykła­
dowego zadania są to ograniczenia (7), a macierz ich współczynników
przedstawiono na rys. 2. W ogólnym przypadku problemu z ograniczeniami 
równościowymi macierz ich współczynników będzie miała postać pokazaną na 
rys. 3. Przyjęto zasadę wypisywania ograniczeń (3') w kolejności zgodnej 
z kolejnością realizacji zadań w czasie. Przyjęcie takiej umowy ułstwi 
dostrzeżenie i wykorzystanie pewnych własności macierzy wapółczynników o- 
graniczeń. Na rys. 3 oznaczono

k =* cardtf.
Zachodzi

(9)

gdyż dla dwóch zadań możliwe jest tylko jedno rozważane ograniczenie, a 
każde kolejne zadanie (trzecie, czwarte itd.) wprowadza co najwyżej Jedno 
dodatkowe ograniczenie, a zatem liczba ograniczeń k Jest dla każdego rea­
lizatora, mniejsza od liczby zadań m. Łatwo można zauważyć, że wiersze 
«acierzy współczynników ograniczeń (2), (3*) są zależne. Usuwając grupę 
ostatnich k wierszy, posiadających Jedynki w kolumnach związanych z 
ostatnim realizatorem (dla zadania przykładowego są to ostatnie 3 wiersze 
saclerzy współczynników ograniczeń z rys. 2), otrzymamy macierz o nieza­
leżnych wierszach.

1 realizator 2 realizator 3 realizator

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

X11X12X 13X 14X 15X16X17X21X22X23X24X25X26X27X31X32X33X34X35X36X 37

numery 
kolumn 
zmien­
ne pro­
blemu

ogra­
nicze­
nia
(6 )

ogra­
nicze­
nia
(7)

lys. 2. Macierz współczynników ograniczeń dla przykładowego zadania
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A- ■

1 .

1 1

1 1 .  . .

1 1

ograni­
czenia

( 2 )

ograni­
czenia 
(3' )

Rye. 3. Ogólna postać macierzy współczynników ograniczeń dla problemu z
ograniczeniami równościowymi

Tę ostatnią oznaczmy przez A (rys. 3), a liczbę Jej wierszy o kolumn od­

powiednio przez p i r. Zachodzi:

p = m +  ( n - l ) k ,  

r » n m.

z (9) mamy

gdzie d >  O, a wi ę c : 

z czego wynika, że

k + d ,

p - n k + d
r = n k + n d ,

W niniejszym dowodzie będzie wykorzystane, udowodnione' w [4 ] oraz przed­
stawione w [5], następujące twierdzenie dotyczące macierzy A = ■ 1 s
c i t2  v , j - 1,2,...,w, rzędu v, której wszystkie elementy są licz­
bami całkowitymi. Otóż twierdzenie to orzeka, że warunkiem koniecznym 1 

dostatecznym na to, aby wielościan:

X  a U X J  =  b i '  d l 8

3 = 1

1 . 2  V ,

x 3 > 0 ’
dla 1 = 1 ,2 ,

był całkowitoliczbowy (tzn. wszystkie Jego wierzchołki - rozwiązania ba­

zowe były całkowitoliczbowa) Jest. aby dowolny minor stopnia v dla #*■
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clerzy A był równy O lub ¿1. Dowód zo9tanie przeprowadzony oddziel­
nie dla dwóch następujących przypadków:

a) gdy minor stopnia p macierzy A nie zawiera żadnej kolumny związa­
nej z ostatnim realizatorem, tzn. żadnej spośród kolumn (n-l)m+l, 
(n-1)m+2,...,n m (odpowiednio - żadnej spośród ostatnich 7 kolumn ma­
cierzy współczynników ograniczeń zadania przykładowego),

b) gdy minor stopnia p macierzy A zawiera co najmniej jedną kolumnę
związaną z 09tatnim realizatorem, tzn. co najmniej jedną spośród ko­
lumn (n-l)m+l, (n-1)m+2,... ,n m (odpowiednio - co najmniej Jedną spo­
śród ostatnich 7 kolumn macierzy współczynników ograniczeń zadania 

przykładowego))

Przypadek a)

Usuwając z macierzy A wszystkie kolumny związane z ostatnim realiza­
torem, otrzymamy macierz o wymiarach p x (r-m), o zależnych wierszach 
(takiego typu jak wyjściowa macierz, z której otrzymano macierz a ). Wy­
bierając z niej dowolne p kolumn otrzymamy macierz kwadratową (p x p) 
również o wierszach zależnych. Wyznacznik takiej macierzy Jest oczywiście 

równy 0.

Przypadek b)

W przypadku tym będziemy wykorzystywać do obliczania wyznaczników do­
brze znaną w algebrze numerycznej metodę, polegającą na redukcji wyznacz­
nika stopnia s do wyznacznika stopnia (s-l), zgodnie z równaniem:

all °12 * "  8 lS S22 a23 a2s
a21 a22 **' a23

= all
a32 a33 •“ B 3s

asl as2 " •  ass as2 a;3 — a'sa

gdzie

a 11 ai ka' * a  dla i,k ■= 2 , 3  ,e
ałl

(zakładamy, że / 0).
Również w tym przypadku Jest możliwe, że pewne minory stopnia p będą rów­
ne zero. Na przykład będzie tak, gdy wybierzemy następujące kolumny ma­
cierzy współczynników ograniczeń zadania przykładowego: 1, 2, 3, 4, 5, 8, 
9, 10, 11, 12, 15, 16, 17. Otrzymany minor przedstawiono na rys. 4. 2 po­
danego przykładu wynika zatem, że warunkiem koniecznym (sle nie wystar­
czającym) niezerowości rozważanych minorów jest taki wybór kolumn z ma­
cierzy A, aby w każdym wierszu współczynników ograniczeń (2), wystąpiła 
co najmniej jedna Jedynka (wiersz 6 oraz 7 minora z rys. 4 nie spełnia­
ją tego warunku). Inaczej mówiąc, każdy minor stopnia p powinien zowie-
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wybrane kolumny macierzy z rys. 2

1 2 3 4 5 8 9 10 11 12 15 16 17

1 1 1
1 1 1

1
1 1 1

1 1 1

Rys. 4. Wybrany minor 3topnia p*13 dla macierzy A z rys. 2

rać co najmniej Jedną z kolumn: 1. m + 1 , 2n + l t(n-l)m+l, co najmniej 
jedna z kolumn: 2, m+2 , 2m + 2 ,...,(n-1)ą+2,..., oraz co najmniej jedną z 
kolumn: m, 2m „ 3 m  n m (patrz rys. 3). Wtedy możliwe Jest uporządko­
wanie wybranych kolumn w taki sposób, poczynając od lewej strony, że w 
i-tej kolumnie (dla i » l,2,...,m) będzie występować jedynka w i-tym 
wierszu. Takie uporządkowanie pierwszych m kolumn ułatwia obliczenie wy­

znacznika wybranej podmacierzy (p x p).
Stosując opisaną wcześniej metodę obliczania wyznaczników, otrzymamy z 

minora stopnia p minor stopnia (p-w) , składający się z zer,jedynek oraz 
- jedynek. Przekształcając go otrzymany równy mu z dokładnością do zna­

ku, minor stopnia (p-m), składający się wyłącznie z (p-m)' kolumn współ­
czynników ograniczeń (3'). PowyZaze przekształcenia zostały przykładowo 
zilustrowane na rys. 5. Otrzymany minor stopnia (p-m) skład8 się wyłącz­
nie z zer i Jedynek, tak więc obliczając Jego wartość (stosując opisaną 
metodę, ni o Zn a Jedynie odjąć O lub 1 od O lub 1. V.’e wszystkich tych przy-

2 3 4 5 6 8 10 11 12 *4 15 17 21

1 1
1 1 1

1 1
1 1 

1 1 1  
1 1

8 2 3 4 5 6 14 10 11 12 15 17 21

1 1
1 1

1 1
1
1 1 1

1

-1 -1
-1 -1 -1 -1

-1
1 -1 
1 1 1  

1 -1

1
1 1 1

1 1 
1

Rys. 5. Etapy obliczania wybranego minora stopnia p macierzy A z rys. 2
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podkach otrzyma się również 0 lub 1, z wyjątkiem przypadku odjęcia 1 od O , 
gdzie.otrzymano by (-l). Istnieje więc możliwość otrzymania minora o ele­
mentach będących zerami, jedynkami i jedynkami. Postępując dalej w
ten sam sposób można, obliczajęc wyznacznik kolejnego, niższego stopnia, 
odjęć 0, 1 lub ■-1! od 0, 1 lub f-l). We wszystkich tych przypadkach 
otrzyma się znowu 0, 1 lub (-1), z wyjątkiem sytuacji, vj której odejmować 
się będzie 1 od (-i), albo f.-l) od 1, kiedy otrzyma się odpowiednio (-2) 
albo 2. Wszystkie sytuacje, w których ts dwa ostatnie przypadki mogą wy­
stąpić można sprowadzić do przedstawionej na rys. 6. Ale z poniższej wła­
sności macierzy współczynników ograniczeń (3‘) wynika, że powyższa sytua­

cja nie może wystąpić.

1 ... — 1 ...

1 ... 1 ...

Rys. 6. Postać hipotetycznego wyznacznika

Własność 3

Jeśli w jakiejkolwiek kolumnie macierzy współczynników ograniczeń f3') 
wystąpi Jedynka, a po niej ftzn. w następnym wierszu tej kolumny) 0. 
to wszystkie kolejne elementy tej kolumny ftzn. występujące w następ­

nych wierszach) są.również równa 0.

Własność powyższa jest konsekwencją wprowadzonych zasad numeracji zadań 
Je M, umowy dotyczącej wypisywania ograniczeń (3‘) w kolejności zgodnej z 
kolejnością realizowania zadań w czasie oraz wynika z założenia, Ze każdy 
zbiór zawiera kolejne liczby naturalne. Tak więc w przypadku b)
każdy minor stopnia p macierzy A (p x r) jest równy 0, q' lub f-l). 

Rozważane twierdzenie zostało więc udowodnione.
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THE PROBLEM OF THE OPTIMAL ASSIGNMENT OF REALIZERS 
AT THE COMPLEX OF DEPENDENT TASKS OF THE SPECIAL TYPE

S u m m a r y

In the paper some specific type of the complex of dependent tasks and 
the problem of cost-minimal assignment of tasks to realizers are discused. 
The problem is formulated in terms of integer linear programming. It is 
possible, for the equality constraints,to prove that the optimal solution 

of the problem is integer-valued.


