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STEROWALNOSC UKLADOW DYNAMICZNYCH TYPU 2-D

/

Straazczonle. W artykule oodano definicje nastepujacych rodzajoéw
sterowalnosei uktadéw dynamicznych typu 2-D: Ilokalnej sterowalnos$-
ci, modelnej storowalnoscl oraz storowalnoscl pary macierzy wielo-
mianowych. Sformutowano warunki konieczne i wystarczajgce roznych
rodzajow aterowalnos$ci oraz rozpatrzono zwigzki pomiedzy nimi. Po-
nadto wykazano, ze oterowalno$¢ nodalna Jest powszechne wiasnos$cia
uktadu dynamicznego typu 2-D. Przedstawiono réwniez przyktady ilus-
trujace teorie.

1. WPROWADZENIE

\V/ ciegu ostatnich kilku lat w literaturze poswieconej teorii uktadow
dynamicznych ukazato sie wiele prac dotyczgcych, tzw. uktadoéw dynamicz-
nych typu 2-D. Se to og6lnie rzecz biorac uktady dyskretne o dwu zmien-
nych niezaleznych, czyli uktady, ktére sa okreslone w dyskretnych punk-
tach ptaszczyzny.

W niniejszym artykule zostang rozpatrzone Jedynie zagadnienie stero-
walnosci uktadéw dynamicznych typu 2-D, a w szczeg6lnosci zagadnienia lo-
kalnej, globalnej i modalnej storowalnoscl. Artykut stanowi przeglad do-
tychczasowych rezultatéw z tej dziedziny, ktére zostaty zamieszczone w
pracach [1-13]. Wszystkie twierdzenie podane s bez dowodéw a jodynie z
odpowiednimi odnosSnikami do literatury.

Rozwéj teorii uktadéw dynamicznych typu 2-D wigze sie Scisle 2z coraz
szerszym ich zastosowaniem w praktyce, a w szczeg6lnosci przy projektowa-
niu Ffiltréw dwuwymiarowych [9], £13]. Inne przyktady zastosowan teorii u-
ktadéw dynamicznych typu 2-D podane sg w pracsch [I1] oraz [i2], gdzie
przedstawione roéwniez metody ich projektowania i konstrukcji.

0goélnie, w podejsciu do uktadédw dynamicznych typu 2-D mozna wyro6znic
dwa zasadnicze kierunki: pierwszy oparty na rachunku macierzowym £11] [12]
[13] oraz drugi polegajecy na wykorzystaniu wotod algebraicznych, a w
szczeg6lnosci teorii wielomiandéw wielu zmiennych [1-io]. W niniejszym ar-
tykule reprezentowane sa obydwa te kierunki, z podkresleniem zwigzkéw mie-
dzy nimi.
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2. OPIS MATEMATYCZNY UKLADU DYNAMICZNEGO

W literaturze poswieconej uktadom dynamicznym typu 2-D spotyka sie wie-
le réznych opiséw matematycznych tych uktadéw [3j, £6]1 , [71., [163J11]
£12], [13]- Najopélniejszym z nich Jest opis zamieszczony w pracach [12]
oraz [13] , bedacy jednoczesnie punktem wyjscia do dalszych rozwazan za-
wartych w niniejszym opracowaniu.

Liniowy, stacjonarny uktad dynamiczny typu 2-D opisany Jest nastepuje-
cymi réwnaniami réznicowymi [123, £13j :

x(i+l,3) »AM(i ,J) + A2y(i,j) + Blu(i,j) 2.1

y(i,J0) -Ajx(i,J) + Ady(l,j) + B2u(i,j) 2.2)

z warunkami brzegowymi x(o0,j) « xB, y(i,0) * yB oraz algebraicznym roéw-
naniem wyj$ciapostaci

v(@i,j) - CrU.J) + C2y(i,j), 2.3)

gdzie iszt, J«Z*, Z* Jjest zbiorem nieujemnych liczb catkowitych.

x(i ,JJ)aRn, y({l,J)ERn, v(i,J)eRq, u(i,j)cRp, natomiast macierze Aj",
A2, Aj, A4, B, B2, Cj, C2, sg macierzami o odpowiednich wymiarach, a ich
elementy sg liczbami rzeczywistymi. Dla skrécenia zapisu wprowadza sie
nastepujace oznaczenia

\ az2c B x(i-J)
B » C - [Cj c2], s(i,J) -

A3 A4l ,S2. -y(@i LJ)

Wektor x(i,j) nazywa sie horyzontalnym wektorem stsnu, natomiast wektor
y(i,j) nazywa sie wertykalnym wektorem stanu [8], [12J. Ogd6lna definicja
stanu uktadu dynamicznego typu 2-D Jest bardziej skomplikowana i bedzie
omawiana w dalszej czes$ci Brtykutu.

W celu okresSlenia macierzy tranzycji Al’" oraz wyznaczenia odpowie-
dzi uk#adu v(i,j) na ciag sterowan u(l,j), 1€zZ*, je Z+, wprowadza
sie nastepujace definicje.

Definicja 2.1. Dla par liczb catkowitych (i,j) oraz (h,k),i,J ,h,ki Z,
wprowadza sie czesciowy porzadek okreslony nastepujaco
(h,k) (i,j) wtedy 1tylko wtedy, gdy h~i oraz k»,J,
(h,k) - (i.j) wtedy 1tylko wtedy, gdy h » i oraz Kk = j,
(h,k) < (i.J) wtedy i tylko wtedy, gdy (h,k) <(i,]j) oraz (h,k)="(i,]J)-
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Doflnlcja 2.2. Dla macierzy A » macierz tranzycjl A1™ Jest
A3 A4j
zdefiniowana w spos6b nastepujacy [13] : Al = AL T"°AI™1 "™ + A0 1 A*"~-1
L Xn 0
dla (i.j) > (0,0) AO0,0 -1 In”~ "selerze Jednostkowe o
0o .

wymiarach odpowiednio (n x n) oraz (a x m).

A-1°3 - Al1°-" dla Jstl, i2til.

Z definicji 2.2 wynikajg podstawowa wkasnos$ci macierzy tranzycjl A1"?, a
mianowicie [13J:

Al A2 Al A2
1) A A1"0 ¢ AO"1

LA3 A4J A3 A4J
2) A170 . A1°0 A1"1°0 ¢ A0O"1 A1""1 . A1°0 A1"1°0

3 A0 G1,0) oraz  A°*J . (a0-1)3

L. rin
="
= | oraz 1@ 1 »
- ? In
Xn AL A2 ALl *2
5)  X1°°A -1.0
0 0 A3 a4 0 0

Zatem 11,0A » 11,0A1,0 - A1,0. Podobnie 18;1Aa = x°.1 a0.1 . *0.1
6) 101 A1°0
Zatem 10"1 A1"0 . 0. Podobnie 11,0A0,1 - O.

Podobnie okresla sie nastepujgce potepi:

QI "0
B1-0 , . it z*, BO-1 - JC z
j .0 .
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Za pomoce macierzy tranzycji A* "M _ wyjsScie uk#sdu dynamicznego v(i,j)
wyraza sie nastepujece zaleznoscie

x(0,k)
v(i,j) = C s(i-J) - [CjC2 0
\ k=0
h=i 0
ey - M (Ai-h-17-KkB1"°+Ai-h-J-"~1B0 -1)u(j .k))
0 y (h,0) (0,0)is{h.k)<(1,]j)

2.4

W przypadku uktadéw dynamicznych typu 1-D, tzn. zwykdych uktadéw dyskret-
nych znanych szeroko w literaturze, powyzsze wzory 1 zaleznos$ci se oczy-
vizcle réwniez prawdziwo przy oodstawieniu A2 = 0, AN
B2 =0, C2 w one zatem rozszerzeniem na przypadek ukfadéw dynamicz-
nych tyou 2-D, znanych relacji dotyczacych ukdtadéw dynamicznych tyou 1-D.
Nieco inny, mniej og6lny, model matematyczny ukdadéw dynamicznych typu
2-D rozpatrywany jest w pracy £9] , gdzie odpowiednio réwnanie maje naste-
oujece postac :

y(i+1,J+1) + AOy(i,j) + AjryCi-j#1) + A2y(i+l,j) + B~rii.j) (2.5)

/(1.J) - C y(@i,j) (2.8)

iez+. jez+, y(i.,)eRn, u(l,j)eR0O, v(i-j)cRgq, aq.Al, a2, c2
sa macierzami o odpowiednich wymiarach i elementach bedecych liczbami rze-
czywistymi. Poniewaz y(i+l,J+1) zalezy od y(i.j), wiec réwnanie roézni-
cowe (2.5) Jest réwnaniem drugiego rzedu 1 dB sie przez podstawionie [?J :

*(03) - y@Lg+l) - A y(@Lg) 2.7
sprowadzi¢ do uk#adu roéwnan réznicowych pierwszego rzedu postaci

x(i+1,j) = Arii.j) + (aq + ABA2)y(i.J) + Bjuii.j) 2.7»)

y (i, 3% » x(i,j) * AjyuU.j) (2.8)

Zatem w tym szczeg6lnym przypadku macierze A, B, C maje posta¢ nastepu-
jace [o] :



Sterowalnos$¢ uktadéw dynamicznych typu 2-D 55

W celu okreslenia macierzy transraitancji operatorowych dla uk#adu dy-
namicznego typu 2-D definiuje aie dwuwymiarowg transformacje z, zwang
takze 2-D-Z transformacja £9], . Transformacje typu 2-D-Z dla ciagu
x(i,j), ie Z*, JE£Z* jest zdefiniowana w spos6b nastepujacy [9]), [12J :

-{x{i ,J)J = X(z,w) = oo x(@,3 )z-iwen (2.10)
0 .0)=@.D
Zatem
IxCGi+lL, )i o x(i+l,jp)z7iw-r s z(x(z,w) X*(«)). (2.11)
(0,0)s(i.J)
gdzie :
j»°c
Xg W) = x(0,j)w-J 2.12)
1=0
Podobnie
z|x(i,3+D] x(i.j+Dz"iwd w(x(zw) - Xq(z1), (2.13)
(0.0)sg(i,J
gdzie :
1=00
Xq(z) = x(i ,0)z~1 @.1%
1=0

Zdefiniowana DowyZej 2-D-Z transformacja jest uogdélnieniem na nrzypadek

dwéch zmiennych niezaleznych, znanej w literaturze zwyktej Z transfor-
macji -
Dokonujac obustronnej 2-D-Z transformacji réwnan (2.1), (2.2). 2.3)

oraz wykorzystujagc wprowadzone wczes$niej oznaczenia, uzyskuje sie naste-
pujace zaleznosci

szg., 0" X W)

V . - AjS(z,w) =Bu(z,w) + zin U ~2.15)
0wl 0w Y*(z2)

Y(z,w)= C S(z,w) (2.15)

ZaktadBjaczerowe warunki brzegowe x(o0.j) =0, dlg je Z*, oraz y(i,0)=0
dla ie Z , (zatem Yq (w "= 0 oraz Y~(z) » 0) orazdokonujac odoowied-
nich przeksztatcen roéwnan (2.15) i (2.16), otrzymuje sie macierz transmi-
tancji dl\a uktadéw dynamicznych tyou 2-D w oostaci
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k(z w) - A .17)

Elementami macierzy transmitancji k(z,w) se funkcje wymierne kr8(z,w) =»
b (z-w)
r i

=1,2 - 1,2,... d i h 1 h
arsh w: r , g, S ,2, P, wu zmiennych zespolonyc z

oraz w. Wielomiany brg(z,w)® orez ara(z,w) ag oczywiscie wielomianami
zmiennych zespolonych 2z orez w.
Wprowadza 3ie nastepujace oznaczenia:

R[w] zbiér wielomianéw zmiennej w o wspétczynnikach rzeczywistych.

R(z,w] zbidér wielomianéw zmiennych z oraz w o wspétczynnikach rzeczy-
wistych.

R(w) zbidér funkcji wymiernych zmiennej w.
R(w)[z] zbioér wielomianéw zmiennej z o wspo6dczynnikach ze zbioru R(Ww).
rckP(w) zbidr g x p wymiarowych macierzy o elementach ze zbioru R(w).

Rgxp(W) [zj zbiér g x p wymiarowych macierzy o elementach ze zbioru
R(wW[z],

Stosujec przeksztatcenia podane w pracach [2] oraz [12J, mozna dopro-
wadzi¢ macierz transmltancji k(z,w) do nastepujacej postaci

K(z,w) = c(w)(z+ - a(w))_1b(w) + d(w), (2.18)
gdzie :
a(w) = + A2 (wlm - A4)"1A3
3) = Bl ¢ A2 (uwin - A4y 1By

c(w) cl + c2(wip( - a4)-1b3

d(w) = C2(wln - A4)“1B2

tatwo mozna zauwazy¢, ze wszystkie powyzsze macierze se macierzami trans-
mltoncji pewnych uk#eddéw dynamicznych typu 1-D. Ponadto A(w) e Rn x n(w),
B(w)s Rn X P(w), C(w)e Rg X n(w), Dw)i Rg x m(w).

3. STEROWALNOSC LOKALNA 1 GLOBALNA

W teorii uktadéw dynamicznych typu 2-0 rozréznia sie dwa zaesdi icze
rodzaje standéw uktadu: stan lokalny w punkcie (i,j), s(i,j) = «RrHm
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oraz stan globalny w punkcie (i,j), Si j) =lIx(i,k), y(h,j)J, Jgk, 1¢:hj
Uktady dynamiczne typu 2-D 8« uktadami nleskonczenie-wymierowymi, gdyz
stan globalny S. o Jest elementem przestrzeni nleskonczenie-wymiarowej,
ztozonej z nieskonczonego ciegu par, z ktérych kazda sktada sie z wektora
x(i,k)e Rn oraz waktora y(h,j)e Rm.

W zwiezku z powyzszym definiuje sie dwa rodzaje sterowalno$ci, a mia-

nowicie: sterowalno$¢ lokalne oraz sterowalno$¢ globalne [12] , [13].

Definicja 3.1. Ukkad dynamiczny typu 2-D nazywa sie lokalnie sterowal-
nym, Jezeli dla zerowych warunkéw poczgatkowych SQ Q =jjx(o,k), y(h,0)J,
0"k, O0<:h] = {°"°] 1 dowolnego wektora s* Rn+m istnieje liczby natu-
ralne N, M oraz sekwencja sterowan u(i,j), (0, 0) i,J) (n,M), takie,
ze S(h,m) - a.

W oparciu o definicje 3.1 okresla sie warunki konieczne i wystarczaje-
ce lokalnej sterowalnosci uktadéw dynamicznych typu 2-D, w podobny spoadb
Jek to ma miejsca w przypadku zwyktych uktadédw dynamicznych dyskretnych
zwanych uktadami typu 1-D.

Twierdzenie 3.1 fI3~. Uktad dynamiczny typu 2-D Jest lokalnie staro-
wallmy wtedy i tylko wtedy, gdy tzw. macierz lokalnaj aterowalno$ci Qn m
dana nastepujece relacje

/
Qn.m " [m(1.0)m(@.D ...M(i,j) --- M(n,m)], (3.1)
gdzie :
m(@i,) =Ai_1"J B1,0 + A1~"1B0’1 (0,0) < (i.,jX (n,m (.2
poelada pedny rzed, czyli
rzed Qn m «n + m. (3.3)

Dowéd Uwzgledniajec zerowe warunki brzegowe zaleznosci stanu chwilo-
wego S(i,j) od ciegu sterowan u(h,k), 0,00~ (h,k)< (1,j) ma na pod-
stawie wzoru (2.4) postac

s(i.j) - sz .., (Ai-H-1.J-k BI,0 + Ai-h,J-k-1 B°.I)u(h>k) =
(0,0)«e(h,k)<(i.j)

M(i-h,Jd-K)u(h.Kk). 3.4)
(0,0t6h.K)<(i.j)

gdzie M(r,t) = Ar_1%tB1,0 + Ar"t"1BO "1, dla re z+, tc Z* (3.5)
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Zaleznos¢ (3.4) mozna przedstawi¢ w nieco innej, bardziej zwartej posta-
ci, a mianowicie

S@Gi,J) =Q+J Ui;J, (3.6)
gdzie :
Qi § * [M(Lron M(2,0) n(1,1) M(0,2) ... M(i.D)] . €))
u{ - [UTGi-0,0),uTGLj-1),uT (i-2.3),uT (i-1,§-1),uT (i,§-2)...uT (0,0)]
. (3.8)

T - oznacza znak transpozycji.

Zatem dowolny stan chwilowy S(i,J) Jaat oslegalny za pomoce odpowiednio
dobranej sekwencji sterowan u(h,k), (0,0) ij (h,k) < (i,j) wtedy i tylko
wtedy,gdy (n+m) x ((Ci+l)(G+l) - D)p wymiarowa macierz CL , posiada rzed
réwny n+m. Poniewaz na podstawie uog6élnionego dwuwymiarowego twierdze-
nia Cayleya-Hamiltona [I13]

rzed Q1 » rzed Qn~ dla (n,m) ~ (i.,}§), (3.9)

wiec uk#ad dynamiczny typu 2-D Jest lokalnie sterowalny wtedy i tylko wte-
dy, gdy

rzed Qn B = n +m (3.10)

(n+m) x ((n+1)(m+1) - Dp wymiarowe macierz Qn m nosi nazwe macierzy
lokalnej aterowalnosci dla uktadu dynamicznego typu 2-D.

Rozpatrujec oddzielnie sktadowe x(i,j) wektora S(i,j) w spos6b bez-
posredni dochodzi sie do pojecia tzw. lokalnej horyzontalnej sterowalnos$-
ci. Podobnie rozpatrujec oddzielnie sktadowe y(i,j) wektora S(l,j) o-
trzymuje sie definicje tzw. Ilokalnej wertykalnej aterowalnosci Q8j , fl2j.

Definicja 3.2 [12]. Uktad dynamiczny typu 2-D nazywa sie lokalnie ho-
ryzontalnie sterowalny (lokalnie wertykalnie sterowalny), jezeli dla ze-
rowych warunkoéw poczetkowyeh sq o = {#*0} i dowolnego wektora x eRn (do-
wolnego wektora ye ROL), istnieje liczby naturalne N i1 M oraz sekwen-
cja sterowan u(i.j), (0,0)< (i, )< (n,M, takie, ze x(n ,M=xy (nh,m) =y).

Z twierdzenia 3.1 wynika bezposrednio nastepujecy warunek konieczny i
wystarczajecy lokalnej horyzontalnej (wertykalnej) sterowalnoscl uktadu
dynamicznego typu 2-D.

Twierdzenia 3.2 [12J. Uktad dynamiczny typu 2-D Jest lokalnie horyzon-
talnie (wertykalnie) sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
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sad Q%,m mn (rz%d Qx_m ) - (3.11)

gdzie Qn m jest n x((+1)(m+1)-1)p wymiarowa macierze lokalnej hory-
zontalnej sterowalnosci.

~“n m Jest m *(Ch+1)(m+1)-1)p wymiarowa macierzg lokalnej wertykalnej
sterowalnos$ci.

Macierze

oraz se podmecierzemi macierzy O a mianowi-

\"
%n,m n,p» nm’

cie :
(3.12)

Wniosek 3.1. Lokalna aterowalnos$¢ uktadu dynamicznego typu 2-0 impli-
kuje jego horyzontalna oraz wertykalna lokalna sterowalnos$¢.

Dowéd. Wniosek 3.1 wynika bezposSrednie- z faktu, ze zaleznos$¢ rzed Q »
= n+m implikuje nostepujece roéwnosci: rzed Qn,m = n oraz OK,b - m

Implikacja odwrotna do tej jake reprezentuje wniosek 3.1 nie Jest praw-
dziwa, gdyz uktad dynamiczny typu 2-D moze by¢ lokalnie horyzontalnie i
wertykalnie sterowalny, nie bedec jednoczes$nie lokalnie sterowalny. Jest
to konsekwencja faktu, ze rzad Qn.m N rzad Qﬁ%m + rzad Q%_m S

Oprécz pojecia lokalnej eterowalnosci, dle ukdadéw dynamicznych typu
2-D definiuje sie rowniez tzw. globelne sterowalnos¢ C12] - W tym celu
okresla sie operator sterowalnosci G w spos6b nastepujacy:

U3u g0 X(0,0),y(@i.0), iez 3£z «X (3.13)

U =J uch.k), (h,k) <(0,j), lub (h.kjCii.0), ie Z*. ;4 «u

rl.o

x(0,j) M(-h ,3-K)u(h,k) (3.14)

(h,k)<0,j)

y(1,0) - 10,1 ZAJ  m(i-h ,-k)u (h k) (3.15)
(h,k)<(1,0)

U - przestrzen sterowan.

Definicje 3.3 [12]. Uk*ad dynamiczny typu 2-D nazywa sie globalnie ste-
rowalny wtedy i tylko wtedy, gdy operator sterowalno$ci G Jest operato-
rom aurjektywnym, (jego przoclwdzledzina Jest cate przcetrzenie stanéw glo-
balnych )-

Sfornutowenio sensownych kryteriéw badania globalnej sterowalnosci Jest
zagadnieniem bardzo skomplikowanym i dotychczas brak Jsst w literaturze
traktujecaj o uktadach dynamicznych typu 2-D odno$nych rezultatéw. Ponad-
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to pojecie globalnej sterowolnosci posiada mate znaczenie praktyczne, gdyz
wymaga znejomos$ci nieskonczonej liczby wektordéw sterowan oraz wyznaczenia
nieskonczonej liczby wektoréw stanéw.lokalnych. Sterowelnos$¢ globalna im-
olikuje oczywiscie sterowalnos¢ lokalne uktadu dynamicznego typu 2-D.
Podane w tym punkcie definicje i kryteria badani8 réznych rodzajéw ste-
rowalnosci zwlezane se Scisle z réznicowymi roéwnaniami stanu uktadu, na-

tomiast abstrahula one od wkasnos$ci i struktury transmitencji macierzowej

wo. w . [i], -

Przyktad 3.1. Niech bedzie dany uktad dynamiczny typu 2-D o nastepuja-
cych macierzach:

"aﬁ‘_ AQ’ "0ojor Vq "
A « s 0"joT S - s 1
A3 A 110 o B2. 0.

Zatem n «.3 oraz m « 2. Na mocy zaleznos$ci (8.2) uzyskuje sie nastepu-
jace roéwnosci

LT
Md,0) - a0-0b170 ¢ AL*-A0"1 = 0
o1, 0 B
S0 w0
M(0,1) - A"1,181,0 + A°*°BO,1 s 1
o 1, 8,
0 0 -
ALV
uaL, 1) ~ a0- TR0 4 2 1.0¢0.1- ¥
A3 \j 0 D gy
000 Y 0010 ¢
Uoo10+0001-=020
100 0 0000 1
© 0" 0 000 o "o"
M(0,2) “1.201,0 A0 dghi1 c 001 1 0

A3 100 O 0
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Sted na podstawie zaleznosci (3.1) macierz lokalnej sterowalnos$c¢: 2 ma
postac
i!*o'oilojo
[Mil.0o0! MO, 1) M(I .11 m (0,2)«<M(1 ,2)] o il 0joj i
-1,2 [ R |
tol'oi'iibit.

Zatem rzed QI 2 =3 *n+m . czyli rozpatrywany uktad dynamiczny typu 2-D
Jest lokalnie sterowalny, a co za tym idzie réwniez lokalnie hor>zontal-
nle i wertykalnie sterowalny. Powyzszy przyktad jest ilustracje twierdze-
nia 3.1 oraz wniosku 3.1.

Przyktad 3.2. Niech bedzie dany uk#ad dynamiczny typu 2-0 o nastepuja-
cych macierzach

Al A2 Ti1o® BI° r
A « = r I’lfO B = z i
Ny A J111 1. -82. .

Zatem n =1 oraz m » 2. Na mocy z£"leznosei (3.2). w analogiczny snosc¢b
jak w przyktadzie 3.1, uzyskuje sie nastepujace zaleznos$ci okreslajace
M@ .3, (0.0)< (i.j)iS (1,2).

-I- -I- Irl V Y

m(ino) - 1, MDD - 1+ . m(1,1) = 1 M(0.2) « 2 , m(l.2) « 1
1. 1. _2. 3 7
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Stad na podstawie zaleznosci (3.1) macierz lokalnej, sterowalnosci 0" 2 ma
postac :

Zatem rzad 2 “2<n + m = 3. czyli na podstawie twierdzenia 3.1 rozpa-
trywany uktad dynamiczny typu 2-D nie jest lokalnie sterowalny.

Sytuacja ulega zmianie, gdy rozpatruje sie lokalng horyzontalng (wer-
tykalng) sterowalnos$¢ powyzszego uktadu. Wéwczas odpowiednie macierze ho-
ryzontalrej (wertykalnej) lokalnej sterowalnosci m (Q™ m) maja naste-
pujaca posta¢ (patrz 3.12).

'IIllilZil"
11

A1 172]13]3

Zatem rzad ? »1 «n oraz rzad Q. 2 - 2 « m. Stad na podstawie twier-
dzenia 3.2 rozpatrywany uk#ad dynamiczny typu 2-D Jest lokalnie horyzon-
talnle sterowalny orsz lokalnie wertykalnie sterowalny, mimo, ze nie Jest
lokalnie sterowalny.

Powyzszy przyktad ilustruje fakt, ze wniosek odwrotny do wniosku 3.1
nie Jest prawdziwy, tzn., ze lokalna horyzontalna sterowalno$¢ oraz lo-
kalna wertykalna sterowalno$¢ nie zawsze implikuja lokalng sterowalnos¢
uktadu dynamicznego typu 2-0. Oest to bezposSrednig konsekwencja nastepu-
jacej nierownosci, dotyczgcej rzedoéw macierzy

rzad Qn m

Poniewaz rozpatrywany uktad nie Jest lokalnie sterowalny,wiec nie Jeet
on réwniez globalnie eterowalny.

4. MODALNA STEROWALNOSC

Pojecie modalnej sterowalnosci znane w teorii sterowalnosci uktadéw dy-
namicznych typu 1-0 moze by¢ réwniez rozszerzone na przypadek uktadéw dy-
namicznych typu 2-D. Podstawowe znaczenie przy badaniu modalnej sterowal-
nosci uktadoéw dynamicznych typu 2-D odgrywaja pewne pojecia z dziedziny
algebry, ktore dla wygody czytelnika zostang przytoczone ponizej.
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Definicja 4.1 £I1] . Dwie macierze p(z,w) oraz q(z,w) nad pierscie-
niem R"z.wJ, o tej samej liczbie wierszy, nazywa sie lewostronnie wzgle-
dni« pierwszymi w stosunku do pierscienia C[z,w], Jezeli dle kazdego le-
wostronnego wsp6lnego czynnika D(z,w), takiego, ze p(z.,w) =D(z,w)(z,w)
oraz Q(z,w) - d(z,w)q(z,w), gdzie d(z,w), p(z,w) oraz Q(z,w) sa ma-
cierzami nad pierscieniem C[z,w] oraz d(z,w) Jest macierza kwadratowg,
zachodzi: det d(z,w) =d o\ dc C.

Deflnlcja 4.1 [li]. Dwie macierze pWw) oraz Q(w) nad pierscieniem
kw] (k Jest dowolnym polem) o tej samej liczbie wierszy, nazywa sie le-
wostronnie wzglednie pierwszymi w stosunku do pierscienia Kjw] ,Jezeli dla
kazdego lewostronnego wspo6lnego dzielnika D(w), takiego, ze p@) »
- d@)pWw) oraz Q(w) = dWw)WJWw), gdzie d@), Pw) oraz ti(w) se ma-
cierzami nad pierscieniem K[w] oraz o(w) jest macierza kwadratowa, kt6-
rej wyznacznik det d (@) Jest roéwny JednosSci w piersScieniu K[w].-

m/ oparciu o definicje 4.1 oraz 4.2 okresla sie modalne sterowalno$¢ u-
ktadoéw dynamicznych typu 2-D oraz formutuje warunki Jej badania.

Definicja 4.2 [2] [J2]- Uktad dynamiczny typu 2-D nazywa sie modalnie
sterowalny. Jezeli

2In - Al - A2 Bi
oraz

— A
- A3 wln <l B2.

sg macierzami lewostronnie wzglednie pierwszymi w stosunku do pierscienia
Clz.,w] -

1
Twierdzenie 4.1 {V|([l12] . Macierze
Zin " A1 R g Bi
oraz
-y n
- A3 WIn A B2.

sa lewostronnie wzglednie pierwszymi w stosunku do pierscienia Cjz.wJ wte-
dy i tylko wtedy, gdy sa one lewostronnie wzglednie pierwszymi w stosunku
do pierscienie C(w)[z] oraz w stosunku do pierscienia c¢(z) [w],

W przypadku gdy macierze Aj, A,,, Aj, AA, Bj, BE, sg macierzami o ele-
mentach bedacych liczbami rzeczywistymi, w twierdzeniu 4.1 mozna zastgpic
pierscienie C(w)[z] oraz c(z)[w] odpowiednio pierscieniami R(w)[z] oraz

R(2)[w]-

Twierdzenie 4.1 Jest oczywiscie warunkiem koniecznym i wystarczajacym
modalnej eterowalnos$ci uk#adu dynamicznego typu 2-D. Wynika to bezposred-
nio z definicji 4.3.
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Modalna sterowalno$¢ uktadu dynamicznego typu 2-D Jest $Scisle zwiezano
z pojeciem sterowolnosci pary macierzy (@@ ", b(@W)). odzie a(w\R W),
B(w)ERnXp(wl.

Definicja 4.4 [2] [I0j . Para macierzy (a(w), b(w)) nazywa sie nare
sterowalna wzgledem R(w) , Jezeli

rzed |[8(wij A(w) 3 (w )jA“'(w) s(W)J---JAn"1(W)BW) j9« n, (4.1)

gd2ie pojecie rzedu macierzy Jest rozpatrywane nad polem R(w).

Twierdzenie 4.2 [2] [10] . Paro macierzy (a(w) , B(w)) Jest sterowalna
wzgledem R(w) , Jezeli para macierz®/ (a(wq) , b(wg)) Jest sterowalna dla
pewnej liczby zespolonej wQ.

Bezposredni zwiezek pomiedzy modalne sterowelnos$cie ukdadu dynamiczne-
go typu 2-D, a sterowaknosScie pary macierzy (a(w), B(w)) podoje nestenu-
jece twierdzenia.

Twierdzenie 4.3 £2]. Nastepujgce trzy warunki se sobie roéwnowazne:

1) para macierzy (G@®), b(w)) Jjest sterowalna wzgledem R(w).

2) (zIn - a(w)) oraz b@w) se macierzami Jewostronnie wzglednie oier-
wszymi w stosunku do pierscienia RW) [z] -

3) istnieje macierze x(w,z)t Rnxn(w) [zZ] oraz y(w,z)s Rpxn (W) £zj ta-
kie , ze

(-2 @)X G .2) WBWY(W,2) = I “4.2)

Twierdzenie 4.4 [2J. Uktad dynamiczny typu 2-D Jest modalnie sterowal-
ny wtedy i tylko wtedy, gdy spednicne 3¢ Jednoczes$nie nastepujace dwa wa-
runki :

1) paro macierzy (Al + A2”wlIm “ A4~~1a3" 91 + A2”wlm~ A4~ 1027 Jest
sterowalna wzgledem R(w),

2) para macierzy (a4 + A3(zIn - A1)-1A2> 32 + Aj(zln - A1)~1D1) Jest
sterowalna wzgledem R(2).

W dowodzie twierdzenia 4.4 wykorzystuje sie w Istotny sooséb szczegdl-
ne posta¢ macierzy transmitancji operatorowych «k(z w), okreslone zelez-
noscie (2.18).

Przyktad 4.1. Niech bedzie dany uktad dynamiczny typu 2-C o nastepuje-
cych macierzach
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Zatem n » 1 oraz®, m » 2. 0o badanie modalnej sterowalnosci uktadu zo-
stanie wykorzystane twierdzenie 4.4, bedece warunkiem koniecznym 1 wy-
starczajacym modalnej sterowalnosci. W tym celu zo6tane nejoierw wyzna-
czone odpowiednie macierze

+ A2 (wl2

B e « - N Trp-w

0L+ a2 @i2 4) 1b2 . C' s )

a2 wi - a _ - -
|-« 3-U.|) [.|*»

ro ii roi 0 r

A4 4 A3(zE1 - A1)"1A? (z - 0)"+[o i] = i
Lo oj . o

32 4 A3(zt. - A1)-1Q1 - 4 [°1(z - 0)"1[il

Warunek 1) twierdzenie 4.4 Jest spedniony, gdyz rzedBill - - neto-

01]1
miast warunek 2) twierdzenie 4,4 nie jest spedniony, gdyz rzed

« 1<2 = m. Zatem rozpatrywany ukdad dynamiczny typu 2-D nie Jest modal-
nie sterowalny, mimo ze na podstawie przyktadu 3.1 Jest on lokalnie ste-
rowalny. Tak wiec lokalna sterowalno$¢ nie Jest warunkiem wystarczadecym
modalnej sterowalnos$ci uk#adu dynamicznego typu 2-0. W przypadku uktadéw
dynamicznych tyou 1-D lokalna sterowalno$¢, globalna sterowalno$¢ oraz
modalna sterowalno$¢ se sobie réwnowazne, natomiast dla uktadéw dynamicz-
nych typu 2-D wszystkie te pojecia se istotnie rézne [loj, [Ii] - [12].
Réwnanie charakterystyczne rozpatrywanego uktadu ma postaé¢ nastepujece

( zt1 0 - \ z Oo-1"
det( mdet 0 w -1 w(zw - D.
0 wl2 . ) 10 w
Zetem krzywe wartosci wkasnych [I0j se nostenujece : Vj(z,w! = (z,0) oraz
V2(z.w) - (z. i). W celu sprawdzenia, ktéro z nich nie Jest modelnie ste-

{:owalna, wyst%rczy okresli¢ rzedy odpowiednich macierzy Ev51<Mm_ AJBJoraz

— £z 0 -1
VAR = o ' -
.10 0j0

Vndm - A;BJ-
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z 0-113
rzad Jv2In+tm * A!8] = ri?d o1 -ijl
-1 0 lijo
Zetem krzywe wartosci wleenych nie jest modelnie sterowalne.

5. WLASNOSC POWSZECHNOSCI MODALNE3 STEROWALNOSCI

W praktyce inzynierskiej interesujacym zagadnieniem Jest zachowanie sig
danej whasnosci uktadu dynamicznego przy niewielkich zmianach Jego para-
metréw. W przypadku gdy niewielkie zmiany parametréw ukdadu dynamicznego
nie wptywaj? na dane whasnos¢, wéwczaa whasnos¢ ta posiada ceche powsze-
chnosci. Bardziej precyzyjne okreslenie powszechno$ci danej wkasnosci za-
warte Jest w ponizszej definicji.

Definicja 5.1 [2]. Wkasno$¢ E uktadu dynamicznego o N parametrach
nazywa sie powszechna, jezeli zbidér punktédw przestrzeni RN ,w ktérych ona
nie zachodzi, jest podzbiorem miejsc zerowych pewnego wielomianu N zmien-
nych o wspétczynnikach rzeczywistych.

Innymi stowy powszechno$¢ danej whasnosci“uktadu dynamicznego oznacza,
ze zachodzi ona w zbiorze gestym i otwartym w przestrzeni parametréw RN.
Zatem intuicyjnie rzecz biorac ZBchodzi ona prawie wszedzie W przestrzeni
RN . Stad prawdopodobienstwo trafienia ns uktad dynamiczny, w ktérym dana
wtasnos¢ posiadajaca ceche powszechnosci nie zachodzi, Jest przy odpowied-
nio zdefiniowanej mierze prawdopodobienstwo roéwne zeru.

Twierdzenia 5.1 f2~]. Globalna aterowalno$¢, lokalna sterowalno$¢, mo-
dalna sterowalno$¢ oraz sterowalnos$¢ pary macierzy @ W), s(w)) sa po-
wszechnymi wkasnosciami ukdadu dynamicznego typu 2-0.

Lokalna horyzontalna sterowalno$¢ oraz lokalna wertykalna sterowalnos¢
rowniez sg powszechnymi whasnosciami uktadu dynamicznego typu 2-D.

W zwigzku z powszechno$cig réznych rodzajow sterowalnosci, mozna dla
kazdej z nich zdefiniowa¢ odpowiedni zapas sterowalnosci, rozumiany Jako
odlegtos¢ euklidesowa w przestrzeni RN danego uktadu dynamicznego typu
2-D od najblizszego nlesterowalnego uktadu. Innymi stowy zapas sterowal-
nosci okresla maksymalne dopuszczalno zmiany parametréw ukdtadu, nie powo-
dujace utraty whasnosci sterowalnosci. Podanie konkretnych wzoréw na ob-
liczanie zapaséw sterowalnosci w ogdélnym przypadku jast praktycznie nie-
mozliwe. Wynika to z faktu, te relacje pomiedzy parametrami uk#adu cha-
rakteryzujgce niesterowalno$¢ uktadu majg bardzo skomplikowang postac.
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ynPABIJIHEUOCTb JWHAMH'ffiCKHX CHCTEM THIU 2-fl

Pe 3 jpue

B CTaTbe npe”oTaBaeKO pasHue onpeae«Hita ynpaBJtaeiioctH £HHauHvecKTX chc-
Teii THna 2-.H: jioxaxbHott ynpasajtou~CTa, raoCajibHoil ynpaBXHeaooiH, MoaaabHott
ynpaBJiaeuocTa h ynpasxaeuocxa napu rtoaKHOMKajibHax naTpim. C<J>opny.nnpoBaHO He-
o6xoahuh8 v flocTaTOHHae ycBOBaa pasimx tbhob ynpaajiHexooiK a npoaHaaiisitpo-
BaHo cooiHomeHHH uexxy hhuh. _.HoxaaaHO« Bio uo™ajibHaji ynpaBBKewooTb sto th-
niiwoe chohctbo fIKHaiiHuecxoH cHCTBitii inna 2-A, Aa«*“ Taxxe npauepu HJuuocTpii-
py»gne Teopiira.

CONTROLLABILITY OF 2-0 DYNAMICAL SYSTEMS

Summary

Following voriouo notions of controllability for 2-D dynamical ayoteraa
are defined: local controllability, global controllability, modal con-
trollability and the controllability of the pair of polynomial matrices.
Necessary and sufficient conditions for these types of controllability
ore formulated and the conections between them are considered. Furthermo-
re. it is shown that tha modal controllability is a generic property of
the 2-D dynamical systems. Tha illustrative examples are also given.



