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Streszczenie. W pracy przedstawiono model matematyczny procesu 
załadunku kontenerów w przemysłowym magazynie wysokiego składowania. 
Dla optymalnego harmonogramowania procesu przyjęto kryterium mini
malizacji czasu realizacji wszystkich zadań. Sformułowany problem 
rozwiązano algorytmem programowania wieloetapowego.

WSTąP

Procesy załadunku i wyładunku kontenerów w przemysłowych magazynach wy
sokiego składowania (PMWS) stanowią kompleks operacji z ograniczeniami w 
czasie i przestrzeni. Dla potrzeb sterowania należy przeprowadzić identy

fikację PMWS i sprecyzować model matematyczny analizowanego procesu [l] . 
Oednyra z elementów sterowania PMWS jest harmonogramowania [2] (w pracy [2] 
przedstawiono przegląd problematyki sterowania PMWS na podstawie obszer
nego przeglądu literatury).

W niniejszym referacie zostanie rozpatrzona faza załadunku PM7S.Wyróż
nimy transport kontenerów do regałów oraz transport międzyregałowy. A za- , 
tem dla załadunku każdy kontener "przepływa" przez dwa agregaty (środki 
transportowe), przy tym windy międzyregałowe pracują równolegle, a wózek 
dostawczy w szereg z nimi. Z uwagi na marszruty zadań (załadowywanych kon
tenerów) proces załadunku zachodzi w systemie o strukturze drzewa.Problem 
harmonogramowania polega na przypisaniu dla każdego zadania agregatu i 
przedziału czasu realizacji zadania na tym agregacie [3] . Z punktu widze
nia złożoności obliczeniowej Jest to problem NP - zupełny [4] dla systemu 
równoległego, a tym samym dla systemu o strukturze drzewa.

W referacie dla optymalnego rozwiązania tego problemu wykorzystano al
gorytm programowania wieloetapowego.

1. ZAŁOŻENIA - SFORMUŁOWANIE PROBLEMU

W magazynach wysokiego składowania proces załadunku (i rozładunku) kon
tenerów odbywa się automatycznie. Każdy kontener jest dostarczany przez



70 F, Marecki

wózek dostawczy A do strefy wybranych m-tych regałów. Stęd za pomocę 
wózka z windę kontener jest lokowany w wybranym miejscu regału. Wózki pra
cuję automatycznie z ustalonymi prędkościami.

Załóżmy, że dany Jest zbiór zadańj

S L  a / «  ]•   ( 1 )
\  f (n=l ,N

gdzie:

u> - n-te zadanie, n
N - liczba zadań.

Zadanie interpretujemy Jako polecenie ulokowania określonego kontenera na 
wybranym regale.

Załóżmy, że dany Jest zbiór agregatów:

i A » -/a  \    (2)
\  J(m=0, M )

gdzie:

Am - »-ty agregat,

M+l - liczba agregatów.

Agregatami aę wózki traneportujęce kontenery.
Załóżymy, że każde zadanie przechodzi przez agregat A Q oraz jeden z

agregatów A , (m»l,M). Przed rozpoczęciem realizacji zadań wszystkie 
w

agregaty znajduję się w swoich punktach startowych. Można założyć, że da
ne aę momenty dostępności agregatów, zapisane w wektorze:

R - trra] (3)

gdzie:

r - moment dostępności agregatu A .m m

Założymy, że ne punktach startowych agregatów Am . (m-l.M) może znaj
dować Się co najwyżej ładno zadanie. A zatem w punkcie tym może znajdował

się jeden kontener dostarczony przez A^, w momencie gdy A^ lokuje w re

gale inny kontener.

Dane sę czasy transportu kontenerów przez wózek A q do punktów prze
ładunkowych przy regałach. Czasy te zapiszemy wektorem:

T- - [Z* 1 ----  (4)
L raJ (m-l.M)

V

gdzie:
ł - czas transportu kontenera do m-tego punktu przeładunkowego.
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Przyporządkowanie zadań do agregatów (regałów) podaje mecierz:

U * L I  __  (5)L"*nJ (m»l ,M)
(n-l.N)

gdzie:

um,n

1 : Jeśli zadanie u? może być wykonane 
przez agregat A^,

O t w przeciwnym przypadku

Oeżeli zadanie ton Jest wykonane przez agregat An , tzn., że odpowiedni 
kontener Jest ulokowany w m-tym regale.

Niechaj czaay wykonywania zadań przez agregaty A^, (b «1,M) będę dane 
macierzę :

« ■  P i . J

gdzie s

- czas realizacji zadania oo przez agregat A . m,n n r n

Ponadto założymy, że czasy powrotów wózków Am do punktów startowych wy
noszę tJ* n lub odpowiednio Zauważmy, że czas realizacji zadania u?n
na agregacie A q Jest zależny od tego, na którym agregacie Am zadanie 
to Jest wykonywane w następnej kolejności.

Załóżmy, że dane sę terminy dostępności zadań w systemie, zapisane wek
torem t

(8 )

gdzie:

- termin dostępności zadania ło .

Dostępność zadania w systemie oznacza możliwość realizacji tego Zada
nia przez agregat A . Założymy, że agregat A q nie może nieć przestojów 
celowych. Oznacza to, że jeżeli przed magazynem oczekuję zadania, to agre

gat A q nie może oczekiwać na zadanie, które pojawi się przed magazynem 
później. Natomiast dopuszczany wymuszony przestój agregatu Aq . zwięzany 
z brakiem zadań przed magazynem lub z zajętościę punktów przeładunkowych 
przed regałami. Zagadnienie dostępności zadań będzie szczegółowo analizo

wane w dalszej części pracy.

Dla optymalizacji harmonogramu realizacji zadań przyjmiemy kryterium 
minimalizacji czasu wykonania wszystkich zadań. A zatem funkcja celu ma 
postać >
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Q = max max t — 5—  min (9)
0 <  n < M  i < n < N  m 'n

gdzie:

n - moment zakończenia wykonywania zadania ci>n na agregacie A^.

Rezultatem obliczeń winny być optymalne harmonogramy pracy wszystkich 
agregatów w postaci:

✓  Ho = < < S>0, 1; to,l> ** * ‘ *<^0 .n^ to,n> .... < % , N ^ o , N»  i1 0 ’

g d z i e  j

Q o n - moment rozpoczęcia wykonywania zadania <z>n na agregacie Aq .

Dla agregatów A^. (mal.H) w harmonogramie analogicznym do (10) wystąpię 
tylko niektóre zadania.

2. ALGORYTM

Przed podaniem formuł matematycznych algorytmu przedyskutujemy pewne 
założenia o organizacji pracy wózka dostawczego oraz wózków z windą. W ó 

zek dostawczy A^ może oczekiwać tylko w swoim punkcie startowym. Podob
ne założenie przyjmiemy dla każdego wózka z windą A^, (m=l,M). Ponadto 
przyjmiemy, że na punkcie przeładunkowym z A^ na A^ może znajdować się 
tylko jeden kontener. A zatem, jeżeli wózek A^ ma przekazać kontener

wózkowi A to po przybyciu do punktu przeładunkowego musi mieć możli
wość rozładunku. Wózek A w tym czasie może znajdować się również na

KI
punkcie przeładunkowym lub realizować swoje poprzednie zadanie. Prowadzi 
to do wniosku, że wózek A q rozpoczyna realizację zadania w takiej chwi
li, by było ono wykonane bez przestojów wózka A q.

Algorytm rozwiązania sformułowanego problemu będzie oparty na progra
mowaniu wieloetapowym. Zasadniczymi elementami tego algorytmu s ą 5 stan 
procesu decyzyjnego, wartość stanu procedury generowania stanów oraz pro

cedury eliminowania stanów (które nie prowadzą do rozwiązania optymalne

go ).

2.1. Stan procesu decyzyjnego i wartość etanu

Przydzielenie zadań do realizacji będziemy nazywali decyzjami.Ciąg de
cyzji nazwiemy strategią. Po podjęciu każdej decyzji stan procesu decyzyj

nego będzie ulegał zmianie.
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Definida 1 : Stansm procesu decyzyjnego jest macierz o postaci:

. R - f l  _  « i i
L n >J J(n=l,N)

( J = 0 )
(2=0, n )
(t\=l,Lł7)

gdzie: •

- numer etapu decyzyjnego,

A. - numer stanu w ramach etapu,.

- liczba stanów -tego etapu decyzyjnego.

Elementy macierzy (11) maję następujące znaczenia:

A ?
n ,1

P^fn ,2

MKn ,3

t n - jeśli zadanie tó zostało wyko- 
' nane przez ' Aq ;

O - w przeciwnym przypadku

m - jeśli zadanie op zostało wykonane 
przez Am , (m=lTM);

O - w przeciwnym przypadku

tm,n ;)eŻeli P d !  °

O - w przeciwnym przypadku

( 1 2 )

(13)

(14)

1 OA zatem stan początkowy P * jest macierzą zerową, natomiast stany koń
cowe P ,N mają wszystkie współrzędne dodatnie. Liczba etapów decyzyj
nych wynosi N, bowiem zadanie będzie Jednocześnie przydzielone na

A oraz wybrany A . 
o Pt.

Z każdym stanem p™'* zwiążemy Jego wartość, którą oznaczymy przez

Definicja 2 : Wartość stanu Je3t liczbą, którą wyznaczymy z formuły:

V * *  <* max( max p^vfi max P^"f) <15)
l < n < n  n>1 l < n < N  n *3

W powyższych formułach przyjmujemy, że wykonanie zedanla kończy się w
momencie, ody wózek wraca do 3weoo punktu startowego. W ten sposób (15)

wyraża moment zakończenia pracy przez wszystkie Wózki po wykonaniu zadań

należących do odpowiedniego stanu. A zatem wartości stanów P^”N oznacza
ją czasy wykonania wszystkich zadań.
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Zgodnie z kryterium (9) optymalny etan wyznaczamy z warunku:

( min v A.N b v ^°.N) = > ( p k 0 »N _ pOj (16)

gdzie:

P° - optymalny atan końcowy.

Z optymalnego etanu końcowego wyznaczamy wproat optymalny harmonogram 
realizacji zadań:

2.2. Generowanie etanów

W generowaniu stanów będziemy wykorzystywali założenie, że wózek Am> 
(m«0,M) nie może mieć przestojów celowych, a Jedynie przestoje wymuszone. 
A zatem wózek A q nie będzie oczekiwał na nadejście zadań późniejszych, 
jeżeli nie zrealizował innych dostępnych zadań. Eliminacja przestojów ce

lowych dla wózków A^, (m«l,M) wynika z możliwościjprzechowania na punkcie 
przeładunkowym tylko Jednego zadania. Tak więc wózek ten nie może reali

zować najpierw zadania, które dotarło na punkt przeładunkowy później niż 
inne zadanie. Wózek A^ ma przestój wymuszony. Jeżeli przybędzie do swo
jego punktu startowego wcześniej niż kolejne zadanie, które ma zrealizo
wać.

dla A,o

m

(17)
t ■ p , o,n *0 , 1

przy tym:

(18)

- dla A , (o=i,M):IB



Procedura generowania stanów polega na przydzieleniu zadania dopuszczal
nego dla Aq oraz odpowiedniego A^. Zadanie ion Jest dopuszczalne
dla Aq , jeżeli nie powoduje przestoju celowego. Warto podkreślić, że za

danie ton może być równocześnie przyczielone na A^. Stąd liczba etapów 
decyzyjnych wynosi N. Zadanie u n może być przydzielone na A^, jeżeli 
w konsekwencji nie spowoduje celowego przestoju Aq . Taki przypadek wystę
puje wtedy, gdy A^ jest zajęty realizację zadania a Jego punkt przeła
dunkowy jest również zajęty przez kolejny kontener. W takiej sytuacji A q 
rozpoczyna transport kontenera w momencie zależnym od chwili zwolnienia 
punktu przeładunkowego. Przestój A^ może być dopuszczalny (jeżeli wcześ
niej dostępne sę inne zadania). Przestój tego rodzaju byłby dopuszczalny 
jedynie wtedy, gdy wszystkie punkty przeładunkowe sę zajęta.

Momenty zwolnienia wózków określamy z formuł:

Ti'?“1 = max(r t max pi'?“1 } (20)
° 0 K i C N  1,1 '

1,0-1 , 1,^-1
m ” m*X(V  Pi 3 ) ( 2 D

1 < i < N  (m-O?)

Zakładamy, że w stanie poczętkowym wszystkie punkty przeładunkowe 3ę pui- 
ste.

Wyróżnimy cztery procedury generowania stanów. Procedura pierwsza dla 
przypadku, gdy nie ma wymuszonego przestoju A q ; procedura druga,gdy prze

stój Aq Jest wymuszony brakiem zadania; procedura trzecia, gdy przestój 
Aq Jest wymuszony brakiem reguła; procedura czwarta, gdy przestój A q Jest 
spowodowany brakiem zadania i regułu, Ola wyboru Jednej z tych procedur 
wprowadzimy prognozowane terminy rozpoczęcia pracy przez Aq w danym eta

nie P 1 ' ? “ 1 ,  a zatem:
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ę* " min f n  (22)

na 

gdzie:

ę o - najwcześniejszy termin dostępności zadania, która nie zostało Je
szcze zrealizowane,

p r z y  t y m :

V i p i ' T " 1 “ 0) =*»{n«oę 1 *?"i ) (23)’ n 1 1

□eżsli spełniona Jest nierówność:

“i
*o s  o (24)
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to Aq nie ma wymuszonego przestoju wynikającego z braku zadania. Z ko
lei wprowadzamy termin:

Q**« min min ( T 1 ' ? “ 1  -  2  &  0  -  e ) ( 2 5 )
0  l < m < M  "  m* m m

Pm

gdzie:

najwcześniejszy termin dostępności regułu dla zadania.

przy tym:

V < P n ; ? -1 » 0) A ( f n A ( u min = !)=*>(„« (26)

oraz j

(p^ _1 -  v  (27)

Jeżeli spełniona jest nierówność:

ę f  <  T o'?_1 (28 )

to Aq nis ma wymuszonego przestoju z uwagi na brak regału 

Termin 0** Jest dostępnością regału w pąnkcie startowym Ao .

Jeżeli (24) i (28) są spełniona, to stosujemy następującą procedurę ge
nerowania stanów:

VV(P1J-1 -  0 ) A W n < T01 - ? - 1 )A (u Kin -  D A d i ^ y ^
n ci m

»

=#>(p^*'? = p1 *?-1 + ̂ p )  (29)

Elementy macierzy A  P mają następujące znaczenia:

APi.i

t : dla i =* no ,n
(30)

0 : w przeciwnym przypadku
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A  Pif2

m : dla i a n;

O : w przeciwnym przypadku

(31)

a p 1i3 ” '

t : dla i • n; 
m , n

O : w przeciwnym przypadku

Momenty t n oraz t wynoszę:
7 o * n m , n

o ,n T 1 * “1 +

(32)

(33)

c C r 1 ' ? “ 1  +  ?  :  T 1 , ? ” 1 ) +  2t = max(T_ - + T i  f ' (  ) - - _ nm,n o m m  m,n
(34)

A zatem pierwsze procedura generowania stanów została wyjaśniona. 

Oeżeli zachodzi warunek :

Q *  <  T 1 ' ? " 1  <  o * *  So ^ o a0
(35)

to realizujemy tylko Jedno zadanie, które można wykonać najwcześniej (wy
nika to z wykluczenia celowych przestojów Aq ).

Procedura generowania stanów ma postać:

3  [min ('f i O**,) “ minfó’ . A** )1 = » >  (P^*? =■ p^‘V 1 + A P )  (36) 
L i -i i o # x * n o , n j

" ifiof ‘

przy tym:

o** » min (T1 *^-1 - 2$, - - £.j,)
V °*i t  P

(37)

W przypadku gdy:

V ( U  , » 1) =5>Cd- 6 f. ) 
r  p 1

(38)

f n  <  9 o f n
(39)
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elemonty wektora A P  wyznaczamy zgodnie zs (30), (31) i (32) następują
co i

t „ - O** + 2v (40)o,n vo sn ra 7

tm n " aaX(9Ź*n * „ f4 1 )tn«n a n m #n

przy tyra korzystając z (37) otrzymamy agregat A^:

< 1  - T; ,?_1 - & n .*a

W przypadku gdyś

^ofn <  (43>

Zadanie a3n może być przydzielone do każdego Aj spełniającego warunek:

“ 2^ j  .-.ej ' < ^ n
i/

Zatera można wygenerować atan dla każdego j, obliczając elementy wektora
A P  zgodnie z: (30), (31) i (32) następująco*

*o.n ■ + 2?j <4 5 >

* J , n  “  " « « W  + 2^ j , n  ^

I - ■ '
A zatem druga procedura generowania stanów została wyjaśniona.

Oeżeli zachodzi warunek z

T ^ - 1 <  9 * (47)

to generowanie stanów przebiega tak Jak w poprzednim przypadku, tzn.zgod
nie z (36). Należy zauważyć, że warunek (47) obejmuje dwa przypadki,Pier

wszy. gdy zadanie u nc ̂  aą niedostępne w chwili leez do

stępne są niektóre regały dla niektórych z tych zadań, W drugim przypadku 

zadania <onG oę ^,'?"ł nie aą doetępne w chwili i również reguły

dla tych zadań nla są dostępne. W obydwu przypadkach należy wyznaczyć



Harmonograaowanle załadunku kontenerów... 79

zadanie u> , które można rozpoczęć realizować najwcześniej (ponieważ wy
kluczone aę celowe przestoje A0 ).

Tak więc z analizy możliwych przypadków wynika, żo stany generowane sę 
na podstawie procedury (29), Jeżeli spełniony Jeet warunek (24) i (28) 
lub na podstawie procedury (36), jeżeli warunek (24) lub (28) nie Jest 
spełniony.

2.3. Eliminowanie etanów

W trakcie generowania stanów niektóre z nich można wyeliminować, jeże
li nie prowadzę do rozwięzania optymalnego. Oeżeli optymalne rozwiązania

uzyskane ze stanu P jest lepsze niż ze stanu P , to będziemy

mówić, że stan P dominuje nad stanem P

Eliminacja stanów przez dominację Jest oparta na następującym twierdze
niu :

*1? *^2'?
Twiardzonie; Stan P dominuje nad stanem P , jeżeli Jeet speł

niony warunek:

1 1 < y < « * ' ' V ' o ^ p. v -i|J A i T - >a (t . * c  t .2 t  j

(4 8 )

1 17-1
Terminy T ** można wyznaczyć odejmując od T ‘ czaa realizacji ostat
niego zadania:

T- l ,f"1 * Ti*?  " 2 ^ - . ^  - f « 9 >

□owód tego twierdzenia Jest łatwy. Można zauważyć, że optymalny harnono-
^ 2  *t? vi *?

gram od stanu P można zrealizować również od stanu P . Ponadto,

ponieważ w etanie P agregaty są dostępne wcześniej niż w stenie P

ttęd można przyspieszyć realizację tego harmonogramu od stanu P . Stąd

wnioskujemy, że ze Stanu P uzyskujemy lepsze rozwiązanie końcowe,
ń»2

aniżeli ze stanu P . Stany zdominowane w obliczeniach pomijany.

3. UWAGI KOŃCOWE I WNIOSKI

Przedstawiony w referacie model matematyczny załadunku kontenerów w 
PfWS interpretuje sytuację, w której fazy załadunku 1 rozładunku sę od
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dzielone od siebie. W praktyce taka sytuacja występuje w przypadku, gdy 
'załadunek raa wyższy priorytet niż rozładunek. Jest to związane z karami 
umownymi płaconymi za przestój środków transportowych (np. wagonów kole
jowych). Jeżeli załadunek PMWS odbywa się równocześnie z różnych środków 
transportowych, to dla optymalnego harmonogramowania należałoby wprowa

dzić kryterium minimalizacji sumarycznej kary.
W rozpatrywanej fazie załadunku PMWS założono, że w każdym regale usta

lona jest lokalizacja kontenera określonego typu (określonego zadania). 
Drugi skrajny przypadek, to nieustalona lokalizacja kontenerów w każdyn 
regale. W przypadku tym liczba zadań, jakie mogę być ulokowane w każdyn 

regale, jest ograniczona. Czasy realizacji zadań przez agregaty A^, (m » 
= 1,M) są zależne od kolejności załadunku (l)̂  n ) a nie od zadania (o u- 
stalonoj lokalizacji). Rozwiązanie problemu harmonogramowania przy takie 
założeniu jest analogiczne do przedstawionego w referacie. Różnice sę za
warte w procedurze generowania stanów (trzeba wybierać A w których Jest 
miejsce na kontener) i dominacji stanów (w każdym regale testowanych

stanów winno być ulokowanych tyle samo kontenerów).
Problem harmonogramowania rozładunku PMWS może być rozpatrywany jako 

"przepływ" zadań w systemie o strukturze antydrzewa. W najprostszym przy

padku lokalizacja kontenerów (zadań) jest ustalona. Ma to miejsce,gdy każ
de zadanie (kontener) Jest innego typu. W złożonym przypadku w ramach każ
dego typu może wystąpić kilka kontenerów (o znanej lokalizacji).Zbiór za
dań nie obejmuje wszystkich kontenerów, stęd lokalizacja zadań nie jest 
ustalona,' Harmonogramowania rozładunku PMWS można przeprowadzić analogicz

nie Jak załadunku kontenerów (uwzględniając jedynie dodatkowe ogranicze- 

. nia).
Proponowany algorytm programowania wieloetapowego jest algorytmem po

działu i ograniczeń bez powrotów. Za pomocą tego algorytmu uzyskujemy roz

wiązanie optymalne, jeżeli nie zostanie przekroczona dopuszczalna liczba 
stanów w pewnym etapie. W przeciwnym przypadku otrzymujemy rozwiązania 
heurystyczne. Dla ograniczenia czasu obliczeń w algorytmie deklaruje się 
odpowiednią liczbę stanów, jaką można zapamiętywać na poszczególnych eta

pach decyzyjnych.
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SCHEDULING OF CONTAINER LOADING IN AN INDUSTRIAL 
HIGH STARAGE WAREHOUSE

S u m m a r y

We present a mathematical model of container loading in an industrial 
high storage warehouse. For optimal process scheduling we accepted the 
criterion of the minimum total time of task performance. The problem is 
solved with the aid of a multistage programming algorithm.


