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DWUPOZIOMOWE HIERARCHICZNE STEROWANIE 
STATYSTYCZNIE OPTYMALNYM ROZDZIAŁEM ZASOBÓW

Część II. PRZYPADEK LINIOWEGO SYSTEMU I KWADRATOWEGO WSKAŹNIKA JAKOŚCI

Streszozanlo. W ozęśći II praoy rozpatrywana Jest dwupoziomowa 
struktura sterowania optymalnym rozdziałem zasobów w przypadku, gdy 
system jest statyczny i liniowy, a wskaźnik Jakości jest kwadratowy. 
Strategie sterowania optymalnego poszczogólnyoh punktów decyzyjnych 
przyjmują w rozwalanym przypadku postać analityozną. Rozpatruje się 
również przypadok dynamioznego rozdziału zasobów w systemie statycz
nym, w którym dynamika wynika z uwzględnienia pojemności magazy
nu gromadzącego zasoby.

1. WSTĘP

Niniejsza część II pracy stanowi kontynuaoję ozęśoi I [8], w której 
przedstawiono oryginalną metodę wyznaczania optymalnyoh strategii stero
wania rozdziałem zasobów, realizowanego w strukturze hierarchiozneJ. W nl- 
niojszej pracy stosuje się tę metodę do wyznaczania strategii optymalnyoh 
w przypadku, gdy system Jest liniowy, a wskaźnik Jakośoi - kwadratowy. Po
niższe rozważania można zatem ozęśoiowo traktować Jako zastosowanie przed
stawionej uprzednio metody do przypadku, w którym możliwe Jest wyprowadze
nie strategii optymalnych w postaoi analitycznej. Dzięki tomu możliwe jest 
porównanie wyników sterowania statystyoznle optymalnego, realizowanego w 
omawianej strukturze dwupoziomowej i zwykłej Jednopoziomowej. W końcowej 
ozęśoi praoy przedstawia się zastosowanie otrzymanych wyników do przypad
ku, gdy w systemie istnieje magazyn gromadząoy zasoby, co prowadzi do ko- 
nieoznośoi uwzględnienia dynamiki.

Dla zrozumienia prezentowanej częśoi II praoy konieozne jest uprzednio 
zaznajomienie się z częścią I [8], Rozpatrywana tutaj struktura systemu 
sterowania, dostępna inforraaoja i poczynione założenia zostały opisane w 
ozęśoi I praoy i nie będą tutaj powtarzane.

Przy powoływaniu się na wzory z ozęści I pracy wymieniony numer wzoru 
poprzedzony Jedynką rzymską, np. (i.19),oznacza wzór (19) * części I pra
oy.
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2. Problem liniowo-kwadratowy

Załóżmy teraz, że równanie systemu 1 pierwotny wskaźnik jakości' mają 
postać

y1 = B1ui + w1, i = 1,2,...,M, (i):

I = ^ n(y1TQiy:Ł + u^I^u1), (2)
i  = 1

gdzie: B* - maoierze i i H1 - maoierze symetryczne odpowiednio nieujem- 
nie i dodatnio określone. Zakładamy, że zmienne losowe w^ są niezależne 
od decyzji u1, i^J, i,j = 1,2,...,M.

Zgodnie z twierdzeniem 2 z części I, praoy |̂ 8], strategia optymalna u*=
= a^ C'y ,q*) wynika z rozwiązania zagadnienia minimalizaoji w następują-
oym wyrażeniu (wynikającym ze wzorów (I.19),(l.24) i (l.2 5))

Li(y,qi) = Min E [aiT(B1TąiBi + Hi)ai + 2aiTBiTQiwi + w1TQ1w1] (3)
a1 I» 

przy ograniozeniu

E ai(y,qi) = q1 (k)
\y

Zagadnienie to można rozwiązać korzystając z Twierdzenia 1 [8j. Równanie
(l.ló) po uwzględnieniu (3 ) i wprowadzeniu oznaczenia

S1 = BiTQ^B^ + H 1 (5)

przyjmuje postać

1* (ySu1,^1) = E i(uiTSiui + 2ulTBi'̂ Qiwi + w 1TQiwi) + 2AiTu1, (ć)
lv

gdzie dla wygody obliozeń wprowadzono mnożnik Legrange’a .2 i,1'. Po wpro
wadzeniu oznaczenia O1 = E |-yi w^ warunki (l.17) i (i.lS) przyjmują po
stać :

2Siu1 + 2Bî ,Q̂ ‘ w1 + 2 X1 = 0 (7)

\y

Stąd

El*2r s (8)

u1 = ¿(s1)*1 (B11̂ 1 Ô1 + A1) (9)
Podstawiająo (9) do (8) wyznaozaray A1

A 1 = - s S 1 - BiT Q1 w 1 (1 0)
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edzie w 1 = E|~ V1-. Uwzględniająo (10) w (9) otrzymujemy

u1 = «“ (ySą1) = u1 - (S1)-1 B1TQ1(5i - w1) di)

Podstawiając (11) do (3) i wykonując operacjo Ej— otrzymujemy po prze
kształceniach

■ri/— i-, iTci i , iTniT„i-iL (y,q } = 9  S q + 2q B Q w  +

iT_ i i „ /-»i -iNT„i„i/_iN-1„iT„i/*i *ix /,„•*+ Ej— w Q w - E |-Jiw -w ) Q B (S ) 3 Q (w -w } (12)

Strategię optymalną q* = b^(y), i = 1,2, ...,M dla wyższego poziomu 
wyznaozamy podstawiając (12) do (l.2l) i dodająo do tego wyrażenia wiel

kość 2 q*’-q), gdzie 2A - mnożnik Lagrange'a. Po zróżniczkowaniu
i=1

otrzymanego wyrażenia względem q i przyrównaniu do zera otrzymujemy:

q

gdzie mnożnik X  wyznaozamy podstawiając (13) do (l.2l), skąd po wprowadzo-
[ M  ̂ ll-1
y  (S )“ I otrzymujemy 
i=l J

x = -s m .*)-1 BiTQi ** + (iił)
i=i

Podstawiająo (13) wraz z (1*0 do (l2), a to z kolei do (l.2l) otrzymujemy 
po przekształceniach

M
L(?,q) = qTS 5 + 2qTS ^ ( S 1)"1B1T 51 + R( y ) (l5)

i=1 
gdzie . m M

R(y) = |^^(Si)"1BiTQiwijT s[7^ (S1)"1BiTQ1w1j +

+ Ej-— ^  w1TQ 1wi - Ej—  ^  51TQiBi(Si)- 1Bi'rQ1wi, (1 6)
i=1 i=1

przy ozym R(y) nie zależy od q.
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Twierdzenie 1
Dla systemu opisanego równaniem (1) i pierwotnego wskaźnika jakośoi (2) 

strategie optymalne u* = a^Oy^.G' L) oraz qŁ = bi0(7) , i = 1,2, ab-
nimalzująoe wtórny wskaźnik Jakośoi, są określone odpowiednio przez zaleź- 
nośoi (1 1 ) oraz (1 3)» (i1»).

3« Porównanie ze sterowaniem realizowanym w strukturze .jednopoziomowe.1

Rozważmy teraz przypadek, gdy decyzje o wielkościach u* są podejmowa
ne na wyższym poziomie przy informacji określonej przez wektor y. Odpo
wiada to jednopoziomowej strukturze układu sterowania, w której informa
cja dolnego poziomu nie Jest wykorzystywana. Niechaj dopuszczalne strate
gie sterowania są określone przez funkcje u^ = d^y"), i = 1,2,.,.,K, od
wzorowujące zbiór Y w zbiór Rr, dla których wtórny wskaźnik Jakośoi o 
postaoi

T(d) = 'y~' [y 1TQ1 y1 + diT(y) Hid1(7)j , (17) .
i = 1

(gdzie d = | d1 , d2 , . . . ,dM | )- przyjmuje określoną wartośó.
Nietrudno zauważyć, że optymalne strategio sterowania u1 = di0fy),moż

na wyznaczyć rozwiązując zagadnienie minimalizacji wyrażenia
M

L* (7,q) = Min ^  L* i(y,ui) (1 8 )
i=1

f 1T 2T Krigdzie u = [_u , u ,...,u T oraz

I^CsSu1) = u1TSiui + 2u1TBiTli1w1 + E |-- W ,  (19 )

przy ograniczeniu
M

(2 0 )
1=1

Z porównania wzorów (1 9) i (12) widać, że określają one podobne funk- 
oje zmiennyoh u1 lut» , różniące się tylko o wyrażenie niezależno od tych 
zmiennych. Uwzględniając ten fakt oraz porównująo wzory (1 8), (1 9) i (2 0) 
ze wzorami (l.2l), (12) (l.22), możemy wysnuć następujący wniosek.

Wniosek 1 ,
Przy realizaoji sterowania w strukturze dwupoziomowej uzyskujemy Mniej- 

szenie optymalnej wartości wtórnego wskaźnika Jakośoi w stosunku do warto-



óei togo wskaźnika odpowiadającej realizacji sterowania w struktura* jed
nopoziomowej z informacją określoną przez wektor *y o wartość równą

M
i°w - 1° = E ^ ( w i-wi)Tliiu‘(S1)-1 BlTQi(S1-wi)>0, (2 1 )

1 = 1

gdzie I°w 1 i” - oznaczają minimalne wartości wtórnego wskaźnika jakości 
odpowiednio dla struktury Jednopoziomowej z informacją "y i dla struktu
ry dwupoziomowej. Jest to wynik wykorzystania bardziej szczegółowej in-

rformacji niższego poziomu na skutek pozostawienia tomu poziomowi pewnej 
"swobody" decyzji, wyrażonej oeraniozeniem (ó).

Należy podkreślić, że rozpatrywana w niniejszej pracy oryginalna kon- 
oepoja sterowania w strukturze dwupoziomowej, z różną informacją wyższego 
i niższego poziomu została zaproponowana po to, aby zmniojszyć ilość in
formacji przesyłanej do centralnego punktu decyzyjnego wyższego poziomu i 
przetwarzanej przez ten punkt. Zauważmy, żo do oentralnego punktu decyzyj
nego przesyłana Jest tylko informaoja zawarta w wektorze "y, natomiast z 
togo punktu do i-tego punktu decyzyjnego niższego poziomu przesyłana jest 
tylko informacja o wielkości q*. Z założenia o wzajemnej relacji pomię
dzy wektorami ~y i [s] wynika bowiem, że występująoe w optymalnej stra
tegii i-tego punktu decyzyjnego niższego poziomu ooeny 3* i w* mogą być 
wyznaczone lokalnie na poziomic niższym.

Z punktu widzenia ilości informacji przesyłanej do oentralnego punktu 
deoyzyjnogo mogą być zatem porównywane struktura dwupoziomowa ze struktu
rą Jednopoziomową z informacją ~y. Z wniosku 1 wynika-ęże w strukturze dwu
poziomowej uzyskujemy zazwyozaj lepsze wyniki sterowania wyrażające się 
mniejszą wartośoią wtórnego wskaźnika Jakości niż w strukturze Jednopozio
mowej z informacją ~ . Wynik ten jest zgodny z oezekiwaniaai, gdyż w stru
kturze dwupoziomowej dysponujemy większą ilością informacji.

Natomiast zaskakująoy na pierwszy rzut oka jeat wynik porównania struk-
— * n-T — t Ttury dwupoziomowej zo strukturą jednopoziomową z informacją y* = ly ,y , 

■•■2T — MtIty ,..., y J . Można mianowicie pokazać, że również w tym przypadku stero
wanie realizowane w strukturze dwupoziomowoj doje zazwyozaj lepsze wyniki, 
wyrażająoe się zmniejszeniem wartości wtórnego wskaźnika jakości. 
Zastanawiając się nad tym, oo może być przyozyną takiego wyniku, dochodzi
my do wniosku, że przyozyną tą jest wprowadzanie niekonwencjonalnego ela- 
styoznego ogranlozenia i1*). Jak Już wspominaliśmy, ograniczenie to pozo
stawia dolnemu poziomowi pewną swobodę w podejmowaniu deoyzji, które wy
raża się tym, że podczas poszozególnyeh rsallzacji podziału zasebiw o 
wielkości, które średnio powinna wynosić q dzieli się raz zasoby większo 
niż q, a innym razem mniejszo, tak że razem daja to średnią wartość q. 
Do realizaoji takiego sterowania potrzebne jost zatem utrzymywanie w ma
gazynie pewnyoh rezerwowych zapasów zasobów ponad wartość q, przeznaozo-
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nyoh na ewentualno pokrycie "uzasadnionego", zwiększonego zapotrzebowania. 
Inaczej mówiąc, lepszo wyniki sterowania są uzyskiwane dzięki właśnie tym 
zapasom rezerwowym, utrzymywanym na pojawiającą się czasami "sytuację oka
zyjną". Wydaje się, że takie postępowanie bywa praktykowane przy rozsądnym 
gospodarowaniu zasobami finansowymi.

Wyznaczenie rezerwowego zapasu zasobów, przy którym mogą być realizowa
ne rozważane strategie optymalne z zadanym prawdopodobieństwom, Jost mo
żliwo, jeżeli znamy wielowymiarowy rozkład prawdopodobieństwa wektorów y , 
2 My ,...,y lub - podozas realizacji sterowania.

22 _______________________________________________________ n. GasalnR|

**• Sterowg-n*-8 ™ zadanym przedziale ozasu z magazynem o organiczonoj pojon»» 
nośoi i losowym dopływem

Rozważmy teraz przypadek dynamioznego rozdziału zasobów w zadanym prze
dziale ozasu [o.n], dla systemu atatyoznego opisanego równaniem (i) i pow- 
stająoego z (2 ) pierwotnego wskaźnika jakośoi o poataoil

N M

n=0 i=1

Zakładamy, io zasoby są gromadzone w jednym magazynie zasilanym przez 
losowy dopływ zasobów d^, z którego to magazynu następuje sterowany po
bór zasobów qn przez system i sterowany odpływ zasobów on poza system 
(wszystkie wielkości w chwili n). Poziom zasobów hn w magazynie powi
nien spełniać ograniczenie

h' , li h' (23)min n mx

.Jak dotyohozas rozpatrujemy dwupoziomową strukturę układu sterowania, 
w któroj dostępna w obwili n informaoja poziomu wyższego i niższego jest 
reprezentowana odpowiednio przez wektory 7 n i 7*» i = 1t2,-.•,M.Utrzy
mujemy w mooy poczynione poprzednio założenia. Zakładamy dodatkowo, że wek
tory 7 , n = 0,1,...,N, mają taką własność, że wszystkie składowe wekto-

-- n *  1 ) ra yn występują również w wektorze yn+i> » przy czym ten ostatni za
wiera również rezultaty nowo otrzymanych pomiarów ?n+1> w których wystę
puje wielkość hn+i* Ponieważ system jest statyozny, więc zakładamy tak
że, że decyzje ui nie mają wpływu na wektory , i,j, =

Rozwiązujemy teraz problem wtórny polegający na minimalizacji wtórnogo 
wskaźnika Jakości o postaci

'^Założenie to w niektórych przypadkaoh nie Jost potrzebne.
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N M
iT „i i y O y + 1 n nl(a,b,o) = E

n=0 1=1

^ a  , a  j ,  b = ^ b  , b  j i  °  = ^ c o i ł * * ' 0 f j t c o , * * * , c K^

poprzez dobór funkcji a,b,c, spełnia jącyoh ograniczenia (1 .5 ) i 1̂ .6) oraz 
wynikające z (2 3 ) zmodyfikowane ograniozenit w postaci

h . <  h -q -o + d h , n = 0, 1 ,... ,K. (25}min n ’n n n mx’

gdzie

gdzie: i

|y.ą = c\(y_), O = o^(y ), 3 = Ei-*- d .*n n n n n n 1 n |yn n

Poszukujemy zatem strategii optymalnych niższego poziomu u* = ai0( yq *  
i = 1,2,...,M oraz wyższego poziomu q* = b^0^yn>‘in)> *• = ....... ^n=
= cn°^n^’ = ° =

Wykorzy stująo poprzednio rozważania, nietrudno zauważyć, że funkcjo a'(
i b*® są określono odpowiednio przez wzory (1 1 ) i ( 1 3)» (i1*), natomiast
funkcje c^° i c^°, n = 0,1,,..,N, można wyznaczyć rozwiązując zagadnie
nie minimalizacji w następującym, wynikająoym z ( 2 U) i ( 15), równaniu lioll-

3„(y„) = Min { q^S5n + 2q?S ( S ^ W w 1 + E | - S n + J  (?n + 1 )j (.26)
qn’0n ̂  i=1 '

„ — ^  2 j
z uwzględnieniom ograniczenia (2 5 ) oraz warunku końcowego SN+1^yN+1^ = °

Dla uproszozenia rozważań organiozono się tutaj do jednego magazynu gro- 
madząoego zasoby. Rozpatrzenie kilku magazynów wraz z ewentualnymi ogra
niczeniami w transporcie zasobów pomiędzy magazynami nie powinno stwarzać 
trudnośoi formalnych, cbooiaż zwiększają się wtady trudności obliczeniowe.

Mówiąo dokładniej, tak określone funkcje a ,b ,on ,0^ minimalizują 
wskaźnik (2*1) przy dodatkowym założeniu, że na drodze transportu zaso
bów z magazynu do podsystemu, znajduje się tzw. magazyn buforowy, dla 
którego wielkośoi q i u* stanowią odpowiednio - dopływ zasobów z ma
gazynu głównego i ~ odpływ zasobów do podsystemu (rys. II. 1 ).
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Nietrudno zauważyć, żo zmodyfikowane ograniczenie (2 5 ) dopuszcza prze; 
kraczanio dolnego i górnego ograniozenia poziomu. Ograniczenie po
winno być zatom dobrane w ten sposób, aby przy h = h . w magazynien ram
znajdował się jeszcze rezerwowy zapas zasobów, na pokrycie jednokrokowego
chwilowo zwiększonego ponad qn zapotrzebowania.

iłys. XI, 1. Struktura przepływu zasobów, dla której podano rozwiązanie Jest
optymalne:

a - przypadek M - magazynów buforowych, b - przypadek jednego magazynu bu
forowegc

5. Podsumowanie

V rozważonym przypadku problemu liniowo-kwadratowego otrzymujemy znac: 
ne uproszczenie obllozoń, gdyż pokaźna ozęść funkcji określających opty
malne strategie może być otrzymana na drodze analityoznej.

Porównanie sterowania realizowanego w strukturze dwupoziomowej i jedne 
poziomowej wychodzi na korzyść struktury dwupozienewej, Jest to wynikisi 
sformułowania rozpatrywanego problomu, w którym zakłada się utrzymywanie 
w magazynie pewnych rezerwowyoh zapasów zasobów, przeznaczonych na pokry- 
oic uzasadnionego zwiększonego zapotrzebowania.

V przypadku systemu statyoznego i magazynu gromadzącego zasoby polity
ka optymalnego rozdziału zasobów prowadzi do konieczności uwzględnieni! 
dynkraiki. Możliwe jest Jednak w tym przypadku wykorzystanie wzorów okrs- 
śłającyoh strategio optymalne na poziomie niższym, obowiązująoych dla "st 
tycznego" przydziału zasobów o z góry zadanej wartośoi średniej.
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H 3y:i-yP03EH H 0E KEPA?XHHECKOE ynPAM EHHE CTATHMECKK 

0I1THUAJIbHHM PACriPEJUiJlEHHBł PEC7PC0B

H acib  I I .  CJtyąa# nejKueiiHoH CHCieMH k KBa*paTHMHoro noKa3aTeJt« KaiecTBa 

P e 3 k m e
PaccMaTpBnaeTCH Aayx-ypo»eHHyn CTpynTypy ynpasAeHHA oriTHMaJibHUM p a c n p e - 

AeAeHKeM pecypcoB b cjiyąae ciaTHHecKelt, AHHeftHoH CHCteMU h k BaA p a t h*i noro  no- 
jcaaa ie jix K aweciBa. OnTwitajbHHe c ip a i e r n u  y*paBjeHK« OTAexbHHX penwTeAeM npn- 
SHwaDT, b paccuaxpKBaexoM c jiy ą a e , aHanoriuiHy» óopuy . PaccuaTpHBaeTCH laicze 
ckywatł AKHaMHwecicoro p.icnpeAeAeHH* pecypcos b CTaTKieckofi c u c ie H e , b koto-  
pott AHuaMKka BHieKaet H3 yągTa ewkocTH CKjraAa naKaiuiHBajomero pecypou .

TWO-LEVEL HIERARCHICAL CONTROL FOR 
STOCHASTIC OPTIMAL RESOURCE DISTRIDUTION

Part. II. THE CASE OF LINEAn SYSTEM AND QUADRATIC PERFORMANCE INDEX 

S u m m a r y
In the second part of the paper the two-level control structure for tho 

optimal resource distribution in the oaee of a linear system and quadra
tic performance index has been considered. In the considered case the op
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timal control strategies of the particular decision-makers take the anal> 
tioal form. The case of dynamic rosouroe distribution in a static system 
in whioh the dynamics results from the resource storage capacity has also 
boon considered.


