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NIETYPOWE ZADANIA TEORII KOLEJEK
ZWIĄZANE Z DYSKRETNYMI PROCESAMI PRZEMYSŁOWYMI
Część I - PODSTAWOWE MODELE

Streszozenle. Wprowadzono opis probabilistyczny modeli pewnych 
prooesów o charakterze dyskretnym. Modele pokrywają pewną klasę tak 
zwanyoh dyskretnych procesów przemysłowych, ważną dla zastosowań.Do 
opisu prooesów użyto prooesów Markowa o nieskończonej liczbie sta­
nów.

1. WST^P

Matcmatyozny opis dynamiki dyskretnych prooesów przemyslowyob ( w któ­
rych materiał i półprodukty przepływają w nieciągłych poroJach) dostarcza 
wielu problemów o charakterze probabilistycznym. Występują one zwykle wów­
czas, kiedy w grę wchodzą zagadnienia Jakości wyrobów. Jest to związane z 
losowośoią powstawania usterek. Problemy to są z reguły zbliżone do trady- 
cyjnyoh zadań teorii kolejok (procesów obsługi masowej Qi]) z pewnymi spe­
cyficznymi różnicami. Mianowicie, w klasyoznyoh problemach obsługi najeżę, 
icioj przyjmowane jest założenie o tzw. całkowitej losowośoi strumienia 
wejściowego lub założenia zbliżone, co pociąga za sobą oozywiste konse- 
kwonoje dla opisu matematyoznego. V zadaniach wynikłych z rozważania dys­
kretnych prooosów przemysłowych nie stosuje się założenia o oałkowitoj lo­
sowośoi strumienia, przooiwnio - w grę wchodzą strumienie zdarzeń "regu­
larne" i "deterministyczne", a tylko "popsute" przez losowo usterki pro­
dukcji. Tak więo, prooes ma w tym przypadku o wiele bardziej "sztywny* cha­
rakter.

W pracy rozważa się dwa modele matematyczne prooesów, związane z praoą 
tzw, węzła montażu, który jest częstym składnikiem bardziej złożonych pro­
oesów dyskretnych. N punkcie 2 pracy powtórzono dla wygody ozytolnika opis 
funkcjonowania typowego węzła montażu £)J oraz podano niezbędne definicjo 
i własności funkcji tworząoych'prawdopodobieństwa oraz procesów Markowa, 
k punktaoh 3 i h rozważono odpowiednio model I i model II, będące różnymi 
uproszczeniami modelu podstawowego. Wyprowadzono wzory na ewolucja w cza­
sie rozkładów prawdopodobieństwa interesującyob zmiennych losowyo.i.W ozę- 
śoi II praoy podane zostanie twierdzenie graniczne dla szczególnej wersji
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modelu I oraz Jono konsekwenojo, podczas gdy w ozęóoi III udowodnione zo­
staną pewne niepełne rezultaty dla ogólnej postaoi modelu I i dla modelu
II. W częńoi III zamieszczono będą równio* wyniki badań o charakterze nu­
mery ozno-symulacyjnym.

2. Opis węzła montażu, funko.io tworząoe i prooeay Markowa

Węzeł montażu jest układem trzeoh linii montażowych, Jak na rys, 1, Li­
nio A i U służą do wytwarzania dwóoh półproduktów, klarowanych następnie 
do magazynów MA i Mg. Następnie półprodukty kieruje się do tzw. węzła su- 
maoyJnego, w którym montuje się z niob produkt finalny,transportowany da­
lej linią C. Półprodukty mocą posiadać usterki i są wówozas kierowane na 
zespoły stanowisk remontswyoh RA i Rg. Krytyczno dla procesu są iiozby 
półproduktów w magazynach MA i Mg, dlatego w dalszym oiąga rozważano będą 
rozkłady tyoh właónie zmlonnych losowych. Inno zagadnienia, związane z dy­
namiką węzła montażu, przedstawiono w praoy [3].

Rys., 1. Schemat ideowy węzła montażu

Definicja 2-It. Niech N będzie zmienną loeową o wartoóoiaoh oałkowityoh 
nieujemnyoh i niech pb a j M N  = n|. Funkcję g(o) zmiennej rzeczywistej 
s (s i (0,0 ) okreiloną wzorem:

«(») = ’ Pn»n (2. i)
n=0

nazywa się funkcją tworzącą prawdopodobieństwa (FTP) zmiennej loeowej K. 
Ponieważ Pn ̂  O, S p„ = 1, FTP Jeet funkcją analityczną (tj. roskładsl- 
ną w szereg Taylora) dla se (-1,1).
Podstawowe własności FTP ujęte zostaną w postaoi lematu.
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lemat 2.1 (por. np. fi]). Nieoh g(s) będzie FTP zmiennoj losowej N (cał­
kowitej nioujeranoj). Niooh dalej e(n) będzie wartością oczekiwaną N i 
ogólniej niech:

M( i )  = E [ N^H "  “  4 + 1 i )  ^2 - 2 ^

będzio i - t y s  c o n o n t o u  f a k t o r i a l n y m  N ( d o p u s z c z a  s i ę  = « ) .  V ó w o z a a :

(*) g(e) jest dodatnia, óoiólo wypukła o ile pQ + p1 ^ 1 i óoióle rosną­
ca, o ile p0 ^ 1 (es ¡0,1]]),

(b) z a c h o d z ą  w z o r y :

P,

(c) zaohodzą wzory:

n ' ni ■ . n de

di«(a)
M(i) - - ¡ V -

(2.3)
o=0

(2.J*)
Osi

przy ozyn lawa strona równa się <x> , wtedy i tylko wtedy, o ile

lia d^g/de^ : w  , 
o — 1-

(d) nieob będzie ciągiem ssaionayoh losowyob, a oiągi-em od-
powiednioh FTP; wówosao ciąg {Nmj zbiożny d«»t według rozkładu do 
zmiennej losowej N wtedy i tylko wtedy, gdy oiąg zbieZny
jest do FTP g(s),

(0) funkcja g(s), analityozna dla a* [p»0* J9** pewnej zmiennej lo­
sowej wtedy i tylko wtedy, jetsli

lim g(s) = 1 oraz d^g/de | > 0 ,  i = 0,1... .
3 —  1 ssO

jjgfinio.la 2.2. Niooh N = (N1, Nj) będzie dwuwymiarową zmienną losową ta­
ką, te Nt Jest całkowite nieujeane (i = 1,2). Dwuwymiarową FTP zaionnej 
loiowej N nazywa się funkcją g(»1( «2 ) dwóch zmiannyob »t>*2 
tkreiloną wzorem:

0° 00 n n

S(V 2 > £ i !  2 ]  Pn.n2 “1 1 °2 2 (2’5 'c,=0 n-=0
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Własności dvuwymiarov® j FTP aą oczywistymi rozszerzeniami własności je- 
dnowymiarowo J FTP,

Dla dowolnego łańcucha Markowa Ł = ° P**z«liczalnoj li­
czbie stanów i dyskretnym czasie określimy prawdopodobieństwa przejścia 
wzorami:

\ m  = J>{ Nt = “ I Nt-1 = n) ’ (2.6)

przy ozyra /  . p * = 1. Liczba p, . nazywa się prawdopodobieństwem
» » 0  "" 1J

przejśoia ze stanu i do stanu J na t-tym «tąpie procesu (w chwili t .
Oznaczmy przsz r * prawdopodobieństwo, ta na t-tym otapio prooas wuj- 

duje się w stanie n-tym, tzn. r^* =J>^Nt = “}* Oznaczmy przez r^ nieskeś- 
ozony waktor wierszowy (rj, r * , . ..), a przez £ fc nieskońozoaą macierz 
ĵ p* J , Wówozas a najprootszyoh własności raohunku macierzy oraz prawdo­
podobieństw warunkowych wynika, Ze:

rt + o = rt pt + 1 pt+2 ^  pt+e^ f2-7)

Łańcuch Markowa nazywa się jednorodnym, JeZeli P* = P. Dla uniknięoia 
kolizji oznaczeń t-ta potęga macierzy P oznaozaaa będzie przez (P) .

3. Model 1

Częste spotykana woraja węzła aontaZr. przedstawiona Jest na rys.2, Pół­
produkt A deatarozany jest przez linię montażową A, a następnie spr»»- 
dzany na stanowisku kontrolnym K, Usterka powodująca oałkowitą nieprzy­
datność półproduktu zdarza się z prawdopodobieństwem q (dla wygody ozn«- 
czono p = 1-q). Półprodukt wadliwy nie wraca na linię. Półprodukty Pr*‘ 
wldłowo wykonane przekazywano są do magazynu MA i odbierane stamtąd prziz 
linię C, Zakłada się, ta obie linie poruszają się ze stałymi prędkośoU- 
mi, a ioh oykle (tzn. odstępy ozasowe między kolejnymi produktami opuezo*- 
jąoymi linię) równe są odpowiednio i Cę.

l \
NU)

Ma
Cc

-------- on- >
P /

Rys. 2. Schemat ideowy modelu I
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Zilożonie 'j. 1. Cyklo C ̂ i Cę aa ją się do siebie Jak dwie liczby całko- 
Kitę, tzn. :

k CA = 1 Cc , (3.1)

przy ozy« z oczywistych powodów k > 1, a liczby k i l  dobrana są tak,
1«by ułamek k/l był ni eskraoalny.
Zakłada się również, że kontrola techniczna i operaojo transportowa zaj- 

KijU tyle samo czasu dla każdego produktu, nożna więc bezpiecznie przy­
jąć, że nic zajmują go w ogóle. Z podobnyoh względów można założyć syn-
ihrsaizao ję linii w moraanoie ich urushonienia. Ponadto przyjnujo się, że 
oitłrki peszozegół nyob egzemplarzy produktu są niezależne stochastycznie.
Przyrost zawartoioi N(t) magazynu noże nastąpić w ohwilaoh t =

îiCA- 1 = >-2 .....  podczas gdy spadek zawartoioi (o jeden egzenplarz,si­
ta o zero egzemplarzy, gdy nagazyn był pusty) następuje w ohwilaoh t=iCc , 
l= 1,2,,,. . Interesowi).' nas będą rozkłady prawdopodobiojłatwa zmiennych 
losowych N,

= M(iCc )

Okreilmy ciąg -Ii-l wzorami
W  .
|ij j = |[jk/l]j, j = 1,2.....1, (3.2)

Jdzie ozaaoza ozęóć całkowi tą, Violko4ć jest równa maksymalnej
iiozbie półproduktów dostarczonych do Mgazyau podczas trwania cykli
lioii C o Rumorach od 1 dc J, od 1 + 1 do ł+J, od 21 + 1 do 21+j itd, Nicoh 
1U.J: s

“ 1 = *1

m 1 = ij - ij_,. J = 2,...,1, (3.3)

U«aba mj równa się maksynalnej liczbie półproduktów dostarczonych do 
ał»zyau Ha podozas trwania cyklu linii C o nunerze J, 1+J, 21+j itd. 

w^ będzie zmienną losową równą liozble półproduktów dostarczanychSlsoh
**łozynu M. w ozasie trwania i-tege oyklu linii-C. łatwo wykazać, że A

N. = na* | n i_1 .+ w t - 1 i oj (3. M

• «  że w^ jest zmienną losową o rozkładzie Dornoulliego o wartoioi oez«~ 
kiwsncj p dla i = J, 1+j. 21 + j ... .
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Postulowana niezależność usterek powoduje, żo ciąg raożna uważaća
łańcuch Markowa. Uwzględniając wzór (3.M oraz znano własności rozkładu
Bornoulliogo otrzymamy postać raaoiorzy P :

(m .

pJ+ xl

. r i v p2qV 2 ( L 3 “j0,-3

2 /

' V ' - ’ i  % * < - *

1

n eb — t t j

o o ...

o ...

B  , 1  ^ a i  M
0  q  J p q  J

i  1 !
'

i B j - u

0  0 “ i
q  d  . . .

*

•

raj-1 aip 3 ą P J

(3.5)

Używając mer^w (2.7 ), (3.5) ssożna otrzymać rozkłady wszystkich zsief 
nych losowych N^. Ula celów badania własności łaóoucha wygadniaj ̂
dnak będzie użyć FTP.

Twierdzanie 3.1. Niech Gj r (°) będzie FTP zsiennoj losowej ^j+ir * n*Si*

Pn'r a ^ { MJ*lr = B j • W6moS5bb: /
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j = 1,...,1-1, r = 0,1,... (3.6)

h 1  *

r = 0,1,... ' (3.7)

dla s € (0,1 ].

Dowód; Wykażemy wzór (3.6); wzór (3.7) nożna udowodnić analogicznie.Z do- 
finio ji FTP:

~  J«1 ,r
Gd+i DsO

VykorzystuJąo usaciorz (wzór (3.5)) łatwo pokazać, ±oz

¿ « . * . , 1 - *  ( < > ’  * . . + 1  „ V i - ! ,  +

i

n , , . . im.-n+1-l... „  Qt.1--------- , áiT/ J + 1 \ — c J
P J * = i P. n-i+1 q
° i=swx |0;n-tnJ+1+1|

»tąd po podstawieniu do (3.8), otrzyeaujeny dla s^O:

" l - *  -  * J ; r  *

n+1 . ,— n. .-n+i-1
Z - .  e ; : , » - “ ' « J * '
n=-1 isaaax{©;B-!Sj+ -̂*-1]l

= ?o,r - 9 ¿ ,r q ^ 1 /B +

mj+i
•f

u=0 1=0
£  ¿ V * 1"' f } >r J”  - t i ’r ■.J*’ *

j +1 m m OO
0“(“ jł1)p-q J*1 2 * 1 ii'" (3*9)
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Krok drugi wynika ze zmian wskaźników suntacyjoych wodłun wzoru u - 
itzór i.*’) jest równoważny / tezą twierdzeń i u.

-ł. Model XI

ltozważwy inną szczególną wersję węzła montażu r y s ,  3), Wszystkie trzy 
linio poruszają się synchromoznic z tyra eaaay*i cyklom C* 'Zakłada się, po­
dobnie jak w modelu I, niezależno^-: meohanizraów powstawania usterek ortz 
pomija się czasy transportu, montażu w węźło sumacyjnym itp. Prawdopodo­
bieństwo usterki półproduktu A oznacza się przez = półpro­
duktu D - przez Liozebnośó «mgazynu w obwili t oztia-
oz& sio przez N^(t;, magazynu Mg - przoz t)• Oznaczmy skrótowo: =
= NA(iC), X’iB = NB(iC), i = 0,1.....

Ponadto, liozbę produktów typu A (odpowiednio: B), dooicrająoych do »»- 
gazynu MA (odp.: Mg) w cyklu i-tym oznaczamy przoz W^A (odp.: ). Oozj-
wiśeio ViA = O lub 1, w zalażnośoi od togo, ozy usterka wystąpi « W  »*■* 
itp. *

Procos ^N^A , jest łańouobem Markowa o przeliczalnej liczbie sta­
nów. Wszystkie stany procesu aoZna by ponumerować i wypisać w sposób Jaw­
ny macierz P, ale byłoby to niezwykle kłopotliwe. Znaoznio proiciej Jeat 
indeksować prawdopodobieństwa parami wskaźników, odpowiadaJącyob stanos 
magazynów MA i M^. Oznaczmy wipo:

r - A * - B  = ^  K A  = V  ^  = " » }

=j{Ni*t = "A- Ni!, = "B I «i* = nA ’ Ni" = "b ) * ( M )



Kiłtypowe zadania taorii kolejek.

Prawdopodobieństwa przejścia prooosu można wyznaczyć metodami podobny- 
■i Jak w punkoie 3 praoy, Na przykład:

poo|oo = p { W iA = °- w ŁB = o} + p ( , la = «, ^ = 1},

Poi |oo = i { v iA = °'  « i “ - 1}-

Ponieważ ?

pio|oo = ^ { wiA = °* v'iB = ° } -

{*1 + 1 = ’} = PA' = ’} = PB, mamy:

P00|00 = ' ” PA " PB + 2pAPB’

P0t|00 'AkB'

P10|00 = PA " P*PAPB *

Podobnie dla ca ^  t r

Natomiaat dla m fn ^  1:

Pm01 mO = 1 " PA + 2pApB " PB* 

pm+1,0|«0 = PA - PAPB' 

pia- 1 ,0 | mO = PB " PAPBf

POmI Ora * 1 ~ PA " PB + 2pAPB’

p0,m+1|Om = PB " PAPB* 

P0,o-l|Om = PA PAPB*

, pmn|mn _ PAPB*

PaPspm-1 , n|*m P:B AB'

Pra,n-l|mn PA PAPB’

P « 11 s 1 - p. + pAPp “ Pr •mb- 1 , n-11 tan A A B  a

(<».3) 

(U.itl 

*ł. 3 '

(«4.6)

(«4.7) 

(«4.8) 

(«4.9) 

{<4. 10) 

(«4.11 '

(«*. 12) 

(«4. 13)

(«4. 1«4 )

(«4- 15)



98 M. Kiamel

Twierdzenie k. 1. Nioob G'*(sA,o35, sA , ofl « ¡0, i] ozaaosa itiosrai} FTP zaloo- 
nyota losowych ^ówozao jeżeli 0A i®g 5̂ 0, toi

GJ+1(aA,3B ) = (1 - pA 4- pA 3A )(1 - Pjj + pb sib) G ^ . O g )  -

- (i - Pb) [pa (~~ T  \ )  * (1 - PA ) ( ~ -  - 1)] gJ(«a,o) -
Jo A 3 J

- (ł - ¡»A5 [p B (ST - SB 5 + (1 - PB)(i7i~ - 1)] gJ< ° * V  -' - A  A D  J

- (i - pA )(i - pB )(i - _ L _ )  o*(o,o)
A 13

Dowód twigrdzonia Jest oparty na rozumowaniu identycznym Jak w przypadku
twierdzenia 3.1. Oczywióoie G^{0,0) c r^ ,w ooT

°J(oA'°> = £  riO “A1 itp*
1*0

5. Owasl

Wprowadzono modele I 1 II #ą uproszczeniami podstawowego sodola wyzl* 
montażu — w diiioh ritWoh kieranbaoh. Modol X miglfdala aotllwić różni* 
prędkoóoi Hall, oo 3 kolei zaniodbu jeusaodel II. Wa odwrót, model II «- 
względnia fakt, fi® do wytworzenia produktu fiaa&$ogo mogą być potraobn* 
dwa rodzaje półproduktów. Twierdzenia 3.1, **.1 pozwala Ją wyprowadzić w «*?• 
śoiaoh U  i H I  praoy wzory na momenty prooesów j (raodel i) ora«

* **t ^ («swdoi II) oras udowodnić wyniki dotyosĄce własnoóoi. granio*- 
nyoh tyoh prooesów.
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HSIHffiWHHE I1P0BJIEMH HACCOBOrO OBCJiyZHBAHHH 
C JHGKPETHHMM IIPO UECCAJiH
iaoTt I. OCKOBHUe MOAeAH 

P e 3 jo m e
B se A e K H a H  B e p o f t iK O C T H a «  x a p a K i e p H C T H K a  u o a e a e t t  H e K O T o p u x  A H C K peT H H X  i t p o -  

n e c c o B ,  s a x H K X  k  npH M eB uieM K X  H a  n p a K T M K e , " 3 a K O H  3 B o a » H H H w n p o u e c c a  o m i c a n  
s B lu e  u e n n  M a p K O B a  c  6e o K O H e « !R « M  w o a o M  o o c T o s H H . t t ,

, /
SPECIFIC PROBLEMS IN THE' QUEUEING THEORY CONNECTED WITH 
THE DISCRETE INDUSTRIAL PROCESSES

I - BASIC MODELS 

S u m m a r y
In the paper we introduce the probabilistic description of models for 

cartain processes of discrete oharaoter. The models oover a olass of so 
oslled disorete industrial processes which is important for applications. 
Tfca process "law of evolution” is desoribed in form of a Markov process 
vith infinite number of states.


