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NIETYPOWE ZADANIA TEORII1 KOLEJEK
ZWIAZANE Z DYSKRETNYMI PROCESAMI PRZEMYStOWYMI

CzeS¢ | - PODSTAWOWE MODELE

Streszozenle. Wprowadzono opis probabilistyczny modeli pewnych
prooeséw o charakterze dyskretnym. Modele pokrywaja pewnag klase tak
zwanyoh dyskretnych proceséw przemystowych, wazng dla zastosowan.Do
opisu prooesow uzyto prooeséw Markowa o nieskonczonej liczbie sta-
now.

1. WST”P

Matcmatyozny opis dynamiki dyskretnych prooeséw przemyslowyob (w kté-
rych materiat i podprodukty przeptywaja w nieciagtych poroJach) dostarcza
wielu probleméw o charakterze probabilistycznym. Wystepuja one zwykle woéw-
czas, kiedy w gre wchodza zagadnienia Jakosci wyrobéw. Jest to zwigzane z
losowo$oig powstawania usterek. Problemy to sg z reguty zblizone do trady-
cyjnyoh zadan teorii kolejok (proceséow obstugi masowej Qi]) z pewnymi spe-
cyficznymi réznicami. Mianowicie, w klasyoznyoh problemach obstugi najeze,
icioj przyjmowane jest zatozenie o tzw. catkowitej losowo$oi strumienia
wejsciowego lub zatozenia zblizone, co pocigga za sobg oozywiste konse-
kwonoje dla opisu matematyoznego. V zadaniach wynikdych z rozwazania dys-
kretnych proooséw przemysdowych nie stosuje sie zatozenia o oatkowitoj lo-
sowosoi strumienia, przooiwnio - w gre wchodza strumienie zdarzen ‘''regu-
larne”™ i "deterministyczne”, a tylko "popsute" przez losowo usterki pro-
dukcji. Tak wieo, prooes ma w tym przypadku o wiele bardziej '"sztywny* cha-
rakter.

W pracy rozwaza sie dwa modele matematyczne prooeséw, zwigzane z praog
tzw, wezta montazu, ktory jest czestym sktadnikiem bardziej ztozonych pro-
oesow dyskretnych. N punkcie 2 pracy powtérzono dla wygody ozytolnika opis
funkcjonowania typowego wezda montazu £)J oraz podano niezbedne definicjo
i whkasnosci funkcji tworzgoych®prawdopodobienstwa oraz proceséw Markowa,
k punktaoh 3 i h rozwazono odpowiednio model 1 i model Il, bedace réznymi
uproszczeniami modelu podstawowego. Wyprowadzono wzory na ewolucja w cza-
sie rozktadéw prawdopodobienstwa interesujacyob zmiennych losowyo.i.W oze-
Soi Il praoy podane zostanie twierdzenie graniczne dla szczeg6lnej wersji
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modelu I oraz Jono konsekwenojo, podczas gdy w ozeé6oi Il1l udowodnione zo-
stang pewne niepedne rezultaty dla og6lnej postaoi modelu 1 i dla modelu
Il. W czenoi 111 zamieszczono beda réwnio* wyniki badan o charakterze nu-
mery ozno-symulacyjnym.

2. Opis wezta montazu, TFunko.io tworzgoe i prooeay Markowa

Wezed+ montazu jest ukdadem trzeoh linii montazowych, Jak na rys, 1, Li-
nio A i U stuzg do wytwarzania dwéoh pédproduktéw, klarowanych nastepnie
do magazynéw MA i Mg. Nastepnie podprodukty kieruje sie do tzw. wezta su-
maoyJnego, w ktérym montuje sie z niob produkt finalny,transportowany da-
lej linig C. Pé#produkty moca posiada¢ usterki i s wéwozas kierowane m
zespoty stanowisk remontswyoh RA i Rg. Krytyczno dla procesu sa iiozby
potproduktéw w magazynach MA i Mg, dlatego w dalszym oigga rozwazano beda
rozktady tyoh wkadénie zmlonnych losowych. Inno zagadnienia, zwiazane z dy-
namika wezda montazu, przedstawiono w praoy [3].

Rys., 1. Schemat ideowy wez¥a montazu

Definicja 2-1 Niech N bedzie zmienng loeowg o wartoéoiaoh oatkowityoh
nieujemnyoh i1 niech pb ajMN = n]. Funkcje g(o) zmiennej rzeczywistej
s (si (0,0 ) okreilong wzorem:

«(») = ”Pn»n ()

n=0
nazywa sie funkcja tworzgca prawdopodobienstwa (FTP) zmiennej loeowej K.
Poniewaz Pn”~ O, S p, = 1, FTP Jeet funkcja analitycznag (tj. rosktadsl-

na w szereg Taylora) dla se (-1,1).
Podstawowe whasnosci FTP ujete zostang w postaoi lematu.
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leat 2.1 (por. np. fi]). Nieoh g(s) bedzie FTP zmiennoj losowej N (cat-
kowitej nioujeranoj). Niooh dalej e(n) bedzie wartoscig oczekiwang N i
ogolniej niech:

M(i) = E [N*H " “ 4+ 10) A2 A

bedzio i-tys conontou faktorialnym N (dopuszcza sie =«). Voéwozaa:

™ g(e) jest dodatnia, 60i6lo wypukta o ile pQ + pl ~ 1 i 6oidle rosnag-
ca, o ile po ~ 1 (es 0,111,

(b) zachodzg wzory:

Pn o ni @-3)
n ni m.n
0=0
© zaohodzag wzory:
di«(a)
MG - - V- @7
Osi

przy ozyn lawa strona réwna sie <¢, wtedy i tylko wtedy, o ile

lia dng/den - w

o— 1-

@ nieob bedzie ciggiem ssaionayoh losowyob, a oiggi-em od-
powiednioh FTP; woéwosao ciag {Nmj zbiozny d«»t weddug rozktadu do
zmiennej losowej N wtedy i tylko wtedy, gdy oiag zbieZny

jest do FTP g(s),

©) funkcja g(s), analityozna dla a* [p»0* J9** pewnej zmiennej lo-
sowej wtedy i1 tylko wtedy, jetsli

lim g(s) =1 oraz d~rg/de | >0, 1 =0,1..
31 ssO

Jiofinio.la 2.2_. Niooh N = (N1, Nj) bedzie dwuwymiarowa zmienna losowg ta-
ka, te Nt Jest catkowite nieujeane (i = 1,2). Dwuwymiarowg FTP zaionnej

loionej N nazywa sie funkcja g(»1( «2) dwoéch zmiannyob »t>*2
tkreilong wzorem:

0° 00 n n

s « ° e
S(v2-> £c':,'=0 r21—:—lO Pn.n2 “1 1 °2 2 (2’5
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WEasnosci dvuwymiarov®j FTP ag oczywistymi rozszerzeniami whasnosci je
dnowymiarowoJ FTP,

Dla dowolnego #ancucha Markowa L= ° pP**z«liczalnoj I
czbie standow i1 dyskretnym czasie okreslimy prawdopodobienstwa przejscia
wzorami :

\m =BH{Nt = “ INt-1 = n) ~ @5

przy ozyra / . p *= 1. Liczba p, . nazywa sie prawdopodobienstwem
» »0 e 1J

przejsoia ze stanu i1 do stanu J na t-tym «tgpie procesu (w chwili t.

Oznaczmy przsz r * prawdopodobienstwo, ta na t-tym otapio prooas wij-
duje sie w stanie n-tym, tzn. r™* =J>~Nt = “}* Oznaczmy przez r” nieskes-
ozony waktor wierszowy (rj, r*, ...), a przez £€ nieskonozoaag macierz
¥ J , Wowozas a najprootszyoh whasnosci raohunku macierzy oraz prawdo-
podobienstw warunkowych wynika, Ze:

(o = rt pt+l pt+2 ~ pt+en 2-7)

tancuch Markowa nazywa sie jednorodnym, JeZeli P* = P. Dla uniknieoia
kolizji oznaczen t-ta potega macierzy P oznaozaaa bedzie przez (P) .

3. Model 1

Czeste spotykana woraja wezda aontaZr. przedstawiona Jest na rys.2, R
produkt A deatarozany jest przez linie montazowg A, a nastepnie Spr»
dzany na stanowisku kontrolnym K, Usterka powodujgaca oatkowita nieprzy-
datnos¢ poédproduktu zdarza sie z prawdopodobienstwem q (dla wygody oz
czono p = 1-q)- PoOdprodukt wadliwy nie wraca na linie. PoOdprodukty Pr<
wldtowo wykonane przekazywano sg do magazynu MA i odbierane stamtad prziz
linie C, Zaktada sie, ta obie linie poruszaja sie ze statymi predkosoU-
mi, a ioh oykle (tzn. odstepy ozasowe miedzy kolejnymi produktami opuezo*-
jaoymi linie) roéwne sa odpowiednio i Ce.

Rys. 2. Schemat ideowy modelu 1
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Zilozonie 7J.1. Cyklo C™ i Ce aaja sie do siebie Jak dwie liczby catko-
Kite, tzn. :

kCA = 1 Cc, (3.1)

pzy ozy« zoczywistych powodéw k > 1, a liczby kil dobrana sa tak,
Ly utamek k/1 byt nieskraoalny.

Zakkada sie rowniez, ze kontrola techniczna i operaojo transportowa zaj-
Kiju tyle samo czasu dlakazdego produktu, nozna wiec bezpiecznie przy-
B, ze nic zajmuja go w og6le. Z podobnyoh wzgledéw mozna zatozyé syn-
ihrsaizaoje linii w moraanoie ich urushonienia. Ponadto przyjnujo sie, ze
oithki peszozegét nyob egzemplarzy produktu sa niezalezne stochastycznie.

Przyrost zawartoioi N(t) magazynu noze nastgpi¢ w ohwilaoh t =
TICA- 1= >2__.__. podczas gdy spadek zawartoioi (o jeden egzenplarz,si-
o zero egzemplarzy, gdy nagazyn by+ pusty) nastepuje w ohwilaoh t=iCc,
1=1,2,,,. . Interesowi).” nas beda rozktady prawdopodobiojtatwa zmiennych

losomch N,

= M(iCc)

Okreilmy cigg -li-l1 wzorami
W._ - - - - -
liji= 10k, 3 =1,2..... 1, G.2
Jzie ozaaoza o0zeOC¢ catkowi tg, Violko4¢ jest réwna maksymalnej

iiozbie pédproduktéw dostarczonych do Mgazyau podczas trwania cykli

lioii C o Rumorach od 1 dc J, od 1+1 do 4#+J, od 21+1 do 21+j itd, Nicoh
1.3: s

ml=ij - ij_,- J=2,...,1, (3.3)

Uaba mj roéwna sie maksynalnej liczbie pdédproduktéw dostarczonych do
adb»zyau Ha podozas trwania cyklu linii C o nunerze J, 1+J, 21+j itd.
SIsh w” bedzie zmienng losowg réwng liozble pétproduktéw dostarczanych

**}ozynu MA w ozasie trwania i-tege oyklu linii-C. #datwo wykazac, ze

N. = na* |ni_1 +wt - 1i 0] @G-M

e« ze wN jest zmienng losowg o rozktadzie Dornoulliego o wartoioi oez«~
kivsncj p dla 1 = J, 1+j. 21+j ... .
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Postulowana niezaleznos$¢ usterek powoduje, zo ciag raozna uwazaca
+ancuch Markowa. Uwzgledniajac wzér (3.M oraz znano whkasnosci rozkiadu
Bornoulliogo otrzymamy postac¢ raaoiorzy P :

(@ .
. 0.-3
[ 1V p2qVv 2 ( L3%] o o
2/
n & —t
t]
V-7 % * < — * 0 ...
1
B LA a i M = _ =
0 a pa I pqlél i
i1 iBj-u
*
pJ+xl 0 o 4 .

@3

Uzywajac mer~w (2.7), (3.5) ssozna otrzymaé¢ rozktady wszystkich zsief
nych losowych N~. Ula celéw badania wkasnosci +adoucha wygadniaj »
dnak bedzie uzy¢ FTP.

Twierdzanie 3.1. Niech Gj r(°) bedzie FTP zsiennoj losowej ~j+ir * nd*

Pn*r a~{MJ*Ir = Bj = W6moS5bb: /
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i=1,...,1-1, r=20,1,... (3-6)

r=0,1,... " (3.7

dla s € (0,11].

Dowod; Wykazemy wzoér (3.6); wzor (3.7) nozna udowodni¢ analogicznie.Z do-

finioji FTP:

~ J<1 ,r
G
d+i
DsO
VykorzystuJdgo usaciorz (wzér (3.5)) +atwo pokazaé¢, =0z
¢« 1 (< > * +1 Voo N
i
n . . _im_-n+1-1
e Qtl———————— , AT/ J+1 \~ c J
PJ * = iP. n-i+l q
© i=swx |O;n-tnJ+1+1]
»tad po podstawieniu do (3.8), otrzyeaujeny dla s”O:
B B - * *
n+1 - n. .-n+i-,
Z - . e ;:,» - "'« J*
n=- isaaax{0;B-1Sj+ =1l
= ?0,r -9¢,rq ~ 1/B +
mj+i
¢ ¢ vV * 1" fio>r J” -ti’r m_.J*” *
u=0 1=0
j+1 m m 00

0“(“j4l)p-q J*1 2 * 1 §i"" (3*9)
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Krok drugi wynika ze zmian wskaznikéw suntacyjoych woddun wzoru u -
izor i.*) jest rownowazny / tezg twierdzen iu.

-k Model XI

Itozwazwy inng szczego6lng wersje wezda montazu rys, 3), Wszystkie trzy
linio poruszaja sie synchromoznic z tyra essay*i cyklom C* "Zakdtada sie, po-
dobnie jak w modelu I, niezalezno”: meohanizraéw powstawania usterek ortz
pomija sie czasy transportu, montazu w wezdo sumacyjnym itp. Prawdopodo-

bienstwo usterki po6dproduktu A oznacza sie przez = p&ipro-
duktu D - przez Liozebno$6 «mgazynu w obwili t oztia-
0z& sio przez N~(t;, magazynu Mg - przoz t)= Oznaczmy skroétowo: =

= NA(IC), XiB = NB(iC), i = 0,1.....

Ponadto, liozbe produktéw typu A (odpowiednio: B), dooicrajgoych do »
gazynu MA (odp.: Mg) w cyklu i-tym oznaczamy przoz W~A (odp.: ). Oozj-
wiseio VIiA = 0 lub 1, w zalazno$oi od togo, ozy usterka wystapi «W »w
itp. *

Procos ~N"A, jest +tanouobem Markowa o przeliczalnej liczbie sta-
néw. Wszystkie stany procesu aoZna by ponumerowac¢ i wypisa¢ w sposéb Jaw-
ny macierz P, ale bytoby to niezwykle k#opotliwe. Znaoznio proiciej Jeat
indeksowa¢ prawdopodobienstwa parami wskaznikéw, odpowiadadgcyob stanos
magazynéw MA i M*. Oznaczmy wipo:

r-A*-B = M« a =V n = "»}

=j{Ni*t = "A- Nil!, = "B l«i* = nA” Ni" = "b) * (M)
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Prawdopodobienstwa przejscia prooosu mozna wyznaczy¢ metodami

mi Jak w punkoie 3 praoy,

poojoo =p{WiA

Na przyktad:

= ° wiB =0} +p(,la = «

Pijoo =i{viA=°" «i*- 1}-

piojoo ="{wiA="* ViB

Poniewaz ? {*1+1 = *}

POO

Podobnie dla @ ” tr

= PA" = ’} =

1
o
——
'

PB, mamy:

J]oO = = ” PA "™ PB + 2pAPB”
POT|00 " AKB"

P10]00 = PA ™ PAPB™*

PmO1mO = 1 ™ PA + 2pApB " PB*

POmIOa * 1 ~ PA ™

Natomiaat dla mfn ~ 1:

Fb-£,n-then S 1 - Pa * PARP ” Pge

pm+1,0]«0 = PA - PAPB

pia-1,0 JnO = PB " PAPBF
PB + 2pAPB~”
po,m+1]Om = PB " PAPB*
PO,o-1]0m = PA PAPB*
, pmnimn _ PAPB*
pm-1 ,n|*m PB PaBs

Pra,n-1]mn PA PAPB ”

podobny-

(=.3)

.itl

(«4.6)

«4.7)

(«4.8)

«4.9

{<4. 10)

4.1l

(«. 12)

(4. 13)

. 14)

(4 15)
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Twierdzenie k. 1. Nioob G"*(sA,035, sA, ofl« jO, i] ozaaosa itiosrai} FTP zaloo-
nyota losowych ~6wozao jezeli OAi®g % 0, toi

GJ+1(aA,3B) = (L - pA 4 pA 3A)( - Pjj + pbsib) GA.0g) -

- (i- Pb) [pa(~~T \) *@ - PAY(~- - 1] g9gI(«a,o0) -
Db A3 J

- (- ASEpB (ST -SB5 + (@ - PB)(ifiy - D] gI<°*V -

- @ - pAYG - pBYG - _L) 0*(0,0)
AL

Dow6éd twigrdzonia Jest oparty na rozumowaniu identycznym Jak w przypadku

twierdzenia 3.1. Oczywidoie G’\{OWO) c ré\o.[,

°J(0A"°> = £ ri0 “Al itp*
1*0

5. Owasl

Wprowadzono modele I 1 Il #3 uproszczeniami podstawowego sodola wyzl*
montazu — w diiioh ritWoh kieranbaoh. Modol X miglfdala aotllwi¢ rézni*
predkoéoi Hall, oo 3 kolei zaniodbujeusaodel 11. Wa odwrét, model 11 «
wzglednia fakt, fi® do wytworzenia produktu fiaa&$ogo mogg by¢ potraobn*
dwa rodzaje potproduktédw. Twierdzenia 3.1, **.1 pozwalaJa wyprowadzic w «7
Soiaoh U i1 HI1 praoy wzory na momenty prooesow J (raodel 1) ora«

* *t N («swdoi Il) oras udowodni¢ wyniki dotyosAce wkasno6oi. granio*-

nyoh tyoh prooesoéw.
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HSIHffIWHHE 11POBJIEMH HACCOBOrO OBCliyZHBAHHH
C JHGKPETHHMM 11PO UECCAJH

iaolt 1. OCKOBHUe MOAeAH

Pesjome

BseAeKHaH BepoftiKOCTHa« xapaKiepHCTHKa uoaeaett HeKOTopux AHCKpeTHHX itpo-
neccoB, saxHKX k npHMeBuieMKX Ha npaKTMKe, "3aKOH 3Boa»HHHw npouecca omican
s Blue uenn MapKOBa ¢ 6eoKOHe«!R«M woaoM oocTosHH.tt,

/

SPECIFIC PROBLEMS IN THE" QUEUEING THEORY CONNECTED WITH
THE DISCRETE INDUSTRIAL PROCESSES

1 - BASIC MODELS

Summary

In the paper we introduce the probabilistic description of models for
cartain processes of discrete oharaoter. The models oover a olass of so
oslled disorete industrial processes which is important for applications.
Tia process '"law of evolution” is desoribed in form of a Markov process
vith infinite number of states.



