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NIETYPOWE .ZADANIA TEORII1 KOLEJEK ZWIAZANE Z
Z DYSKRETNYMI PROCESAMI PRZEMYStOWYMI

Cze$¢ 11 - WEASNOSCI GRANICZNE PROSTEGO PROCESU

Stroszozanla. Przeprowadzono badanie wkasnosci granioznyoh pros-
tego prooesu, bedgoogo szczegdlnym przypadkiem modeli wprowadzonego
w ozesoi | praoy. Wyniki otrzymano za pomoog znanych metod +anou-
choéw Markowa i1 funkoji tworzgoyoh prawdopodobieristwa. Zataczono tak-
ze wyniki badan aymulaoyjnyoh.

1. Wstep

Obecna praca Jest bezposrednia kontynuacja praoy [i], dlatego nio sa
powtarzane podstawowe definicje ani wyniki zawarte w [i]. Odwotania do kon-
kretnych wzoréw ozy twierdzen z praoy Q] zaopatrzono sg w rzymskg Jedyn-
ke (np. tw. L.it. D).

Rozwazona zostanie szczeg6lna wersja modelu 1, dla ktérej 1=1, tzn. li-
nia A, .porusza sie k razy szybciej niz linia C (por. wzér (1.3.1)).
W punkcie 2 podane zostang potrzebne wyniki z teorii proceséw Markowa. W
puckoio 3 okreslona zostanie posta¢ rozktadu staojonarnego,bedgoogo réw-
niez rozktadem granicznym oraz warunki konioozae 1 wystarczajgce Jogo
istnienia. W punkcie k wprowadzono bedg wzory na momenty procesu 1 1inno
podobne wyniki .

2. Wkasnosol graniczna 4anouohéw Markowa

Definioja 2.1. Rozktadem stacjonarnym Jednorodnego +auouoba Markowa o
przeliczalnej liozbio etanéw (por. pkt 1.°) i maoierzy przejscia P na-
zywa sie rozkdad 2t = (31Q, Wle»..-) taki, ze:

2 =t £- )

Niooh oznaoza element maoierzy (p)* (t-tej potegi macierzy \rzejsoia
Jednorodnego +anouohn Markowa), tzn. prawdopodobienstwo przeJsoia ze sta-
nu i do stanu J w oiggu t krokéw (w czasie t).
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Deflnloja 2.2. (por. £2, 0.72]). tsnouoh Marbom aaz7Va aie kontrakcja, jo-
6li dla dowolnej praoy atandy 1ij oraz 12 latnloje atan J oraz chwi-
la t taka, to:

PM  >0"* pial >0 " 22

Definicja 2.3. (por. (@2, o. 73]). Lanouoh Markowa nazywa sie nieprzywiad-
Inym, jezeli dla dowolnej pary (i,j) stanéw lotnieje t € T takie, zo

pi5} > °-
Twierdzenia 2.1. (por. £, tw. 2.s]). Zakézmy, ze istnieje rozkkad stacjo-

narny JT(Jedyny, Jed6li +tancuch Joat kontrakcjg). Wtedy nastepujgoa zdania
sg réwnowazna:

(©)) lim = 31 > 0, dla dowolnych 1,3,
t~+-00

() +ancuch Jest kontrakcja i jeat nieprzywledlny

Twierdzenie 2.2. (por. £2, tw. 2.6]). Jeéli +anouoh Jeat kontrakcja i nia
istnieje rozktad stacjonarny, to ll« pj*) = 0 dla wozyatkiob 1i,j.
- J

Powyzsze wyniki wykorzystane zostang w dalszy« oigagu praoy.

3. Rozk#ad graniczny dla przypadku 1=1

Rozwazymy graniczne zaohowanlo sie modelu 1| dla przypadkn,w ktérym li-
nia A porusza aie J-razy szybciej niz linia C.
Zaohowanlo. sie modelu Jeat, Jak sie to okaze, analogiczne do znanych praw
rzadzaoyoh procesami masowej obstugi.

Wprowadzimy skrétowa notaoje, piazao P zamiast Pl (por. wzér ( .3.5)
Grhs™ GIr™~™~  oraz 9nr zamiast Pn",r (p°r- tw. 1.3.1). OCozwl,-
icie 4Nij Jest obsunie Jednorodnym 4anouohem Markowa, a = k.

Wniosek 3.1. (por. tw. 1.3.1 i wzér (1-3.5)). V przypadku 1 = 1 teza twier-
dzenia 1 .3.1 przybiera postac: "

ore1 () = 97 »rl + or(.), r=0,1,... @D

dla a c(o,l] . Na podstawie wniosku 3.1 i innych wynikéw wykazemy naste-
pujacy rezultat.

Twierdzenie 3.1. D¥a #*ancucha Markowa odpowiadajgcego modelowi 1 przy 1=1
istnieje rozktad stacjonarny o funkoji tworzgoej prawdopodobienstwa (FIP,
por. den. 1.2.1) postaoi:
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GG 3.2)
1=0 v=0
lub postaci réwnowaznej dla s 6 ¢«

&) = @ - kp) ol (3.3)
- (pa + q)

11« tylko pe (o, H).

Przé6d dowodem twierdzenia podany zostanie lemat.

Uoot 3.1. Zachodzi nastepuJgoa zaleznoic:

= a-(ps + q)k. (3.7
1=0 V=0
D)A(ﬁi.Oznaozmy przez a, 1=0,..., k-1 wspétczynnik mrzy i-toj potedze
uitlonianu V(s), ktéry pomnozony przez (a-1) daje s - (ps + q) . Rozpi-
o V(s)(s-1) oraz stosujagc wzér na dwumian Newtona do (pa + Q) .otrzy-
mamy po porownaniu wspodczynnikow:

*k-1 =" P
Wtlad ten ma Jedyne rozwiazanie postaci:

k
aQ = q

Vokvo o =0, kel
v=0
Przy czym »k_ ,j = £(p + «&)*1 “ PkJ - 1 = - pk.
Przegrupowanie wyrazéw daje wzér (3.7).
Dondd twierdzenia 3.1. O ile rozkdad stacjonarny istnieje, Jego FTP G(s)
*ti spedniac¢ rownanie (3.1). Wynika stad jej hipotetyozna postac:



M. Kimiel

Zoby udowodni¢ istnienie rozkkadu .staoJonarnogo, soharakteryzotfanojo
przez T1* 0(3), wystarczy wykaza¢ (por. lemat 1.2.10), Ze Iim1 o(s) =1
s— 1

oraz Ze wspétczynniki rozwinieoia funkcji (3.5) w szereg potegowy wdotb
s=0 sg nieujemne.
Jak *atwo sprawdzié

stad :

¢ *. 0.8

ol

Wstawiajac (3.6) do (3.5) # stosujgo lemat 3.1, otrzymujemy wzér 3 .2)-Z+
wazmy dalej, ze wzor (3.2) mozna zapisa¢ w postaci:

6s) = G - k)
1
120 sl
gdzie: -
s ' - S (v} pvagk~v >0-
v=0

Jednoczesnie, na mooy warunku lim G(s) = 1:

S— -1
k-1 k-1
E TREY S * -
i=0 i=0

Stad, dla p <1/k, s e [0,1], G(s) przedstawia sobg sume szeregu geometry
cznego O postaoi:
00 o n
G(s) = A - kp) 2~ jy sl) ,
n=o 1i=0

S

réwnowaznego szeregowi potegowemu o dodatnich wspédczynnikach. To kosod
dowéd twierdzenia.

Kykazeray obecnie, 2o rozk#ad stacjonarny je3t W rozwazanym przypal*
identyczny z rozkdadem granicznym.

Lemat 3.2. Lanouoh Markowa |7~ij Jost kontrakcja i Jest nieprzywiadloy.

Dowdd. Vykazomy, ze dla dowolnych stanéw n, m #ancucha (dla ustatof*8
uwagi n>m) prawdopodobienstwo p~ > 0 dlapewnego t.Rozwazmy 1

= n - @, Jedng z mozliwosci przejscia nm jast wystepowanie przez
eroséw procesu: = O« Wynika to ze wzoru (1,3**0* Prawdopodobienstwo t*
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@ zdarzenia wynosi gkt >0 i jest mniejsze od e Stad PAN-> pe-
dobnie dla m > n przejsSoie joat mozliwe, np. przy = 2 _A wiec +ancuch
Jost nieprzywiodlny (por. def. 2.3).

W oelu udowodnienia, zo #ancuch Jost kontrakcja, zauwazmy, ze > 0

dla dowolnego n i t (wystarczy, zo TI = 1 przoz t krokéw procesu).Moz-
rawiec potozy¢ ij = J=m, 12 = nw definioji 2.2.

koloaock 3.2. Jozoli pE (0,/1i), to niezaleznie od postaoi rozktadu pocza-
tkonego  9° = (p°, 9°,...):

lim e* =Jf,

t- oo
gdzie rozkdad graniozny TC scharakteryzowany Jost przez FTP G(s) z twier-
dzenia 3.1.

Dowod. Na mooy tw. 2.1 i lematu 3.2 zaohodzi:

1 pijy=vVv

ile e£¢ = 90 Pfc, stad!

lin  p.t = lit ®
t—(( J t— i:O i:O

0 nalezato wykazac.

knlosek 3.3. Jezeli p€'(ji/k, 1], to

lim o*=0, i1i=0,1,

t- -0
Powvdd: Na mooy tw. 2.2 i lematu 3,2 wystarczy wykaza¢, zo rozktad stacjo-
namy nie istnieje.

V przypadku p s 1/k Jest to trywialne (por. wzér (3.2)). Niech p>1/k,
kowozas na mooy wzoru (3.6) bytoby 710 < 0, a wigec rozktad stacjonarny r
rowniez nie istnieje.

Wnioski 3.2 i 3.3 dowodza, zo aodsl 1| zachowuje sie identycznie jak zna-

o powszeohnie systemy obstugi masowej .
Intensywno$¢ strumienia wejsSciowego' wynosi w naszym przypadku kp, ‘prze*
Pustowo$¢ stanowiska obstugi* wynosi 1. A wieo jezeli kp > 1, to "dhugosc
iolojki', w naszym przypadku N*, dazy do nieskonczonosci, ao oharaktory-
suje sie brakiem rozktadu stacjonarnego i1 tym, ze pj,*-"-O.
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H. Momenty rozkdtadu stacjonarnego 1 Inne wyniki

Moaonty rozkdadu stao jonarnogo molna wyliozy¢, stosujgo wzory z ozegiol
() lematu 1.2.1. Mamy wigo:

. L . H
1=1 L v=0 J
1- kp
e «(N«,- 1] X M@= lim (a-DH-kp)

o*1 do  2-(pata)

d-kp) 1T [ -1L (v> pVqgH
1=2 t v=0 J

(lkp)"

1=1 L r=0

a2
(1 - kp)*
Wariancje D2 (NMa) solna obliczy¢ z oczywistej znloZnodoi:
02«»») . «(s) - »(, - [»GH] -
Wynosi ona:
(. -kP)2ii2 [ -¢<i> -r-H
D2 (Ha,) = ————————- N ———— V.y. SIS +—+
(1 - kp~»
k-1 r- i T
S l
lal L mwo ad

(1 - kp

Wykresy plorwaayoh dwéoh momentéw dla dwéeb warto6ol k przodstawioD*“
na rys. 1.
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Bj-

1. Wykresy E(10 (linia oiaggta) ora* 6 = D2 (N<J (linia przerywana) w
fuigji p: (@) k =2, e(ncd = p*/(1l-2p).6a pg/(1-2p), (b) k = 3, Efud =

=3 p/(i-3p),6=p"™V3 ~7p + 3p /(1-3p)

ki. 2. Wykres E(NY) w za-

leincsoi od i (ko6tka);war-

6 E(10 zaznaczona linig

Przarywang: hlc s k=2,
P = 0.3.

Ua linii C (oozywisoie
dd bowiem bilans:

Istnienie i posta¢ rozktadu graniczne-
go nie méwig nio na temat predkosci atoieZ-
nosoi do takiego rozktada. DuZg pomoo sta-
nowig tutaj badania syraulaoyJne.Na rysun-
kach 2 1 3 przedstawiono wyniki Jednego z
eksperymentéw, polegajacego na reknrenoyj-
nym wyliczeniu rozktadu (Pgq, Pj,--.) w o-
paraiu o wzér (1.3.5). Warto zauwaZy¢, Ze
dla i £ 60 rozktad nie réznl sie od roz-
k#adu granicznego (doktadnos¢ do «k miejso
po przecinku).

Dla kompletu informacji o zaohowaniu
sie rozpatrywanej wersji modalu I naleza-
+oby okresli¢ charakterystyke zmiennej lo-
sowej =zt rownej liczbie egzemplarzy pro-
duktu, transportowanych podozas i-tego oy-

0 lub 1). -Jest to stosunkowo proste. Zaoho-
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--T-t ......... iHO

I T 1 T =20

H— l—t—« L' 2

1»5

Ry». 3. Wykresy rozktadow (¢, C*,...) dla kilku wartoéoi 1i. Dane jak

rys. 2
Wyliozajao Zt ze wzoru (u.b), otrzymuje sie po uwzglednieniu wzoru
(T.3.%H):
zi = Hij - Ni +wi = ««* Ji; Ni_, + »ij W
Tak wieo:

B(zt) = 1 =o0j =, -9k (W)

Oozywiicio £(Zto) = kp.

5. Uwagi

Jasny 1 przejrzysty obraz zachowania eie modelu | w przypadku 1*1 dr
nosi sie do aytuaoji dod¢ odlegtej od rzeozywisteioi. V taohniosnyo Prs*
©esio moutaiu warunek p < 1/k oznaoza, Ze przecietnie na k polprodoli®
tév mniej niz Jodan Jest bez usterki. Jednakie, jak zobaczymy w  oazf«f
TXX, przypadek llorazu 1/k blizszego Jedynki Jsst o wiole trudniej™*
-0 analizy. Hatomiaot przedstawione powyiej rozumowanie daje poglad w* *a
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vJaki sposéb do innyoh podobnyob zagadnien zastosowa¢ aparat procesoéw

Karkowa.
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SSTKUHHHHE nPOEJLEJAN MACCOBOID OBCJIETKHBABHF
CM3AHHHE C TKCKPBTHUHH riPOUECCAMH

KacTb 11. rpaxaxHue ppcnpeAeldieHH« ajih npocioro apouecca

?e 30 u s

Onpejexeao rpaxxwKue cnotlciBa npocToro ocodeznero CAyuas koasxji apouecea
»efleMft b Rad« 1. PeayjibTaiH tiojiyweHKe nojibayxch tsopneti BapKoncxax ue-
nei x <$>yjucu»e8 nyonaBOjwmeH nepexTHOCciH. npHBejsHO pesyxbiaThi exxyxxmenxux

IOBHIlaXK».

SFECiriC PBOBLEMS IN THE QUEUEING THEORY CONNECTED WITH
THE DISCRETE INDUSTRIAL PROCESSES

Il - LIMIT LAWS jTOR A SIMPLE PROCESS

Summary

Inrostigatioa of limit properties of a simple spesial ease of the pro-
eos model introduced in Part 1 of the paper is performed. The result is
<Wtained with tho aid of known results for Markor chains and probability
(=»«rating funotlons. Also simulation results are included.



