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NIETYPOWE .ZADANIA TEORII KOLEJEK ZWIĄZANE Z 
Z DYSKRETNYMI PROCESAMI PRZEMYSŁOWYMI
Część II - WŁASNOŚCI GRANICZNE PROSTEGO PROCESU

Stroszozanla. Przeprowadzono badanie własności granioznyoh pros
tego prooesu, będąoogo szczególnym przypadkiem modeli wprowadzonego 
w ozęśoi I praoy. Wyniki otrzymano za pomooą znanych metod łańou- 
chów,Markowa i funkoji tworząoyoh prawdopodobieństwa. Załączono tak
że wyniki badań aymulaoyjnyoh.

1. .Wstęp

Obecna praca Jest bezpośrednią kontynuacją praoy [i], dlatego nio są 
powtarzane podstawowe definicje ani wyniki zawarte w [i]. Odwołania do kon
kretnych wzorów ozy twierdzeń z praoy Q] zaopatrzono są w rzymską Jedyn
kę (np. tw. I.ił.l).

Rozważona zostanie szczególna wersja modelu I, dla której 1=1, tzn. li
nia A,.porusza się k razy szybciej niż linia C (por. wzór (l.3.l)).
W punkcie 2 podane zostaną potrzebne wyniki z teorii procesów Markowa. W 
puckoio 3 określona zostanie postać rozkładu staojonarnego,będąoogo rów
nież rozkładem granicznym oraz warunki konioozae i wystarczające Jogo 
istnienia. W punkcie k  wprowadzono będą wzory na momenty procesu i inno 
podobne wyniki.

2. Własnośol graniczna łańouohów Markowa

Definioja 2.1. Rozkładem stacjonarnym Jednorodnego łauouoba Markowa o 
przeliczalnej liozbio etanów (por. pkt I.°) i maoierzy przejścia P na
zywa się rozkład 2 t = ( 3iQ , 71'1 •»..-) taki, że:

2  = t  £• (2'1)

Niooh oznaoza element maoierzy (p)* (t-tej potęgi macierzy \ rzejśoia
Jednorodnego łańouohn Markowa), tzn. prawdopodobieństwo przeJśoia ze sta
nu i do stanu J w oiągu t kroków (w czasie t).
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Deflnloja 2.2. (por. £2, 0 .72]). Łsńouoh Marbom aaz7Va aię kontrakcją, jo- 
óli dla dowolnej praoy atanóy ij oraz 12 latnloje atan J oraz chwi
la t taka, to:

PM > 0 ' piaJ > 0 ' (2'2)

Definicja 2.3. (por. (j2, o. 73]). Lańouoh Markowa nazywa się nieprzywiad- 
Inym, jeżeli dla dowolnej pary (i,j) stanów lotnieje t € T takie, żo
pi5} >  °-
Twierdzenia 2.1. (por. £2 , tw. 2.s]). Załóżmy, że istnieje rozkład stacjo
narny JT( Jedyny, Jeóli łańcuch Joat kontrakcją). Wtedy następująoa zdania 
są równoważna:

(a) lim = 3i >  O, dla dowolnych i,J,
t~+-00

(b) łańcuch Jest kontrakcją i jeat nieprzywledlny

Twierdzenie 2.2. (por. £2 , tw. 2.6]). Jeóli łańouoh Jeat kontrakcją i nia
istnieje rozkład stacjonarny, to 1 1 « pj*) = 0 dla wozyatkiob i,j.

t— J
Powyższe wyniki wykorzystane zostaną w dalszy« oiągu praoy.

3. Rozkład graniczny dla przypadku 1 = 1

Rożważymy graniczne zaohowanlo się modelu I dla przypadkn,w którym li
nia A porusza aię j-razy szybciej niż linia C.
Zaohowanlo. się modelu Jeat, Jak się to okaże, analogiczne do znanych praw 
rządząoyoh procesami masowej obsługi.

Wprowadzimy skrótową notaoję, piaząo P zamiast P 1 (por. wzór (1 .3.5)) 
Gr^s" Glr^*^ oraz 9nr zamiast Pn',r (p°r- tw. 1.3.1). Oozywl,-
icie 4Nij Jest obsunie Jednorodnym łańouohem Markowa, a = k.

Wniosek 3.1. (por. tw. 1.3.1 i wzór (1.3.5)). V przypadku 1  = 1 teza twier
dzenia 1 .3 . 1  przybiera postać: '

Gr+1 (.) = 9 /  »rl + 0r(.), r = 0 ,1 ,... (3.1)

dla a c(o,l] . Na podstawie wniosku 3.1 i innych wyników wykażemy nastę
pujący rezultat.

Twierdzenie 3.1. Dła łańcucha Markowa odpowiadającego modelowi I przy 1=1 
istnieje rozkład stacjonarny o funkoji tworząoej prawdopodobieństwa (FTP, 
por. de^. 1 .2 .1 ) postaoi:
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G (i

1=0 v=0

lub postaci równoważnej dla s 6 C° « 0  : 

G(s) = (1 - kp) o- 1
- (pa + q )

(3,2)

(3.3)

1 1« tylko pe (o, £■).

Przód dowodem twierdzenia podany zostanie lemat.
Uoot 3.1 . Zachodzi następuJąoa zależnoić: 

1= 0 V=0

= a - ( p s  + q ) k . ( 3 .  **)

Dowód. Oznaozmy przez a., 1 = 0,..., k-1 współczynnik ■ przy i-toj potędze■ ■ 1 Ję
uitlomianu V(s), który pomnożony przez (a-l) daje s - (ps + q) . Rozpi- 
sujto V(s)(s-l) oraz stosując wzór na dwumian Newtona do (pa + q) .otrzy
mamy po porównaniu współczynników:

k- 1• 0 e kp q -  1 ,

i k \  i k-i 
‘i " ai- 1 = (i) P 1  • i = 2 ,..., k-1 ,

*k -1  = "  P

Wtlad ten ma Jedyne rozwiązanie postaci:

k

v=0

aQ = q
v k-v - 1 , 1 = 1 ,..., k-1 .

Przy czym »k_,j = £(p + «l)*1 “ PkJ - 1 = - pk.
Przegrupowanie wyrazów daje wzór (3.^).
Dowód twierdzenia 3.1. 0 ile rozkład stacjonarny istnieje, Jego FTP G(s) 
*t»i spełniać równanie (3 .1 ). Wynika stąd jej hipotetyozna postać:
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Żoby udowodnić istnienie rozkładu .staoJonarnogo, soharakteryzotfanojo
przez !T1' 0(3 ), wystarczy wykazać (por. lemat 1.2.1o), Ze lim o( s) = I

s —  1 “
oraz Ze współczynniki rozwinięoia funkcji (3.5) w szereg potęgowy wokół 
s=0 są nieujemne.

Jak łatwo sprawdzić
. k 31 d

G ( s ! = ^ ’
3 -*•- 1

stąd :

n  = 2 - = Ć * .  0.8
d

Wstawiając (3.6) do (3.5) i- stosująo lemat 3.1, otrzymujemy wzór (3.2).Zau
ważmy dalej, że wzór ( 3 . 2 )  można zapisać w postaci:

G(s) = (i - kp) 1

gdzie:

k- 1
1

1=0
sl

S '  - S ( v } p V q k ~V > 0 -
v=0

Jednocześnie, na mooy warunku lim G(s) = 1:
s— - 1 “

k-1 k-i
£  • * <  S  * .  -
i=0 i=0

Stąd, dla p <1/k, s e [0,1], G(s) przedstawia sobą sumę szeregu geometry 
cznego o postaoi:

0 0 *̂*1_ n
G(s) = (l - kp) 2 ^  j ' y  0̂  s1) ,

n=o i=o
równoważnego szeregowi potęgowemu o dodatnich współczynnikach. To kośotl 
dowód twierdzenia.

Kykażeray obecnie, żo rozkład stacjonarny je3t w rozważanym przypal* 
identyczny z rozkładem granicznym.

Lemat 3.2. Lańouoh Markowa |^ij Jost kontrakcją i Jest nieprzywiadloy.
Dowód. Vykażomy, że dla dowolnych stanów n, m łańcucha (dla ustało®*8
uwagi n>m) prawdopodobieństwo p ^  ̂ >  0 dla pewnego t. Rozważmy 1 '

= n - ra„ Jedną z możliwości przejścia n m jast występowanie przez
erosów procesu: = 0« Wynika to ze wzoru (l,3**0* Prawdopodobieństwo t*
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go zdarzenia wynosi qkt > 0  i jest mniejsze od • Stąd P^^-> P°-
dobnie dla m >  n przejśoie joat możliwe, np. przy = 2 .A więc łańcuch 
Jost nieprzywiodlny (por. def. 2.3).
W oelu udowodnienia, żo łańcuch Jost kontrakcją, zauważmy, że >  0

dla dowolnego n i t (wystarczy, żo TT = 1 przoz t kroków procesu). Moż
na więc położyć ij = j = m, 1 2 = n w definioji 2 .2.

koloaok 3.2. Jożoli pE (o,1/Ii), to niezależnie od postaoi rozkładu począ
tkowego 9° = (p°, 9°,...):

lim ę* = Jf , 
t —  OO

gdzie rozkład graniozny TC scharakteryzowany Jost przez FTP G(s) z tw ie r 
dzenia 3 . 1 .

Dowód. Na mooy tw. 2.1 i lematu 3.2 zaohodzi:

I pij} = V

ile ęŁ = 9 0 Pfc, stąd!

lim p.t = lit 
t— «  J t—

00 należało wykazać.

knlosek 3 . 3 . J e ż e l i  p €'(j

lim o * = 0 , i = 0 ,1 , ... . 
t—  —o

Powód: Na mooy tw. 2.2 i lematu 3,2 wystarczy wykazać, żo rozkład stacjo
narny nie istnieje.

V przypadku p s 1/k Jest to trywialne (por. wzór (3.2)). Niech p>l/k, 
kówozas na mooy wzoru (3.6) byłoby 7i0 < 0 , a więc rozkład stacjonarny r 
również nie istnieje.

Wnioski 3 .2  i 3.3 dowodzą, żo aodsl I zachowuje się identycznie jak zna- 
no powszeohnie systemy obsługi masowej.
Intensywność strumienia wejściowego" wynosi w naszym przypadku kp, "prze* 
Pustowość stanowiska obsługi* wynosi 1 . A więo jeżeli kp >  1 , to "długość 
iolojki", w naszym przypadku N^, dąży do nieskończoności, ao oharaktory- 
suje się brakiem rozkładu stacjonarnego i tym, że pj,*-"-©.

(t)
i=0 i=0

1/k, 1], to



106 M. Klsraal

Ił. Momenty rozkładu stacjonarnego 1 Inne wyniki

Moaonty rozkładu stao jonarnogo molna wyliozyć, stosująo wzory z ozęiol 
(o) lematu 1.2.1. Mamy więo:

£ ,  [ ,  , H
1=1 L v=0 J

1 -  kp

e [n «(N«,- 1)] X M(z)= lim
O“ * - 1 d o

(a-l)(1 -kp) 
a-(pa+q)

d - k p )  ] T  [  - ] L ( v> p V q H
1=2 t v=0 __ J

1=1 L r=0

( 1- k p )"  

1

( 1 - kp)*

Wariancję D2 (NMa) solna obliczyć z oczywistej znloZnoóoi:

o2 « » » )  . « (s) . »(,, - [»(,)] •

( .  - k P ) 2 i i 2 [ '  - ¿ < i >  - r - H
D2 (Ha,) = ---------^ ---- V..y..,-SiS ±- +

( 1 - kp^

W y n o si o n a :

k - 1  r- i  T

S ‘lal L ti:0 ________
(1  -  kp )"

(11,2)

(11,3)

W yk resy  p lo r w a a y o h  dw óoh m om entów  d l a  d w óeb  w a r t o ó o l  k p rzo d sta w io D “ 

n a  r y s .  1 .
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Bjj. 1. Wykresy E(lO (linia oiągła) ora* 6 = D2 (N<J (linia przerywana) w 
funkoji p: (a) k = 2 , e(n<J = p*/( 1 -2p). 6 a pq/(l-2p), (b) k = 3, EfuJ = 

= 3 p/(i- 3 p),ó = p "V3 ~ 7p + 3p /( 1-3p)

k i .  2. Wykres E(N^) w za- 
leinośoi od i (kółka);war- 
toió E(lO zaznaczona linią 
Przarywaną: N s *ł, k = 2,Nc = 

P = 0.3.

Ua linii C (oozywiśoie 
dzl bowiem bilans:

Istnienie i postać rozkładu graniczne
go nie mówią nio na temat prędkości atoieZ- 
nośoi do takiego rozkłada. DuZą pomoo sta
nowią tutaj badania syraulaoyJne.Na rysun
kach 2 i 3 przedstawiono wyniki Jednego z 
eksperymentów, polegającego na reknrenoyj- 
nym wyliczeniu rozkładu (Pq, Pj,...) w o- 
pąraiu o wzór (1.3.5). Warto zauwaZyć, Ze 
dla i £  60 rozkład nie róZnl się od roz
kładu granicznego (dokładność do k  miejso 
po przecinku).

Dla kompletu informacji o zaohowaniu 
się rozpatrywanej wersji modalu I należa
łoby określić charakterystykę zmiennej lo
sowej Z t  równej liczbie egzemplarzy pro
duktu, transportowanych podozas i-tego oy- 

= 0 lub 1). -Jest to stosunkowo proste. Zaoho-

Ni = Ni- 1 + wi i = 0 ,1 ,
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-I-T-t ......... i H O

I  T r i— i— i— t —T- i =*20

1 L' 2H— i-1-1--«-

■ M l  U - T ....................
l»5

Ry». 3. Wykresy rozkładów (ç^, Ç*,...) dla kilku wartoéoi i. Dane jak
rys. 2

l

Wyliozająo ZŁ ze wzoru ( U . b ) ,  otrzymuje się po uwzględnieniu wzoru
(T.3.*ł):

Tak więo:

zi = Hi_j - Ni + wi = ««* |i; N i_, + »ij •

^ ( zi = °) - * { “i_, * wi = °}

(U)

k i- 1
<* P o  • (ił.ć)

B(zt) = 1 = oj = , - qk

Oozywiicio £(Zto) = kp.

(W)

5. Uwagi

Jasny i przejrzysty obraz zachowania eię modelu I w przypadku 1*1 oli' 
nosi się do aytuaoji doóć odległej od rzeozywisteioi. V taohniosnyo Prs" 
©esio moutaiu warunek p < 1 /k oznaoza, Ze przeciętnie na k półprodoli' 
t ó v  mniej niż Jodan Jest bez usterki. Jednakie, jak zobaczymy w ozf<«f 
ÎXX, przypadek Ilorazu l/k bliższego Jedynki Jsst o wiole trudniej*** 
- , o analizy. Hatomiaot przedstawione powyiej rozumowanie daje pogląd w* *si
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Karkowa.
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SfECiriC PBOBLEMS IN THE QUEUEING THEORY CONNECTED WITH 
THE DISCRETE INDUSTRIAL PROCESSES
II - LIMIT LAWS ¡TOR A SIMPLE PROCESS 

S u m m a r y
Inrostigatioa of limit properties of a simple spesial ease of the pro- 

eos model introduced in Part I of the paper is performed. The result is 
•Wtained with tho aid of known results for Markor chains and probability 
(•»«rating funotlons. Also simulation results are included.
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