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NIETYPOWE ZADANIA TEORII KOLEJEK
ZWIĄZANE Z DYSKRETNYMI PROCESAMI PRZEMYSŁOWYMI
Część III - DALSZE WŁASNOŚCI GRANICZNE

Streszczenie. Przeprowadzono dalsze badania właauośoi modelu pro- 
oesów wprowadzonych w ozęśoi I. Wyniki nie aą tak Jasne Jak w ozę
śoi II praoy, ponieważ rozważano modela nie są tak proate. Tym nie
mniej analiza teoretyczna poparta symulacją odpowiada na podstawowe 
pytania związane z własnościami granioznymi prooesu. Przedstawiono 
kilka uwag dotyoząoych zastosowań.

'• y«tęp

Praca stanowi bezpośrednią kontynuację prac [3J i [**]• z tego powodu 
odwołanie do konkretnyob wyników zawartyob w praoaoh [3J, [V] będą zaopa
trywane tylko odpowiednio w rzymską jedynkę {np. wzór (l.3.l)) lub dwójkę 
(np. tw. II.3.1).

W punkcie Z praoy opisane będą trudnośoi, jakie występują przy próbie 
udowodnienia dla ogólnej postaci modelu I (tzn. k/l wymierne, por. punkt 
1.3) rezultatów podobnych do tyoh, które udowodniono dla szezegślusj wer
sji 1 = 1  (por. pkt II.3). V punkoie 3 przedstawione będą wyniki badań sy- 
nulaoyjnyoh, świadczące o tym. Ze model X w przypadku ogólnym zachowuje 
®tę podobnie jak w przypadku 1 = 1. Punkt 1» poświęcony jest własnościom 
granioznym modelu II. Wyniki w tym punkoie mają obarakter negatywny, tzn. 
świadczą o braku rozkładu granioznego. Punkt 5 zawiera emśwłenio wyników 
1 proponowane przez antora kierunki przyazłyoh badań.

Rozkład etaojonarny dla modelu I

Jak łatwo zauwaZyć (por. wzory (1.3.6) - (l.3.7)), łańoneb Markowa , 
1 = 0,1, ... opisująoy magazyn w modelu X nie Jest łańeuebem jednorodnym. 
Jednorodne są natomiast łańouoby }» r * 0,1, ... dla kaZdogo usta-1 ' (®*j Jionego j = 0,1, ..., 1-1; odpowiednia maoierze || prawdopodobieństw 
Praejśoia są wyraZone wzorami:

r f  - pj P'*-1 ... p2 p1 p1 p1" 1 ... pj+i, (z. 1 >
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dla J = 1',... 1-1 oraz

n °  = p1 2 1_1 ••• n 1 (2.2)

Wzory (2.1), (2.2) wynikają z zastosowania wzoru (1.2.7). Odpowiedniki 
wzorów (2.1 ), {2 .2 ), wyrażone w terninaoh funkcji tworząeyoh prawdopodo
bieństwa (ftp), por. [i], wynikają z itoraoji wzorów (1 .3.6), (l.3.7 ) 1
mają postać:

V * >  ■ W ’ *

1-1 J-1
V  m t ♦ y 1. ,--- J u + 1 S... . U+l

v,r-1 ffiv + 1 3-1 (po + q ) u=Vł1_________ u=°
f0 q s Bl*j-1+v

r- 1

+

+  ? J ' r - 1  ą “ 1 a = i   +  ( 2 . 3 )

.J-'

£  pi,r q»vł, ^  1 ^ 2 1
v=1 0

j- 1

2  mu+i

,jir .2̂-a J _ 1, 1, gdzie 3 „(a) jest FTP zmiennej losowej N. , , po.r j +lr I
= ̂ [ Kjtlr = °J . a symbol ^T] traktuje aif Jako równy O dla b <  a,

JLeraat 2 ,1 » Warunkiem koniecznym ictnionia rozkładu stać jcnfirnsgo *ji ̂ =
=  ̂̂ o' ' (po**, def. 1 1 .2 *1-) łariouoha ] ^ 1+lr[ * r = 0 ,1 ,2 ,
jest równość:  ̂ '

y  3Iq q V+1 +tli0 q 1 = 1 - pk. (2.<l)
v=1

Dowód: Ze wzoru (2,3) wynika, *e FTP G^(s) rozkładu stacjonarnego li a°" 
si mieó postaó:

1 - 1
s- 1 zV=J1 / ik

1-1 J-1•%-— i sir— i
'  . Qu+1 + .¿Lj nu+1

>u=v+1 u=0
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+ %q q 1 o;l- J(po ■*■ q )u_1

J-1
J-1
z .V+1 l+T-1 f    \U=V+13i0 q a Ipo + q; (2.5)

V=1

Istnienie rozkładu staojonarnogo wymaga, aby liro _ G^(s) = 1. Po doko-
sanlu prostych przekształceń otrzymujemy (2,1*)?

Wniosek 2.1. Jeżeli p=sl/k, wówozas lira 9J,i = 0, tzn. nie istnieją roz

kład graniozny żadnego z łańcuchów
Dowód. Niech p = l/k, wćwosaa zo wzoru (2.1*), pominąwszy trywialny przy
padek q = 0, wynika: t l i  ̂  = 0, oo po wstawieniu do (2.5) daje G^(s) = 0,
a więo rozkład stacjonarny nie istnieje. Podobnie, dla p >  l/k, ze wzoru 
(2.1*) wynika, żo oo najraniej jedno jest ujsrana.

Ponieważ każdy z łańcaofaów Jos  ̂kontrakcją, stąd na podsta

wie tw. II.2.2 wynika, żo lira « 0.
i— oo

Niestety, warunek (2.1*) nie jest wystarcza jąoy, obooiażby z togo powodu, 
to jest on taki sara dla każdego GJ(s). Jak dotąd, nie udało się autorowi 
znaleźć innych, niezależnych warunków koniecznych, pomimo rozpatrzenia np. 
zależności dla momentów hipotetycznego rozkładu staoJonarnogo 3i itp,Za
wsze otrzymuje się warunki zależno od (2.1*). Również trudne Jest określe
nie, kiedy funkcja postaci (2 .5 ) ma nieujemne wspóiozynniki rozwinięcia w 
szereg potęgowy wokół o = O. Tak więo, na oboonyra etapie, zaohowanie się 
łańouoha (N . . } można badać jodynie metodami syraulaoyjnymi. Kilka przy-l j+lsykładów zamieszczono w kolejnym punkcie pracy.

3. Badania aymnlaoy.lno modele I

¥ oparciu o znaną postać macierzy P^ (por. wzór (1.3.5) i równanie 
(l.2.7)) prz oprowadzono badania syraalująoa zmiany rozkładu procesu J .
Przykład 3.1. Zaraodoiowanó łańouoh o paraaotraoh:
Nq = 5 , p 3 Ó.6, k =6, 1 = 5. Ryeunek 1 przedstawia wykresy rozkładów 
prawdopodobieństwa, podczas gdy rysunek 2 prsobieg wnrtośoi oozek Iwanej, 
Przebieg Eii^) ustala się w postaoi charakterystycznej ’’piły". Oznacza 
to, żo po “rozładowaniu się* dużego warunku poosątkowego wartość oozeki- 
wania osoyluje z okresem 1 = 5 .  Osoylaoje to związane są z wartością ilo-
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Ry*.

n » * «
Rya. 3. Yykraa e Ch )̂ dla łaóouoba z przykładu 3.2

1. Yykroay rozkładów dla łaóouoha z przykładu 3.1

1
Rys. 2. Yykroa E(K^) dla ładouoha z przykładu 3.1*

' EłN.)
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razu l/k, a śoiślej z faktom, żo = m2 = = 1 , = 2 (por.wzo
ry (1.3.2), (t .3.3)). Podobnie oroylują rozkłady.

Przykład 3.2 . '¿amodelowano lańouoh o parametraoh:
K = 0, p = 0.7, k = 6, 1 = 5 .  Rysunek 3 przedstawia wykres wartości ocze
kiwanej, Interpretooja podobna jak poprzednio, z tym żo E(Nt) ustala się 
na wyższym poziomie (większa wartość p).

Parametry łańcuchów z przykładów 3*1, 3.2 spełniały nierówność:
p<l/k. P r z y k ł a d y  te, jak i inne nie wymienione w praoy, potwierdzają hi
potezę, że dla p <  l/k rozkłady graniozne Istnieją,

Przykład 3.3. Zamodelowano łańouoh o parametrach "krytycznyob'1 (p=l/k):
B =0, p = 0,8333, 1 = 5 ,  k = 6. Rysunek 4 przedstawia przebieg warto
ści oozekiwanej. Funkcja ta zdąża do nioakońozonośoi,.potwierdzająo razul- 
tat (wniosok 2 . 1 ) o nieistnieniu rozkładu granicznego.

IEIN.)

Rys. 1*. Wykres E(n ± ) dla łańouoba z przykładu 3.3

Przykłady powyższe potwierdzają hipotezę, na mocy której model I zaoho- 
kcje się zaaadniazo podobnie jak przypadek szczególny, rozważany w punk- 
oie XI.3, jakkolwiek nic udało się tego w pełni dowieść.

•ł. Własności graniozne roodolu IX

Przytoczymy na wstępie bez dowodu rezultat dotyczący własności prawdo
podobieństw przejścia w jednorodnym łańcuchu Markewa, będąoy wnioskiem z 
rezultatów zebranych w książoe f5j.
lemat 4.1. Nieoh Pij^ będzie prawdopodobieństwom przejśola ze stanu i do 
ataau j podozaa n kroków jednorodnego łańcucha Markowa. Wówczas, jeże
li dla pewnego stanu j:

>)
n=0
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jest zbieżny, to dl» każdego stanu i:

li» p*"* = 0, 
n— —> 0

Dowód. Stan j, dla którego zachodzi warunek ^  I Pji,1 Jest tzw. sn -«J
taneo

niopowraoaJąoyn Jj5 , rozdz. III.5, a- **o]. Jest on więc także stanem ze
rowym Qs, s. *il]. Z wlasnośei stanów zerowych £5 , rozdz. III.6, s. 45jvy- 
nika teza.
Wniosek ¿4. 1. Nieob r” będzio prawdopodobieństwem stanu j w n-tym kro
ku jednorodnego lańoucha Markowa. Wówczas, o ile, są spełnione założenia 
lematu *i. 1 , to :

lim r“ = O

Dowód: Zachodzi wzór: r” = r^° pij^'
1=0

Korzystająo z lematu **.1, otrzymujemy tezę.
Następny rezultat, podany bez dowodu, to szczególny przypadek twierdzenia 
o odnowieniu (por. £l , rozdz. XlJ).
Lemat 14.2. Nie oh a = (..., » *Qt * 1 ...), b = (..., b_ 1, t̂Q, b 1 ....)
będą rozkładami prawdopodobieństwa zmiennych losowych o wartośoiaob osiko
wi ty oh.
Niech dalej splot dwóoh rozkładów tego typu będzie określony jako rozkład 
o taki, że

+ 00 ^
Oj = aj I = » * • t ~ ‘1,0, + 1 , * » • ,

j=-»-
symbolicznie: £ = <*#?!• Niech n-krotny splot rozkładu a z samym sobą bf' 
dzio oznaozony przez a * n. Wówczas szereg:

n=0

jost zbieżny (dodawanie rozkładów określone Jest Jak dodawanie wektorów).
Udowodnimy obeonie rezultat, oharakteryzujący własności graniczne mo

delu II.
Twierdzenie 1». 1. Niech r ^  = ■ £ =  i, ^  = jj (p°r- P* 4 I-M oraz ni8ch 
PA, PB < 1 . Wówozas:

lim r °  = 0 n-~«-» J
dla każdej pary (i,j).
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JestDowód. Wystarciy udowodnić .na raooy lematu ¡t.l). żo szuraj
. . n=0

zta.lożny {fidzio J03'- Prawdopodobieństwo*! przejćoia ze stanu (i,j)
1 j I 1 jdo stanu (i,j) w o krokaob procesu;.

Nn

O O

o

o

o J N n
Itys. T. Kierunki możliwyrb nrzejść w łańcuchu Markowa, związanym z no-iielera Xi
Przy strzałkach oznaczających kierunki przojść oznaczono ich prawdopodo

bieństwa

Przy jitfi jmv i/j ^  -1 • J;lk widać z rysunku 5, niemożliwy jest powrót do 
takiego stanu, jeżeli się* go raz opuści. Dlatego

n-0 nśO

Nieoh i lub j równe będzie zeru - stany oznaczone polnymi kółkami na 
rysunku 5# "zewnętrzne". Zauważymy, żo powrót do stanu zewnętrznego jest 
możliwy tylko poprzez inne stany zewnętrzne. Dlatego możemy ograniczyć roz
ważania do lańoucha złożonego tylko z takioh stanów. Zbiór stanów zewnę
trznych można ‘’rozprostować" i ponumorować od nowa (por. rys. 6). Jak la-
twe zauważyć p]”', 1 = ___  - 1 ,0 ,1 , ... (nowa numeracja stanów) jost

n
Yówa,* j.--rawdopodobieństwu, że zmienna losowa yR = 1 + ̂  *D1 JQS równa 1.

m=1



118 >1, Kinaool

etaro numeracja
U,0) (2,0) U0) (0,0) (OJ) (0,2) (0,j

©■ © © © © • ■... ®

-i -2 -ł 0 2 j
nowa numeracja

Ryn. 6 . "Rozprostowany" zbiór utanów zewnętrznych

Zmienne sm są niezależne, P = oj = t - pA - pfl + 2pA p̂ , ;/• = -ljs
= PA ” PA = ' | ~ PQ “ PA Niooh £ — (..., O, PA - pA Pgi
1 - PA - PB + 2 PA p3, pfl _ pA pB, O, ...) będzio rozkładem zmiennej lo
sowej xq, a £ rozkładem zmiennej losowej równoj 1 z prawdopodobiań- 
stwem 1, Yówozao rozkład zmiennej losowej yn ma postać

£  * £ * “

Ale na mooy lematu <«.2 sumat

X  Sc•1 * H
*n

n=0
jest zbieżna, oo dowodzi twierdzenia. >

Elementarna rozważania, oparte na wyliczaniu wartośoi oozekiwatiyob 
zmiennych loaowyofa yn , pozwalają ocenić kierunek fluktuacji łańouoha, o- 
graniozonego do stanów zewnętrznych. Jest to zresztą niemal klasyozny przy
kład błądzenia losowego (por. np. , rozdz. 12~|).

5. Uwagi końcowe

Przedstawione modele uproszozonego węzła montażu wskazują na to,że ozyn- 
nikiem destabiłizaoJi prooosu jost komplementarnoćć produktów A i B, vy- 
stępująoyoh w modołu II. Natomiast model I zaohowujo Się w pewnych grani- 
caoh stabilnie. Praktyoznie oznacza to, że w rzeczywistym procesie zbli
żonym do modelu I prawdopodobieństwo wysokich stanów magazynu jest nikł® 
(por. rys. i), podczas gdy model II daje okazję dó nieprzewidzianych fluk
tuacji.

Byłoby interesujące zbadać zaohowanie pełniejszego modelu węzła roonta- 
żu, podobnego do opisanego w [3 , pkt 2]. Stwarza to jednak sporo trudno
ści technicznych.

Innym kierunkiem badan jest uwzględnienie ograniczeń na pojetanośó ma
gazynów« Proste zadania togo typu prowadzą do rozpatrywania łańcuchów Mar
kowa o skończonej liczbie stanów« Zasadniczo, rozkłady graniczne dla ta-
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kick łańcuchów otrzymuje się dosyć prosto, korzystając np. z metody symbo
licznej Howarda £2]. Na przeszkodzie stoi jodnak duZa złożoność notacji.
Na zakończenie warto zauważyć, żo niektóro rozważano procesy, a w 3zczo- 

{iloośoi prosty prooos z ezęśoi II pracy, można by badać przez sprowadzo- 
lie do znanych problemów teorii kolejek. Nie dotYozv to jodnak modelu II. 
tjdaja się przy tym, żo podejście przedstawione tutaj rokuje pewno nadzie
je również w przypadku złożonych procesów, bardziej zbliżonyoh do rzoczy- 
istago, tochnioznego Drocesu typu montażu,
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¡MfflBWHlffi ¡IPOEJIEMŁI HACCOBOrO OBCJDraOtBAHHH 
0Ba3AHnŁ£B C flHCKPETHNMH riPOUSCCAHH

tek i i i . OąepeAHHe rpaHHHHNe csoiicTBa 

f 6 3 B M e
OnpeAejieno oąepeAHKc rpaHHWHtJe CBOiłciBa HOAeJtH BBeAeHHoil b wacTH I .  Tlo- 

JyieHHiie pesyjibTaTH He tek oweBHAHue kak b qacTH I I ,  noTOMy it  o uoAejib Co- 
he c-oKHan, ho TeopenrwecKHił aHajiH3 BuecTe c CHMyjifluHeil asbt BosMoxHOcTb o- 
speieAHTŁ ocHOBHue rpanHWHMe cboHctbe npouecca.

SPECIFIC PROBLEMS IN THE QUEUEING THEORY CONNECTED 
«TH THE DISCRETE INDUSTRIAL PROCESSES
«1 - FURTHER LIMIT PROPERTIES 

S u p m a r y
Further investigation of tho properties of process models defined in 

^rt I is performed. The results are not as clear as those in Part II sin-
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ce the model a considered are not so simple. Nevertheless, theoret leal ana
lysis supported by simulation results Rivos the answer for basic queatlow 
ooncorninfj the process limit properties. Also several remarks coneernin? 
possible applications aro includod.

I


