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0 PEWNYM ZADANIU .STEROWANIA OPTYMALNEGO x )ZWIĄZANYM Z OPTYKALNĄ CHEMIOTERAPIĄ BIAŁACZEK

Streszczenie. W' praoy rozważano skrajnie uproszczony model kine- 
tyki komórek nowotworowyóh z uwzględnicniem działania oytoatatyków. 
Przeprowadzono analizę wynikująoego z niego oroblerau sterowania. 
Przedyskutowano równioż problem celowości rozważania podobnie upro
szczonych modeli.

I. Wprowadzenie

Jak wiadomo fi], powodzenie ebomioterapii białaczek zależy nie tyl
ko od zastosowanej dawki laków zabijających złośliwe komórki tzw. cyto- 
statyków). Foważną rolę odgrywa również postać tzw. protokołu lcozenla, 
tzn. harmonogramu okroślająoogo, kiedy i Jakie leki podawać, a kiedy, być 
aoże, zrezygnować z terapii. Cytostatyki są bowiem zabójcze dla wszyst
kich rozmnażających się komórek organizmu (w tvm przede wszystkim dla ko- 
oórek układu krwlotwórozogo), n nie tylko dla komórek białaczkowych. IV pra- 
ktyoe raedyoznoj metodą prób i błędów wypracowano wiele ‘’optvm-iłnych" sku- 
tooznyoh protokołów loozonia białaozek umożliwiających oliminaoję (w pew
nych typach białaczek) komórek złośliwych przy Jednoczesnej ochronio ko- 
aórok zdrowych.

Wiele informacji na ten temat znaleźć można w bibliografii do praoy fi]. 
Jak również w lioznyoh artykułach publikowanych w okresie ostatniego dzie
sięciolecia w czasopismach modycznyoh: Blood, Canoor, Canoer Research.Wy- 
tnaozenie optymalnych protokołów leczenia białaczek można sprowadzić do 
Badania sterowania optymalnego, Jeżeli aa znane:
a) równanie dynamiki wzrostu komórok złośliwych i zdrowych (tzn. równa

nia obiektu starowania),
W) maksymalne ilości leków cytostatycznych, jakie można wprowadzić do or

ganizmu (tzn. ograniozenia na sterowanie),
°) Jasno i ilośoiowo sprecyzowany ool chemioterapii, np.: sprowadzenie w 

określonym ozasio liczby komórok złośliwych do jak najniższego pozio-

Praca wykonana w ramach problomu węzłowego PW Oó-'.>
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mu przy zachowaniu określonego minimum komórek zdrowych (tzn. wskaźnik 
jakośoi i ograniczenia na stan obiektu).
W litoraturzo dotyczącej kinetyki populacji komórkowych próby stawia

nia i rozwiązywania podobnyoh zadań sterowania optymalnego są, jalt dotych
czas, bardzo rzadkie. Do wyjątków naleZy praca , której autor porusza 
jednak nieco odmienną problematykę (radioterapia). Do zadań sterowania op
tymalnego prowadzą również modele przedstawiono w praoy [3] i bibliografii 
do toj pracy. Niestety są to zagadnienia sterowania w układach funkcjonal
nych równań różniczkowych (w najprostszym przypadku) - bardzo trudne do 
analizy i syntezy.

W niniejszej praoy rotważamy zadanie sterowania optymalnego w układzie, 
który jest prawdopodobnie najprostszyra modelem dynamioznym chemioterapii 
białaczki. Je3t to skrajnie uproszczony opis w postaoi równań różniczko
wych zwyczajnych ( por. up, W ) .

V modelu zakłada się, że ozas pomiędzy dwoma kolejnymi podziałami ko
mórki nowotworowej Jest zmienną losową o rozkładzie wykładniczym o gęsto
ści f (t) = oę a ĉ t f gdzie cf jost odwrotnością przeciętnego czasu pobytu 
między kolejnymi podziałami* Można udowodnić W ,  że wówczas przeciętny 
strumień dzielących się jego komórek wynosi:

i“(t) = ofR(t)

gdzie N(t) jost wartośoią oczekiwaną oalkowitej liczby komórek rozważa
nej populacji. Załóżmy, żc w wyniku zmieniającego się w czasie działania 
cytostatyków prawdopodobieństwo przeżycia "młodej" komórki tuż po podzia
le wynosi u(t). Wówczas strumień komórek wobodząoyoh po podziale w cykl 
rozwojowy wynosi:

Xł(t) = 2 u{ t) x“ ( t ) .

Powyższe założenia dotyoząoe cytostatyków opisują dość dobrze działa
nie loków zabijających komórki w fazie mitozy (podziału) takioh, jak np. 
vinkrystyna £*3* Zauważmy, żo u 6 [o, oraz że mniejsze wartośoi u od
powiadają większemu natężeniu działania loku (tj. większej dnwoe).

Zakładamy, że lok może być podawany w sposób ciągły. Jest to w zasa
dzie zgodne ze współczesnymi możliwośoiami w tej dziedzinie (ciągły wie* 
leku).

Prosty bilans strumieni N = pc+ - i- po uwzględnieniu od powiada Jąoyob 
im związków prowadzi do równania różniczkowego:

Ń(t) = -cfji(t) + 2 u(t)c?N(t), N( 0) = Kq >  O, (i)

Nie rozważamy bezpośrednio wpływu oytostatyku na populaoję zdrowyoh kozó- 
rek organizmu.
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Założymy Jedynie, że cytostatyk powoduje efekty ujemne dla organizmu 
hmulujaoo siew czasie tak, żo lob zbiorczą miarą na przedziale [o.t] 
jest: Załóżmy także, te negatywny wpływ obecności po
pulacji złośliwych komórek w organizmie jest proporcjonalny do ich liczby, 
Ijpadkowy ujemny afekt białaozki i oytostatyku można wiec najprościej u- 
jłe w postaoi wskaźnika jakośoi:

i
J = j 1 £l - u(t)J dt + r n (t ) (2)

o
¡tal* r > 0  jest stałym współczynnikiem wagi, a T ustalonym (lub nio) 
toryzontea czasowym. Wskaźnik ten minimalizujomy przy ograniozeniaoh w po
kuci równania (i) i dopuszozalnago zbioru wartości otorowań:

u £ [O, i] . (3)

Biliniowośó układu (1 ) - (3) jest oharakterystyozna dla podobnych za
dań nawet w przypadku znaoznie bardziej złożonego modelu populacji [V}.
Y rozdziale 2 pracy rozwiążemy postawione powyżej zadania sterowania 

•ptynalnago, a w rozdziale 3 przedyskutujemy Jego rozwiązania.

Starowanie optymalne w przypadku modeli pierwszego rzędu

M. Metoda bozpośrednia
Przeanalizujemy postać sterowania optymalnogo dla skrajnie uproszczono- 

10 modelu o postaoi biliniowego równania różniczkowego pierwszego rzędu
(równanie fi)) minimalizującego liniowy wskaźnik jakości (2 ) przy ograni-
hMtaoh (3). Pokażemy, żo jest ono niejednoznaozne i zbadamy wpływ przy- 
irto.l postaoi sterowania na przebieg czasowy K(t).
Kyznaozmy z (i) u(t)

M( t ) ł opM(t) _ Ńftl ,
u(t' ~ 20f Nit) “ 2 0 p N( t )  2'

1 tatem wskaźnik (2 ) będzie równy 
T

J = f  (i - z T w b )  dt ♦ r N(T) =

j T -  jjjln N(t ) + r N(T) + ln Nc.

S»isiy zatem minimalizować

I
^tykładowy wykres I(n (t )) ma postać Jak na rys. 1.

I = r N(T) - ln N(T).
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Dokonajmy wyznaczenia Nnin

d n(t7 - r - (2g£HIt; ~ 0|

ZoęnM r =• 1,

1 (6)Nmin " Źcfr’

1 1 1 t
Imin = 2cf ~ Zoę lD Z ą r  =

+ 2^“ ln 2t^ r’
stąd

J»in = ł T + z k  (1 + 1° 2CfT V ‘

Czy osiągnięcia Jmin Jest możliwo przy ograniozoniaah (3)? 
pożywi śeio nie zawsze.
Z (I*) many:

(?)

Z uwagi na (3) mamy:

J  n(t) dt = £ T + jL. In 

0 u(t)dt ̂  T.

A zatem osiągnięoie Imj,B ii®s* możliwe, gdy!

(!)

°f - -o

<*T > la 2Qgr 3 ^ T *' o

Wówczas sterowania optymalne nie jest jednoznaozne, .
Na przykład Jest nim dowolni» sterowanie bang-bang o wartościach jo, ' 
przy czym wart oś ć t będzie otrzymywana przez oaas określony jtt«!

T1 = 2 T + ZCę
(1«I
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Przypadek, gdy warunek (9) nie Jest spełniony, Jest mniej lnteresująoy 

Jeśli opT ln ¡rjpr-ii- ' to nal0lry stosować sterowanie u = 1 przez cały

<*

T 1 wćwozas N(t) = N b ^ T oraz J = r N e C*T . Natomiast Jeśli O o
ln 2cÇr Nq, to przez oały ozas T nałoży stosować sterowanie u = 0

i wćwozas N(t ) = No o zaś J = T + r Noo" <¥T.
Niejednoznaczność sterowania w przypadku spełnienia warunku (9) można 

yyjaśnić faktem, żo wskaźnik "nie pilnuje" trajektorii. Przykładowo prze- 
biogi N( t ) dla różuyoh postaci u(t) zapewniających oslągnięoie JBla 
przy spełnionym warunku (9) i różnych Nq przedstawia rys. 2.

Jak widać, mimo że wartość wskaźnika jest taka sama, przebiegi N(t) są 
bardzo różno, zatem wybór sterowania aie jest sprawą obojętną. Konieozna 
byłaby zatem zmiana sformułowania oeln sterowania poprzez zmianę postaci 
minimalizowanego wskaźnika bądź narzuoenie dodatkowyoh ograniczeń na N(tX 
nie będzie to jednak przedmiotom niniejszego opraoowania.

2,1. Zastosowanie zasady maksimum
Vyznaozenia sterowania optymalnego można dokonać również posługdjąo się 

zasadą maksimom [ój. Również wówozaa uzyskuje się niojednoznaczna rozwią
zanie.

Przyjmujosąr w tym celu hamiltonian w postaoi:

H = 1 - u + p( —pf N + 2<jfu N), (li)

gdzie p Jest zmienną sprzężoną spełniającą równanie:

p = ofp - Zofp u, p(T) = r, (1 2 )

o ninimalizująoe hamiltonian ma postać:

0 2 OfNp >  1,
1 2 Of Np <1, (i?)
osobliwe, 2 OfNp s 1,

Zauważmy, że warunki te spełnia np. sterowanie:
0, t « [O, t J ,  x)
1 , t <[t0, t].

Całkując bowiem równanie stanu (1 ) na przedziale jo, t J  mamy:

-0ÇT
N(Te) » No o »,

Jeśli warunek (9) nie jest spełniony, wówozaa odpowiednio lub T 1 ró*v 
tiy jest T.
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całkując zaś rówoanio sprzpioa» ',¡2) na przedziale |t  , tJ mamy:
cęir - T }

p(TQ ) s ro

Din T = T - Tj, gdzie Tj określimy przez ilO),

0((T - 2 T ) 
aofK(T )p»T ) = 2oęN0 re = 1,

co jest warunkiem przełączenia zgodnie z {13)i 
Przy tym dla t < T0 mnmy 2 of Np >  1 zaś dla t > T q: 2ofN p < 1.

Podobnie przyjmując sterowanie w postaci

a =
1 ’ Ł 6 [°* T l]>X)

o, te Jt 1 , tJ,

stwierdzamy, ±e równio* spełnia ono warunki konieczne optymalności.
Pozostajo do wyjaśnienia przypadek sterowania optymalnogo, które ni* 

jest typu bang-bang. li tym celu rozwalmy warunki konieozne istnienia sta
rowania osobliwego na określonym przedziale te [ v  taj-
Mają one postać W *

d i
dt

2 0( N p - 1 = O,

(2ofN p - 1 ) = 0, (lM

dla ^ = 1 marny;
N p + p N = O,

- 0£N p + 2cfu Np + cyNp - 2c£ u Np = 0. (15)

Warunek ( 15) jost spełniony tożsamośoiowo, a zatem dowolne sterowani«! 
dla którego zachodzą warunki (3 ) i { 1 ¿4) przy N określonym równaniem i!;' 
a p równaniem (1 2 ) może być sterowaniem osobliwym. To tłumaczy istni«* 
nie i niejednoznaczność sterowania osobliwego.

Przykładem takiego sterowania i to na oałym przedziale ¡0, T^jest 
spełnieniu warunku (9):

i  _L_ iu “ 2 + 2 T 2 o f r N o
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2,3. Przypadek T swobodnego

Dotycbozas zakładaliśmy, że ozau T był z góry zadany. Obecnie prze
dyskutujemy przypadek, gdy nie Jest on zadany i należy go dobrać.

Załóżmy najpierw, że T > T 1 ^  0, tzn. spełniona jeet nierówność (9). 
Minimalną wartość Jttin danego relacją (7) uzyskujemy dla T s .Wówczas 
przez oały ten ozas zgodnie z rozważaniami punktu 2,1 nałoży stosować ste
rowanie u — 1. Ala dla tak przyjętego sterowania minimalną wartość wskaź
nika uzyskuje się dla T = 0 i wynosi ona J = r Nq. Czyli również przy
założeniu ^  T ^  0 uzyskujemy wynik T = O mało przydatny Jako roz
wiązania .

Załóżmy z kolei Tj <  O. Wówczas należy zastosować sterowanie u=0,przy 
którym wskaźnik J = T + r K e- osiąga minimum dla T a Ł lucyr N

1 1  ° o wartości J = — ln CC r N + =.ą ^ o ą
Oozywiśoie rozwiązanie to ma sens jedynie dla oęr Nq >  1.
Ostatecznie zatem mamy:

u = 0. t c [o, T = ^ ln Ofr n J  dla Cf r NQ>  1

X = 0, cf r N0 <  <.

Łatwo sprawdzić, ża sterowanie to spełnia warunki konieczne wynikające 
z zasady maksimum, bowiem hamiltonian dany równością (li) osiąga wartość 0 
dla

I

_ Of.Np..-„ .1." 2 ą Np - 1 •

Przy u = 0 mamy:

OfNp = 1 (zatem 2 epNp >  i) ożyli, 
-OfT

opNo e r = 1,

stąd T = - ln ,<y r Nq ( ą r N0 >  1 ).

3. Dyskusja

Najbardziej uderzającą cechą rozważanego zadania sterowania optymalne
go Jest wieloznaczność jego rozwiązania. Wynilfająoy z tego faktu wniosek,
to wszystko Jedno, Jaki protokół zastosujemy, byleby sumaryozna dawka le-

T
ku (określona przez k J £l-u(t)J dt, gdzie k-stały współozynnik, by.- 
równa: o

k ^2 “ Tą  ln  2 ą r  n0' ’
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jest bardzo powierzohowny. Wykresy (rys, 2) zamieazozone w rozdziale 2 
wskazują jednak,że różne optymalne w sensie wskaźnika (2 ) sterowania pro
wadzą do odmiennych jakościowo trajektorii N(t). V praktyoe wydaje się 
najkorzystniejszym wybór sterowania minimalizującego max N(t).

t * [5, T]

Paradoksalnie wygląda rozwiązanie zadania dla dostateoznie małych No,

tzn. gdy o(T< ln ¿ 3  r'~Ñ~* v6wozas 1 w przedziale [o, t], 00 ozna
cza, że "nie opłaoa się* £oozyć choroby. Jest to wniosek praktycznio nie- 
dorzeozny, Jeżeli T jest duży. Jeżeli Jednak potraktujemy T Jako dłu
gość oyklu leczenia, wówczas w Jednym z następnyoh oykli leozenia No bę
dzie na tyle duże ("populaoja podrośnie"), że łeozouio (tzn. u < 1 ) sta
nie się "opłacalne". Wynik uzyskany w punkcie 2.3. dla swobodnego T świad
czy o tym, żo w pewnyoh przypadkaoh długość "oyklu leozenia" może być wy
brana optymalnie. Przypadek T = O nałoży interpretować podobnie jak przy
padek u(t) = 1, dla t€ (o, w zadaniu z ustalonym T.

Nasuwa się pytanie, Jaki jest sens rozpatrywania tak prostego modelu.
V rzeozywietośoi należałoby napisać tyle równań różniozkowyoh, ile wystę
puje faz rozwojowyoh komórki. Znano cytostatyki działają bowiem wybióroso 
na komórki w poszczególnych fazaoh. Ponadto rozprzestrzenienie się cyto- 
statyku w organizmie jest.same w sobie procesen dynamioznym, ozego konse
kwencją byłaby konieozność zwiększenia wymiaru wektora stanu. Jednak vy- 
łąoznie model Jednowymiarowy może byó dokladnio przeanalizowany. Już dwu
wymiarowy model uwzględniający dwie fazy rozwoju wymaga ozęśoiowo numery
cznej analizy. Analiza modelu Jednowymiarowego, pomimo wspomnianych upro
szczeń (jedna faza rozwoju, wykładniozy rozkład ozasu żyoia,wskaźnik "nie 
pilnująoy" trajektorii, pominięcie dynamiki leku itp.), dostarcza pewnej 
intuioji niezbędnej przy optymalizaoji bardziej złożonych modeli.

W praoy nie zamieszozono przykładów liozbowyoh dla konkretnych warto
ści parametrów, aozkolwiek dla nioktóryoh typów białaczek (np. ALL -ostra 
białaczka limfoblastyozna) są one znane (por. np. [8]). Wydaje się jednak, 
że działanie takie jest oełowe dopiero w  przypadku bardziej realistyoz- 
nyoh modeli.
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ON A CERTAIN OPTIMAL CONTROL PR01LKM CONNECTED 
WITH TJJE OPTIMAL CHEMOTHERAPY OF LEUKEMIA

S u m m a r y
In the paper the simplest model ef leukemia cell kinetics under cytho- 

statie notion is considered. The control problem resulting from it is ana
lysed and discussed.
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