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MOŻLIWOŚCI BADANIA I ANALIZY PROCESÓW LOSOWYCH 
PRZY OGRANICZENIACH POMIAROWYCH

Streszczenie. W pracy zawarto opis metedyki badania procesów lo
sowych za pomocą funkcji korelacji i funkoji gęstości widmowej w 
przypadku ograniczonych możliwości pomiarowych. Położono szczegól
ny nacisk na numeryczną analizę badanyoh procesów. Rozważania zilu
strowano przykładami zamieszczając wyniki obliczeń na EMC dotyczące 
analizy rzeozywietych procesów losowych.

1. Wstęp

Proponowano w literaturze sjjosoby badania i analizy zarejestrowanych 
przebiegów czasowych, a w szczególności przebiegów losowych będących rea
lizacjami pewnych procesów losowych ¡j]»[2j,[7]» okazują się niejednokrot
nie niemożliwe do zastosowania. Wiążo się te z koniecznością posiadania 
wielu informacji i danych o badanym procesie, de których dostęp może oka
zać się utrudniony lub wręcz niemożliwy. Dotyczy to np. częstotliwości gra
nicznej widma sygnału, możliwości uzyskania wielu realizacji procesu lo
sowego lub też możliwości uzyskania odpowiednio długich realizacji. Jako 
Przykład można rozpatrzyć proces, którego realiznoja przedstawiona jest 
na rys. 1. Jest to, jak widać, proces wolneznienny, a przedstawiona reali
zacja jest jedyną, jaką się dysponuje. Sytuacje podobne Jak opisana powy
żej są przedmiotem dalszych rozważań.

Rys.,1. Przykładowa realizacja procesu losowego - przebieg czasowj zmian 
masy suchej 1 m2 papieru (tzw. gramatury suchej)



2. f r o b U n  >kr«śl»ii» e m u  próbkowania

kodstawową trudność oprawia określania cziau próbkowania zarojaatr»«- 
nage sygnału. Powie źródła literaturowe [i] , [2] , [3] , (/*] 1 [?J podają zależ
ność pozwalającą nn obliczania czaau próbkowania (korzysta się z tw.Shon- 
nona—KotiaInikowu). Zależność ta jast następująea:

At - 1 ><'At - 2f

(izia:
A t -  «Macza cza« próbkowania,
i ̂  - «znasza częstotliwość graniczną widna sygnału.

Niestety, zaleinałi (1 ) wymaga znajomości parametru którego wy
znaczania, przy braku dodatkowyck informacji a procesie luk o własnościach 
przyrządów raj os tarujących, jeat w rozpatrywanych sytuaojach niemożliwo, 
NaloZy tu dodać, Ze najczyściej W *  W  wartość I^ określa aię przy za- 
loZaniu, iż znano jaat strofa nieczułeści przyrządu pomiarowego, a jogo 
transaiitaacJa lub zaraJaatrowany przebieg czasowy jest na tyle regularny 
i gładki, aby można było wyznaczyć czaa próbkowania w oparciu o wyraża
nie zawierająca wartość pochodnej badanego sygnału losowego w każdej chwi
li czaau, Wspomniane metody nie aą więc możliwa do zastasawania w prowa
dzanych tu rozważaniach. W pracy proponują aię, aby przyjąć powną założo
ną z góry wartość czaau próbkowania At = At̂ ,. Wartość At^ zostania póź
niej zweryf ikowana. Sposób weryfikacji opisany zostanie w dalazo.i części 
pracy,

Przyjmując wartość At = Atz można przystąpić do dniszoj analizy,

3. Opla metodyki postępowania

Na rya. 2 przedstawiono schomatycsaiie apoaób postępowania przy bada
niu procesów losowych należących de razpatrywanaJ tu klasy, Nadany prze
bieg loaowy oznaczymy przez x(t). W wyniku przeprewadzenia próbkowania 
sygnału otrzymuje aię ciąg wartości:

xA a x(i At); (i = 0,1,...,n) (2)

gdzie:
n At a T, a T - oznacza czaa realizacji procesu.
Obecnie omówiona zostaną szczegółowa etapy postępowania zawarta w sche

macie na rya. 2.
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3.1. Normalizacja ciągu

Normalizacja pólega na przokształoeniu ciągu wartośoi w ciąg o
wartości średniej równej zero i wariancji równej jeden.
Niech

3Cśr = d r Ż x i  (3 )
i=0

^  = 5 S (xi “ Xśr)2 (lł)
i=0

oznaczają odpowiednio wartość średnią i wariancję ¿kwantowanego sygnału 
Można utworzyć nowy ciąg w sposób następujący:

xi = ~ ~ 6 = °i' “ i (5)

Ciąg x^ ma następujące własności:

* * r  *  5 7 T  2  ‘ i  *  °  (< )1=0

2  =  ¿ ‘ 2 > ś r  -  V 2 =  1 < 7 )

1=0
Normalizacja jest jednym z elementów wstępnej obróbki skwantowamego sygna
łu x^ i ma na oelu usunięcie tzw. trendu stałego [lj,[2] występującego 
w sygnale losowym,

3.2. Realizacja testu staoJonarności
Przeprowadzenie testu staojonarności ma na celu weryfikację hipotezy, 

czy rozpatrywany proces losowy należy de klasy prooesów atacjonarayoh[5]« 
Jeśli na podstawie wyników testu hipotezę należy odrzucić, wtedy dalsza
analiza rozpatrywanego procesu jest niemożliwa. Wynika to z fakt,v iż dys
ponuje się zaledwie jedną realizacją procesu, a wyznaczenie funkcji kore
lacji procesu niestacjonarnego wymaga wielu realizacji. Dalsza analizajsst 
możliwa, gdy w wyniku testu nie ma podstaw do odrzuoenia postawionej hi
potezy o stao Jonarności, Ponieważ dane empiryczne [j] wskazują, iż rzeczy
wiste losowe prooesy stacjonarne są procesami ergodycznymi, a więc dia ce
lów praktycznej analizy można bez troski o precyzję potraktować rzeczywi
ste procesy stacjonarne jako procesy ergodyczns (w ścisłych rozważaniach 
teoretycznych należałoby pamiętać,Iż staojonamość jest tylko warunkios 
koniecznym ergodyczności). V wielu praktycznych przypadkaoh wspomniane za
łożenie o ergodyczności jest uwzględniane [ó].
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Sposób przeprowadzenia testu staojonanrności nożna znaleźć w licznej na 
ten temat literaturze, np. [l],[8]. Należy jedynie dodać, iż de badań sta- 
cjonamości przeprowadzonych w ranach niniejszej praoy zastosowano test 
serii [i].

3.3, Wyznaczenie funkcji koreiao ii
W dalszej części pracy pojęcie funkcji korelacji będzie dotyczyło funk

cji korelacji własnej.
Przy założeniu ergodyoznośei funkcję korelacji w postaci dyskretnej mo

żna estymować następująco:
n—j

Kj = S ^ r X V i t J 1 (d = °'1 ,* " ,nraax) (8)
i=0

gdzie:
Kj = K(j At) - oznacza wartość funkcji korelacji w punkcie j, co od

powiada opóźnieniu J At,
n — oznacza maksymalna wartość opóźnienia.raax

3.4, Wyznaczenie funkcji gęstości widmowej
Dyskretną funkcję gęstości widmowej można estymować zależnością:

nmax
S(to) = 2 ^  K 1 cost0) dj (9)

j = 1
gdzie:

dj - oznacza tzw. funkcję wagi.
Funkcja wagi została zastosowana w celu częstotliwościowego wygładzania
estymatora funkcji gęstości widmowej.

Estymator (9) określony Jest w punktach
I

O, =CJ - J Ł .  U  (i = 0,1 ,...,n ) (.10)
max

a więc dla przyjętego czasu próbkowania otrzymuj© się częstotliwość
graniczną określoną następująco:

^  n _ =7t (11)CO ae It max■ax t

Najbardziej znane funkoje wagi [i] , [2] to frakcja Hanna - djj olcreślo-
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oraz funkcja Parzona - d

•i _)
1-6 + 6( ^ — ) 5 (-1 = O,1,...,! nmax^

2 ( 1  -

=* nmax)

3*5* Przyjęcie modelu funkcji korelacji
Przyjęcie określonego modelu funkcji korelacji winno odbywać się na pod

stawie zaobserwowanych wartości wyznaczonych z zależności ($) oraz na pod
stawie doświadczeń wyniesionych z badań nad określoną klasą zjawisk fizy- 
kochemioznych*

Ogólną postać przyjętego modelu można zapisać następująco:

^ ‘(r) = f(a,r) (13)

gdzie:
A * )  *■ oznacza model funkoji korelacji,
r(a»f> - Jest funkcją zależną od czasu opóźnienia oraz wektora .współ

czynników a, którego składowymi są nieznane na razie warto
ści a j,•..,ar*

3.6. Identyfikacja współczynników modelu funkcji korelacji
W oparciu o wyznaczoną wg (8) dyskretną funkcję korelacji oraz o

przyjęty model f(a, ■£ ) należy obliczyć wartości składowych wektora a żą
dając, aby przebieg funkcji f(a,lO leżał możliwie jak najbliżej punktów
VOznaczając:

l ( ą , j A 30 =  f j ( ą )

postawione zadanie można rozwiązać dokonując minimalizacji po wektorze a 
sumy kwadratów odchyłek wartości fj(®) 0{ł wartości Kj, Nałoży więc wyz
naczyć :
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Zadanie polega więc na minimalizacji nieliniowej tunkoji (14) wielu zmien
nych. Minimalizacji toj można dokonać wykorzystując jedną ze znanych me
tod minimalizacji funkcji wielu zmiennych [V], [ioj. Ostatecznie otrzymu
je się ścisłą zależność:

hM (r) = f ( ą tn) (1 5)

gdzie:
a - jest znalezionym wektorem wartości współczynników modelu.

3.7. Wyznaczonle funkcji gęstości widmowej S**(qQ odpowiadającej funkcji 
korelacji Z m ..... :-------

Dokonując transforraaoJi Fouriera funkcji korelacji KM(i')
OOsM(u>) = [̂ (-łr)] = J  ^(f) e"Ja>rdzr (1 6)

— OO

otrzymuje się funkcję gęstości widmowej SM(td),

3.8. Wyznaczenie częstotliwości granicznej cdM dla Ŝ (cd)
—     —  £

MWartości można obliózyć zakładając, iż odrzuca się pewną część wid-O>a mocy sygnału tak, aby ta odrzucona część stanowiła niewielki procent
całego widma. Poszukuje się więc takiego abyR

/sMMdW- J e sH(u)dw
-  to

6

oo
J  SM(u)dW

100* < 4  [£] (17)

gdzie:
A - przyjęta mała wartość.

3.9. Porównanie wartości ta** i CdR R
0 H o  otrzymane wartości Cd*! i Cd spełniają warunek:K S

I coM - to I <  6I r r I
gdzie:

6 - miara dokJtadności f
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można uważać przeprowadzone rozwdżonin za zadowalające. W przeciwnym wy. 
padku należy przyjąć inną wartość ńt̂ , = At i dokonać powtórnie analizy 
procesu.

4. Ilustracja numeryczna

Mając realizacje procesów losowych (rys. 1,3»**)» dla zilustrowania roz
ważać opisanych w poprzednich rozdziałach przeprowadzono obliczenia nume
ryczne. V tym celu opracowany został program w języku FORTRAN, uwzględnia
jący wszystkie etapy opisanych poprzednio rozważań.Nie korzystano ze stan
dardowych programów [i 1 ] zawartych w bibliotece systemowej ODRA 1300, po
nieważ programy te nie pozwalają na realizację wszystkich opisanych eta
pów (brak np. testu stao jonarności). Wobec tego wielokrotne łączenie pro
gramów własnych z programami bibliotecznymi jest nieopłacalno.

Analizowano przebiegi losowe przedstawione na rys, a szczegóło
wo opisano wyniki numeryczno dotyczące sygnału z rys. 3X .

Rys. 3. Przykładowa realizaoja procesu losowego - przebieg ozasowy zmian 
masy 1 m2 papieru z uwzględnieniem wpływu wilgotności (tzw. gramatury

krej

Rys. *t. Przykładowa realizacja procesu losowego - przebieg ozasowy zsi*11
wilgotności

Bliższe dane o procesie, z którego pochodzą badane przebiegi losowe,e®*“
na znaleźć w [i 2J.
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V realizowanym teście o tacJonamoścl za medianę x^ przyjęto wartość 
średniokwadratową. Ponieważ sygnał został wcześniej znormalizowany, war
tość ta wyniosła (zgodnie z oczekiwaniem)

* M  =  f f  ł ±  =  1

i= 1

gdzie:
N - oznacza ilość przedziałów obserwaoji £lJ*[8J,
x^ - oznaczają wartości średniokwadratowe zmiennej x w poszczególnych 

przedziałach obserwacji:

 x

'i = »7 ¿ L  xJił
j=i

n^ - oznacza ilość punktów realizacji w i-ty» przedziale. 

Vartości zawarte są w tablioy 1XX^

Tablioa 1

i czy ^

1 0,0063 -
2 0,1*916 -
3 1,3201* ♦
i* Oy2856 -
5 0,6071* -
6 0,1*699 -
7 0,5965 -
8 0,1*356 -
9 2,1*167 +

10 1,2820 +

W obliczehiaoh przyjęto N = 10.
Z tablioy 1 wynika że w ciągu:

1 2  3 >*

występują r=l* serie.
Dla przyjętego poziomu istotności aę = 0,05 przedział akoeptacji hipote

zy o stacjonamości (niezależności obserwaoji w serii)wynosi

'l0/2j 1-0f/2 <  r r 10/2* of/2 (16)

=77Znaki i " + " oznaczają odpowiednio, że i
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gdzie: r n . 1 ą / 2  1  rn-Ćj/ 2 8ą *cwantyianli odpowiednio rzędu 1-ĉ 2 i Of/2 dla
ciągu K' = 2n obaerwaoji. Ponieważ . Q = 2, *" ,̂0 Q2^ = 9, tzn. za
chodzi 2 <  4 9, a więc warunek (18) Jest apeiniony.

Vob«o powyższego nie ma podotaw do odrzucenia hipotezy o atacjonamo- 
ści badanego procesu. Opierająo się na zależnoóciaoh przedetawionyoh w [7] 
oszacowano nmnx = 50 (wzór (8)) i wyznaczono funkcję korelacji (na
podat. (8)). Przebieg Kj przedstawia rye. 5*^.

Przyjmując model

K*J = e’^ ilcoaW0 i; ( 19)

wyznaczono współczynniki i w wyniku miniraalizaoJi kryterium (14). Pro
ces minimalizacji zrealizowano opierająo się na:
- metodzie błądzenia przypadkowego w celu wstępnego oszacowania obszaru 
minimum (tzw. metoda MONTE—CAKLO),

- metodzie SIMPLEKS-NELUEHA pozwalająeej na znaczne zbliżenie się do pun
ktu optymalnego,

Znakiem "z" oznaczono przebieg wynikający z rozważań teoretycznych (dla 
przyjętych modeli).
Znakiem "o" oznaczono przebiegi wyznaczone zgodnie z równaniami (8) i 
(9).
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- metodzie gradientowej pozwalaJąoej na szybkie i dokładne wyznaczenia 
punktu optymalnego (punkt startowy otrzymany z poprzedniej metody leży 
blisko punktu optymalnego) .

Otrzymano: cę = 0,1295» W # = 0,986.10 .
Można przyjąć, że coe X = 1, a więc aprokoymująoa funkeje ma charak

ter wykładniczy

!»(*) =

Przebieg tej funkoji w pestaoi dyskretnej przedstawia rys. 4.
Funkcja gęstości widmowej odpowiednia de (19) wynosi:

sM(w)
Of2 t (td W,

( 20 )
oę + (u» + C0o)‘ ^  . v-----

Przebieg tej funkoji przedstawia rys. 6, na który» dla porównania przed
stawiono również przebieg funkoji gęstości widmowej wyznaczony na podsta
wie zależności (9). •>

Odrzucona część widma (wzór (17)) wynosi A  = 2,6%, Identyczne oblioze— 
nia przeprowadzono dla pozostałych sygnałów, dla któryoh zarejestrowan
przebiegi przedstawiono na rys. 1 i 4. Uzyskano wyniki:
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* * * * * ** * yX

4.0 20 * x x * *  50 -V

• 7'* Wykresy funkcji korolacji dla wilgotności

k
v • • V

9 V
X X y  v
• " ■ » X * .

........................... ........ ............"I—l 1 r i » i i •    __ j-
40 2 0  30 40

8. Vylcreay funkcji gęstości widmowych dla wilgotności
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. przebieg z rys. 1 

(¡ę= 0,081*, co0 = 0.137 10 , A =  1«7*
. przobisg z rys. 1*
cę= 0,29, O)0 = 0 , 1 6 / A  =6,0*

Odpowiednie prz.biogi funkcji korelacji Przod.tavi.no *T** ?
Jdto na ry.. 6, 8 przedstawiono -la P.r6-n-ni. przeb eg lunkcji ...to, 
iei widmowych S(w) i ^ ( w )  zgodnie ze wzorami (9) i Cl«».

Podauaewanie

Po.i.«r »• — a., a"-"*“1
1 ̂ 1 1 . 1  p.y.*.ny»l . .BHo.oi -u-aryQB*ych pp.v.l. pr.ypu '
Î Z L »  . P...V - . . . a -  »*• — » r —  a .  .— *.*■«- . y -

gnalów losowych.
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P a 3 b  u e
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H exo cxy xxu e  z n a  n 3M epeaHtt. B c T a ib e  n o flR ep K ity io  ■ m m c ju tie jiL H u ii ac n e K T , npH- 

s e *e x o  np xu epu  Hoc-ne,nosaiow c x y q a iiH u x  npoR eccos h p e 3yjtŁTaTH  p a c*ieT08 aa 
9 BM,

POSSIBILITIES Oí' RESEARCH AND ANALYSIS 
OF RANDOM PROCESSES VITH LIMITED MEASUREMENTS

S u m m a r y
la this paper wo describo methods of random processes investigation 

with tka aid of correlation function and spectral donsity function in tho 
case of limited measurement possibilities. Vo stress particularly the nu
merical analysis of explored preoosses. Our considerations are illustra
ted by oxamples of computation resulto relativo to the analysis of real 
random procesaos«


