
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Seria: ELEKTRYKA z. 51

_______ 1975
Nr kol. 457

Franciszek Fikus, Czesław Sajdak 
Instytut Metalurgii Politechniki Śląskiej

JEDNOSTRONNE NAGRZEWANIE INDUKCYJNE PŁYTY 
WZBUDNIKIEM O SKOŃCZONEJ WYSOKOŚCI

Streszczenie. Omówiono zastosowanie pewnej metody obliczeniowej 
pola magnetycznego dla skończonej wysokości wzbudnika tzw. metody 
z szeregiem Fouriera dla układu płaskiego.

Wychodząc z ogólnych równań Maxwella i korzystając z pojęcia po
tencjału wektorowego, uzyskano równania na indukcję w szczelinie i 
płycie.

1. Wstęp

Stosowane w grzejnictwie indukcyjnym układy wsad-wzbudnik dzielą się 
na cylindryczne i płaskie.

Nagrzewanie wsadów nieskończenie długich przy pomocy wzbudników o skoń
czonej wysokości w układach cylindrycznych zostało przedstawione w pracy
[i]. Rozwiązanie tego zagadnienia dla układu płaskiego jest przedmiotem 
niniejszego artykułu.

2. Układ płyta-wzbudnlk o skończonej wysokości

Obliczanie pola elektromagnetycznego w przypadku układów o skończonych 
wymiarach jest zagadnieniem skomplikowanym. Płaski układ (rys. 1) z płytą 
o skończonej długości zastąpiono więc modelem obliczeniowym (rys. 2a), 
dla którego przyjęto następujące założenia upraszczające
a) płyta jest nieskończenie rozległa w kierunkach osi x i z,
b) wzbudnik jest nieskończenie rozległy w kierunku osi x,
c) uzwojenie wzbudnika o skończonej grubości g zastąpiono folią o grubo

ści pomijalnie małej,
d) parametry elektryczne płyty nie zależą od temperatury i natężenia pola 

magnetycznego.
W przypadku pojedynczego wzbudnika (rys. 2a) rozkład gęstości prądu 

<5(z) wzdłuż osi z ma kształt prostokąta. Obliczenie pola magnetycznego 
w tym przypadku jest możliwe przy pomocy całki Fouriera.

Uproszczenie obliczeń uzyskuje się po zastąpieniu pojedynczego wzbud
nika systemem nieskończenie wielu wzbudników ułożonych obok siebie wzdłuż 
osi z (rys. 2b) [i], [3].
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Rys. 1. Układ płyta-wzbudnik 
1 - płyta, 2 - wzbudnik
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Rys. 2. Model obliczeniowy układu płyta-wzbudnik
a) z pojedynczym wzbudnikiem, b) dla nieskończenie wielu wzbudników, I, 

II, IV - powietrze, III - płyta metalowa
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Rys. 3. Rozkład gęstości prądu dla nieskończenie wielu wzbudników (rys.2b)

Rozkład gęstości prądu (rys. 3) można wtedy przedstawić w postaci sze
regu Fouriera

OO „
*(„) „ ę  g  cos COS !2n± 1J3ęz> (2>1)

gdzie:
ó - gęstość prądu wzbudnika,
21 = 4(l+h) - okres funkcji gęstości prądu,
21 - wysokość wzbudnika,
2h - odległość między wzbudnikami.
Metoda z szeregiem Fouriera [3 ] obarczona jest z założenia pewnym błę

dem, gdyż w obliczeniach uwzględnia się dodatkowe wzbudniki, których w 
rzeczywistości nie ma. Przy dostatecznie dużym stosunku 2h:21 uzyskane wy 
niki będą w zasadzie takie same jak przy obliczeniach, w uicładzie z poje
dynczym wzbudnikiem, metodą z całką Fouriera.

Otrzymane tą metodą równania mają stosunkowo prostą postać i pozwalają 
na analizę wpływu poszczególnych parametrów układu na rozkład pola magne
tycznego.

3. Równania ogólne potencjału wektorowego

Punktem wyjścia do obliczeń są równania Maxwella dla pola elektromagne
tycznego [ej. [4], [ 5  ]

<1 & 4. 05 - neT ’ a

VxE 0IJ - rT b

V-1 = 0, c
V-T5 = 0 , d
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przy czym
E = ¿JT a
15 = £E b (3 . 2 )

ć = óE c

Równania (3.1) zostaną rozwiązane w kartezjańskim układzie współrzędnych 
U,y»z).

Do równań (3.1) wprowadzono potencjał wektorowy A spełniający zależno
ści

75 = V x 1 , a
(3.3)

= ©IE a -  ̂  -  gradtp. b

Zgodnie z [7] w obszarach, w których gęstość ładunków swobodnych y = O 
można przyjąć (p = O, co normalnie czyni się w obliczeniach układów wsad- 
wzbudnik występujących w elektrotermii [5j.

Tak więc, na podstawie (3.1d)

E * -  g § .  (3 .4 )

Dla analizowanego układu wektor gęstości prądu posiada jedynie składo
wą w osi x

ć x  = 6  4 o ,  ó y  = (5Z = O .  (3 .5 )

Ponieważ kierunek potencjału wektorowego jest zgodny z kierunkiem prądu, 
który go wywołuje, więc

= A * O, Ay = Az = O. (3.6)

Przy założeniu, że przebiegi czasowe prądu wzbudnika są sinusoidalne moż
na napisać

I(x,y,z,t) = Ax (y,z)e^'Jt = A e^wt. (3.7)

Podstawiając wyrażenia (3.3a) i (3.4) do (3.1) oraz uwzględniając (3.5),
(3.6) i (3.7) otrzymano ogólne równanie potencjału wektorowego

_  (oę2  +  ^ 2 ) A ( y ł Z )  _  0 >

c) y dz
(3.8)
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gdzie

2 2 « 3 - £ fi o . a
(3 2 3 b
(J s 20£f,

f - częstotliwość prądu wzbudnika.
Rozwiązanie równe :ia (3.8) poszukiwane jest w postaci podobnej 

rażenia (2.1)

A(y,z) = ^T]A2n+i(y)cos 2̂nr  z*
n=0

Po podstawieniu przewidywanego rozwiązania (3.10), równanie (3.8) 
mie postać

V  i s ^ n + l ^  f 2- [ « 2 * )l*2 * l a r J : « ■ 0

Przyrównując do zera wyrażenie w nawiasie otrzymano

3 0.

Po wprowadzeniu dodatkowych oznaczeń

*20+1(y) a Ak<ył* 

k =• 2n+1,

równanie (3.12) można zapisać inaczej

2/
~y"

d - [ o t2 + j(32 + ( ^ )  jA k (y) = 0.

Rozwiązaniem równania różniczkowego (3.14) jest funkcja 

Ak(y) 3 Ck e + Dk e ,

(3.9)

do wy-

(3.10) 

przyj-

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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gdzie

(3.16)

Podstawiając rozwiązanie (3.15) do równania (3.10) otrzymuje się ogól
ną postać potencjału wektorowego we wszystkich obszarach obliczeniowych

4. Potencjały wektorowe w poszczególnych obszarach obliczeniowych. Wąrun 
ki brzegowe

Rozwiązanie ogólne (3.17) przyjmuje w poszczególnych obszarach oblicze
niowych następującą postać
- w obszarach I, II, IV(powietrze) 2

Z uwagi na konduktywność powietrza ó = 0 należy przyjąć (3 =0 i wtedy

(3.17)

(4.1)
n=0

(4.2)
n=0

n=0
(4.3)

gdzie

(4.4)

- w obszarze III (płyta)
2 O r iZ uwagi na dużą różnicę wielkości między współczynnikami ot, i (3 [5J,

przyjmuje się dla płyty ot2 = 0 i wtedy

,111/ . V  ( r 1 1 1  J * *  n111 /.o«. k3£ „A (y,z) = (Cjj. e + Uję e Jcos z,
DaO

(4.5)



Jednostronne nagrzewanie indukcyjne płyty • • • 83

gdzie

(4.6}

Na podstawie równań (3.3a i b) wektory pola elektromagnetycznego wyra
żają się poprzez potencjał wektorowy. Ponieważ wektory ST i 5 (a tym samym 
I i H) jako wielkości realizowalne fizycznie powinny być ciągłe i ograni
czone w całej przestrzeni, więc na otrzymane wyżej funkcje (4.1) - (4.3) 
i (4.5) nakłada się
1) warunek ciągłości i ograniczoności - wraz z pochodnymi,
2) warunki brzegowe na granicach poszczególnych obszarów obliczenlowych[4j

lim AI(y,z) = li®. A^iy.z) 
y — 0" y— 0

lim_ AII(y,z) + lim+ AI]CI(y,z)
y— a y— a

lim Am (y,z) 
y— b~

= lim AIV(y,z) 
y—  b+

(4.7)

t 1 o

1

—  lim 
4*o y--a~

aAIj:l(y.z)

-  lim
t 1 y*b~

Po podstawieniu potencjałów wektorowych (4.1) - (4.3) i (4.5) do warun
ków (4.7) otrzymuje się następujące postaci stałych:
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,111 4fi (-l)n “V
DT ^ T ~  e

(-i Ł)eV -V 
 r

-fJ3
kJth

■,IV (4.8)

XI _ 2 Ó txp (-1)n Wth
K Af\-Dk ■ - X "  F X ^ "  008 T T '

DI H  . 4d e- V  _ ± _ J £ ----- 0„

xka
J T  8(5 (-1)n ?k e ... k3lh
\  m %ii n r  h—  008 t *

gdzie

<1V 2 (21. l̂r ^ _l!lr̂
“ ■ 'f  * p;1 • - (f  - s ’ ' “ -91

Przy realizacji warunków (4.7) przyjęto następujące założenia:

oo e>o
lim Y "  A. (y)coa £5 z ■ ^ li* A. (y)cos *, a
y- y0 ¿ A  n«o y - y 0

Ti lr “i IrY
I5y H  Ak(y)cos £- I « 2_ — ©y—  008 TT *' b (4.10)

n»0 n*0

orai wykorzystano stwierdsanis Heinego-Cantora [2] .

5. Indukc.ia magnetyczna

Wektor indukcji magnetycznej 5 w polu dwuwymiarowym ma dwie składowe

5 a W  + B*T>= (5-1)
gdzie:

T„ 1 T_ - wektory jeanostkowe.y z
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Rozpisując równanie 1 » V x I oraz uwzględniając warunki (3.6) otrzy
muje się składowe indukcji [4 ]

By « (5.2)

Bx = - (5.3)

Z punktu widzenia nagrzewania indukcyjnego szczególnie interesująca
jest znajomość indukcji w szczelinie powietrznej (obszar II) i w płycie
(obszar III). Składowe indukcji w tych obszarach, zgodnie z wzorami (5.2) 
i (5.3), mają postać

(5-4)
n=0

n=0 L J

Byn  - - T £  k 1 • V  + DiXI r  «. (5.6)
n=0 L -I

>i“  ■ - - li11 .'V ]o.. .. (5.7)
n=0 L

6. Zbieżność równań indukcji magnetycznej z wzorami klasycznymi

Przy 1 — «0 (wzbudnik nieskończenie rozległy wzdłuż osi z) równania
(5.6) i (5.7) sprowadzają się do wzorów klasycznych podanych przez Wajn- 
berga [8j (Dodatek I) dla nieskończenie rozległej płyty umieszczonej w 
jednowymiarowym polu elektromagnetycznym. Można więc powiedzieć, że wzory 
Wajnberga są szczególnym przypadkiem równań (5.6) i (5.7).
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Dodatek I

Wzory Wajnberga [8] podają rozkład indukcji magnetycznej w płycie na
grzewanej wzbudnikiem nieskończenie długim (1 =oo ). Po podstawieniu do 
równań (5.6) i (5.7) wyrażeń określających stałe C^11 i Dĵ 11 oraz wykona
niu przejścia granicznego lim B^11 i lim B*11 otrzymuje sięx^

X — w  y i— oo z

By11 3 By = 0 (1.1)

_ iL)eP ^ y - b} (¿fi + «-)e_
b“ 1 - B . -S(, ff .-«* ' l .A     »•*>

, i , ! , ? B « .  (jąE. ,-pU a
tr ro * r to

Indukcja na powierzchni płyty (y=a) wyraża się równaniem

(J2ii . “L)e (^(a-b) _ + ^C)e-^ij(a-b)

( M  + ) e d -  ( M i  -  £.) e -  d> ¿“o V ¿“o
(1.3)

Po podstawieniu wartości BQ (1.3) do równania (1.2) oraz wprowadzeniu no
wej zmiennej

y' = y - a (1.4)

otrzymuje się

Bz = Bo 1 ■- ^ r-  ±  i 1 ' 3 '

gdzie

Q = -£- (1.6)

Dla stosowanych w grzejnictwie indukcyjnym częstotliwości, stosunek 
cęs p przyjmuje wartości 10-8 - 10“  ̂ [3]. Wajnberg [8] wykazuje, dla po-

[ e P f t W )  _ e-^Tid-y1)] + (3[e^(d-y) + e-pNj(d-y’)]

1[ ' F ®  d - d]1 + Q 1[ e P ? d + e-pATdj1

x^Przy obliczaniu granic wykorzystano nałożenie (4.10a)
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dobnych obliczeń, że składniki pomnożone przez współczynnik Q mogą być 
pominięte (Q S O).

Przyjmując w równaniu (1.5) Q = 0, po obustronnym podzieleniu przez (u 
oraz przedstawieniu funkcji P"N~T w inneJ formie

'’N T -  d  + J) d.7)

gdzie:
Ą =  — y - głębokość wnikania pola elektromagnetycznego,

\ L) Li ootrzymuje się natężenie pola magnetycznego w płycie

i-^(d-y') - -^-(d-y)
H = H    (1.8)

z 0 2±i s _ I ź l  a
e A - e A

Równanie (1.8) odpowiada wyprowadzonemu przez Wajnberg? w [8] wzorowi 
na natężenie pola w płycie umieszczonej w jednowymiarowym polu elektroma
gnetycznym.
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UNILATERAL INDUCTION HEATING OP A PLATE BY MEANS 
OP THE HEATING INDUCTOR OP PINITE HEIGHT

S u m m a r y
The paper deals with the application of a certain method of calculation 

of the magnetic field for a finite height of heating coil - the so called 
method with Fourier's series for the flat system. Basing upon the outcome 
of the general Maxwell's equations and taking advantage of the vector po
tential concept - equations have heen obtained for the induction in the 
slot and in the plate.


