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Streszczenie. Analiza obwoadéw elektrycznych zawierajacych rezys-

tancja i cewki z razeniami zelaznymi _jest trudne z uwegi ,13 brak a-
nelitycznej zaleznosci #aczacej prad plynacy Drzez cewke ze strumie-
niem magnetycznym wzbudzonym w rdzeniu.
Przedstawiona w niniejszym artykuto metom interpolacji rodzin pe-
tli histerezy zakdada znajomosC roéwnanie zewnetrznej petli hiutere-
zy. Pozwala to rozwigza¢ odpowieanie rownanie rozniczkowo napisane
dla obwodu elektrycznego z szeregowo podaczonymi rezystancjami i cew-
Kumi z rdzeniami zelcznysui,

1. Wstep

Uktady elektryczne zswierajace rezystancje i cewki z rdzeniami z zela-
za sg, jat wiadomo, obwodami trudnymi ao snclizy, poniewaz nie ma danej
zaleznoSci miedzy pradem a skojarzonym strumieniem magnetycznym dla dcnc-
go obwodu, Zalezno$¢ ta dans jeat tylko wykreslnie w postaci charakterys-
tyki magnesowania i to obejmujacej zazwyczaj otrzymana doswiadczalnie
""'zewnetrzng petle histerezy'”, a nie C3+a rodzine krzywych.Potrzebo uwzgle-
dnienia histerezy magnetycznej stwarza trudnosci polegajace z jednej stro-
ny na koniecznosci odpowiednio doktadnej sprokeymacji petli, z drugiej zad
na SKomplikowanej postaci réwnania rézniczkowego dla danego obwodu.

Ceieta niniejszej pracy jest przedstawienie pewnego sposobu interpolacji
rodziny petli histerezy. Interpolacja ts opiera sie na .znajomosci anali-
tycznego rownania zewnetrznej oetli histerezy, Poleg8 ona no przeksztatce-
niu zewnetrznej petli histerezy ne dowolna wewnetrzna petle. Zatozenie
znojomosci analitycznego rownanie zewnetrznej petli histerezy nie jeat w
praktyce zatozeniem upraszczajacym, gdyz znane wzory interpolacyjne z li-
teratury [¢], 1. [¢] pozwalaja obliczy¢ potrzebne punkty posrednie pomie-
dzy wyznaczonymi doswiedczalnie. W pracy proponowana jest interpolacja ze
pomoca funkcji oklejanych stopnia trzeciego, Zaleta przedstawionego spo-
sobu interpolacji jeat mozliwos¢ uzyskania zadanych wewnetrznych petli
(niekoniecznie symetrycznych! z duza dok#adnosciag, co umozliwia rozwlaze-
nio réwnania roézniczkowego, opisujacego uktad elektryczny zswierejacy cew-
ki z nieliniowg indukcyjnescig. Wada nstomiast jest fakt, Zze nie pozwala
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ona wyznaczy¢ réwnan w sposob analityczny. Uniemozliwia to rozwigzanie row-
nania roézniczkowego danego obwodu elektrycznego baz uzycia maszyny cyfro-

wej -

2. Podstawowe pojecia i definicja

Definicja; Funkcjg o!" * -«BE-- -<J —— Okre-
Slona ne przedziale A

spedniaja warunki:

Punkcje sklejana jest zotera zdozona z n wielomianéw stopnia trzeciego w
ten spos6b, ze sama funkcja jak i obie pochodne (pierwsza i druga) aa cig-
gte. Mozne réwniez rozpatrywaé¢ funkcje sklejana, ktéra jest zhozona z wie-
lomiandw wyzszych stopni. Ze wzgledu ns prostote ograniczymy sig tudo fun-
kcji stopnia trzeciego.

Twierdzenie: Jezeli funkcja oklejena jest okreslona ne A = |8-Xg<x1<...

€r-b] w ten spoasb, ze &™) - y» i speknia jeden z trzech wa-
runkoéw :
1° A ®
aafh) -o
to w kazdym z tych przypadkoéw jest okreslona jednoznacznie.

Jeko momenty ™) oznaczymy druga pochodna szukanej funkcji skle-
jJanej w punktach X jeA . Druga pochodna w przedziale dla
J «1 n jest funkcja liniowg

f1)
gdzie:

Catkujac obie strony réwnanie (1) i1 wyliczajac state calkowania z cigglto-
Sci wielomianéw otrzymujemy:
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IX.-x)* <x-x4 )i M, -h? Xx,-X
- v = & Hi — - oo _
V x) o-1i 3 Hj sej f nr-1) f[‘jl’+
(©)
X=X,
+ fyj - -P> -TTp
2 (?) znajdujemy pochodng ne koncach przedziatu
hil y I~y 1-1 hl
b* ~j-°) +J1e& 1 + -r “,-1
i4)

h.

h,.. - i
Ba (Xj+0) = -y- Mj - M3+L + “Vj -~

Poréwnujac réwnos¢ (») na podstawia ciagtosci funkcji 6 (X) otrzymujemy:

hi hi*i 240 B2 | yl~y1-
o Kjr ™= X1 iy z DA B -y 15

d 3+1 nj+1

Uwzglednianie Zz3dnnych pochodnych w punktach xo“xn * Przypfldwu 1 pro-
wadzi do réwnan:

M y1l yO ) yn~yn-i
b + ML = H7 “ y0)e “n-i + 2Mn = TT(yn --———-- >

Zestawiajac otrzymane réwnania uzyskujemy ukd#ad réwnan o ntl niewiado-
mych Mgj, #i,,... .ih
2Mg + AO M1 = dO
+ 2N + NN~ d j J=llee»»n-1 o)

N  “n-1 + 2Mn “ dn
gdzie:
Xi =hj~j+1°~

fy.1+l-yj)/hj+1 ~ (yj - y-1-i)/hi
/hj + hj+1
dla j =
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HozpatrzeniG przypadku 2° funkcji HkLsjenej okresowej prowaazi dc ukdadu
n réwnan okresowych ¥tyra przypsdku wystarczy przyjac¢ yn=y".
. = u0® ym-1l " yl1*® “n+l * Mle hntl “ h1* 3"nd otrzyraujeray:

PV & = d1
+ 2Kj + 0, M+, = dj o » 2(1) n-1 18)
?”n M1 +?n \-1 + - “n = dr,
gdzie:
Me =V \ =V hn + ht” = 1~*n
Analogicznie wybér Me - G, = 0 okresla ukfad n-1 réwnan o niewiado-
mych Mi ,. .-

Bardzo wazna wkasnoscia funkcji sklejanych jest zbieznos¢ do funkcji
interpolowanej, jezeli wybierany corsz drobniejsze podziaty A . Dowdéd to-
go faktu pomijamy jako dos¢ skomplikowany. Jest cn przedstawiony w lite-
raturze [2] 1 [3], Przedstawione powyzej metoda interpolacyjna (przy zada-
nych warunkach brzegowych = y™ = 0) umozliwie przyblizenie zewnetrz-
nej petli histerezy i traktowanie jej jako funkcji analitycznej. Zostata

ona wykorzystana w przyktadach 1 i 2 do wyznaczenia punktéw posrednich mie-
dzy danymi pomiarowymi .

3. Metoda ifltareolacjl rodziny krzywych wewnetrznych petli histerezy

Powré6émy obecnie do zagadnienia wyznaczania rodziny wewnetrznych petli
histerezy obrazujacej zalezno$¢ indukcji magnetycznoj od pradu. Zagadnie-
niu temu poswiecono juz wielo prac, rozpoczynajac od klasycznego sformuto-
wania Rayl.eigbo. Ich obszerny przeglad podat i. Biessonow [i]- Sa one je-
dnak mato skuteczne, nie ag bowiem aok¥aone, nie nadajg aie ns og6t do a-
prokaymacji rodziny krzywych, wreszcie powateja trudnosci przy ich adap-
tacji do analizy komputerowej .

Krzywa dolna petli, przechodzaca™przez punkt ACB (rys, D o réwnaniu
b = (i) jest symetryczna wzgledem punktu O 2z krzywg gérng o - g(i), to
znaczy f(i) = - g(-i), w zwigzku z czyn: wystarczy rozpatrywa¢ na”ppzyktad
tylko krzywa dolna o zwigzang z nia rodzine krzywych wewnetrznych. Jezeli
zatozymy, ze przez punkty P(i0,bQ), B(i,b) przechodzi dok#adnie jedna
krzywa wewnetrzna b = w(i), to istnieje homeotnorflrm przeksztatcajacy
krzywa dolna na krzywa wewnetrzna.
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Rys. 1,, Zewnetrzna petla hiBterezy i dowolna krzywa wewnetrzna

W dalszym ciagu bedziemy poszukiwali homeomorfizmu w poataci wielomianu

otopnio n-tego, co mozemy zapinac:
w(i)= an [f<i)]n + ... + a, Ffii) +aQ

Ha okreslony w ton sposéb wielomian wfi) natozone oa warunki:
B = w(i) = sn[fii)ln + t@-) + sO
b0 = WFi0) «=3n [F(iI0O)]JR 4 ... + 8, ffi0) + 80

Rugujac z réwnan wspoédczynniki aj i a0 otrzymujemy nastepujaca
wielomianu:

wsi) = an [F(n - bn] + ... * a2[fU)2 - b2Z] + b +

i *"Dbo-82~" -~ en - "o j fFfi) _
b - fi0)

O

postac
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Dla nnt wielomian jest okreslony jaanoznecznie i przyjmuje postac:

p{io.b0,i) df w(i) = b +4 A~ (tti.) - b)
u b-i(i)

2e wzgladu ns zaleznos¢ wielomianu w(i) od wspétrzeonycn (i”,b”; w dal-
szej czesci pijacy bedziemy go oznaczali tp(iy,b®, i), a analogiczny wielo-
mian krzywej,gornej jd 0,dq,i). Wprzypadku n=1 wyznaczymy krzywag ko-
mutacji ipodamyspos6b  wyznaczenia puructu bedacego poczatkiem pgt—H his-
terezy, ktorej Koncem jest punkt (i0,b0). Powyzsze rozumowania mozna tak-
ze przenies¢ na wielomiany wyzszych stopni. Obydwa te przypadki mozemy za-
pisa¢ réwnaniami:

(i O,bOt ~=~ <
<p(i0 ,b0 ,i> =7~ (i0,b0,i)- ©

gdzie z (8) mozemy wyznaczy¢ krzywg komutacji, e z (9) wspédrzednag punktu
bedacego poczatkiem petli histerezy, ktoérej koncem jest punkt Tfig.be).
Otrzymujemy” teraz réwnanie petli histerezy przeksztatcajac id):

® fi0,b0’i) = - (pd0,b0,-I)
stad:

b + (F(i) - b)=-b - =2~ (Ff-i) - b)
b

f(i) + FF-i) = 2b — =22
b - bQ

Podstawiajac bg = z, 1q = Ootrzymujemy posta¢ funkcji:

F.fi) = - ffi) -ff-i)+ 2b f-2> ~ z 0 < z < ff0)
1 b -2z
Ola danego z jest to funkcje zmiennej i, ktérej miejsca zerowego poszu-
kujemy. Poniewaz w przedziale (0,i) funkcja posiada tylko jeden pierwia-
stek i zachodza nieréwnosci ?ifi) >0, R,C0) <0, mozemy zaproponowac np.
metode bisekcji. [$§] do jego wyznaczenia, Analogicznie mozemy rozpatrzyé
przypadek (9).

? (i0” bo* =" £ ~i0” -b0” n
stad:
b-bn b + bn
b+=-"2 (f(i) o )---=-b +=2—(b - (D))

b-F(i0) v b -f(-i0) v
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j"odstawiajac:

df df
b - Ff-i0)

otrzymujemy:

b(Cl + C2 - 2) = C.,f(-i) + C? Ffi)

Dla danego punktu (ig,b01, nalezacego ao wnetrza petli histerezy, .jest to
funkcje zmiennej i, dla ktdérej poszukujemy miejsce zerowego roznego od iQ.
Punkcjs k2fi) posiods wewnatrz przedziatu (-i, 1Q) jedno miejsce zerowe,
k.-tére mozemy wyznaczy¢ dowolna metoda iterscyjna.

W przypadku gdy konieczna jeet duze dokfadnos$¢ i jnany- zdjetych kilka
wewnetrznych petli histerezy, nalezy rozpatrzy¢ wspédczynniki wielomianu
(7) jako funkcje zalezng od 10, tzn. = tfb0). Funkcje te mozemy roz-
patrzy¢ jeko wielomian stopnia

nr
8i = cml(bo) ~ + + C1 b0 - cO £10)

Poniewaz na brzegu wielomian w(i) powinien pokrywa¢ sie u funkcja fti).
co mozemy zapise¢ b& = f{1q) = w(i0), podstawiajac do (10) Ff(iQ) nemy:

. [FIIQ] M+ "<+ C1l -"tg) + c0 = O QD

ze wzgledu na to, ze

bo * (v = 8n [FFi0) "~ +** & S2[F(i0) "bZ+ b
b~b0 ~Bg[b” anlb " N0 W eriny _ by
b - F(i0)
A 3n [FGIO)N - bn] + ... + s2[f(i0)2 - b2j = 0: >a2 a  ~8~-0

1o

Wyliczajac z (11) cO otrzymujemy ostatecznag postac¢ wspodczynnikéw en:

8i =% [do 1~ f(io) + "* 4 °1[bo

2e wzgledu na znane wzory interpolacyjne Newtona i Lagrange’a obliczanie
wspodczynnikéw przedstawionego wzoru interpolacyjnego nie nastrecza duzych
trudnosci, W praktyce okezuje sie jednak czesto, zo nawet dla n=1 otrzy-
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raujemy iostatecznie dobre przyblizanie wewnetrznych petli histerezy.Dzie-
je sie tal: w szczegélnosci, jezali poruszany sie dostatecznie blieko fun-
kcji ffi) lub rdzen j6ST wykonany z materiatu ferroraagnotyoznegc,w kté-
rym wystepuja naprezenia rozciggajace- Potwierdzaja to w pedni przeprowa-
dzone aos$wiedczenia- W przedstawionych przykkadach aproksymowene sg wew-
netrzne petle hiaterezy wielomianem w i przy zadanym {i=1 i poréwnane
z doswiadczalnie zdjetymi petlami, wewnetrznymi- Otrzymana wyniki potwier-
dzaja erzydetnos$$ zaetosowenej metody interpolacyjnej dc wyznaczania wew-
netrznych petli hiaterezy. Opisana metodo umozliwia rozwigzanie réwnania
rézniczkowego, opisujacego azeregowy uktad elektryczny, zawierajacy rezy-
stancjo i1 cewki z rdzeniami z zelaza.

4. Opia przeprowadzonych doswiadczen

Wyniki obliczen przy dsnaj zewnetrznej petli histerezy proénkt poréwna-
no z wynikami Badan laboratoryjnych. Wykonano proébki pierscieniowe z tla-
cny transformatorowej o grubosci 0,08, 0,12, 0,20 i 0,35 mm. Piersuienlec
wewnetrznej Srednicy 50 mm, zewnetrznej 70 mm i szerokosci 15 mm wykonane
technika zwijen.ia tasray. tacznia wykonano 17 prébek. Srednia diugose dro-
gi atrumienia w prébce 1SR = 188,4 mm, V przyktadzie 1 przedstawiono po-
miary z blachy o grubosci 0,08 mm. Ciezar proébki wynosi 211,3 0, jaj Sre-
dni przekréj 8 = 146,61 mm”*. W polu magnetycznym o natezeniu 2500 A/m in-
dukcja nasycenia Ba w prébce wynoal 1,7939 T. W przyktadzie 2 orsecatawio-
no pomiary proébki z blachy G,35 mm. Ciezar proébki (17,5 G, 8 - l49,bbemmp,
W polu o H = 2500 A/m, 3s = 1,8910 T. Zaktadajac maksymalny prad J ,pty-
nacy przez uzwojenie magnesujace roéwny 4 A i maksymaine natezenie pola ma-
gnetycznego H = 2500 A/m, na prdébkach nawinieto po 2§ = ™18 zwoi magnesu-
jJjacych. Ich rezystancji, wynosi okoto 0,6 . Uzwojenie pomiarowe o 50 zwo-
jach podtaczono do galwametru pedtzajgcego GL-1.

Petle histerezy zewnetrzng i petle wewnetrzne zajeto metoda komutacyj-
nga. Polega ona re ustaleniu zdejmowanej petli hiaterezy Frzy kazdym pomia-
rze. Dokonujemy tego kilkakrotnie zmieniajac skokowo znak pradu magnesuja-
cego probke, wartosci odpowiadajacej maksymalnej indukcji w prébce dla za-
danej petli histerezy. Natepnie zmieniamy skokowo warto$¢ pradu z maksy-
malnej do pewnej zadanej.

Przy znenym przekroju S proébki i ilosci uzwojen pomiarowych 2z~ wy-
chylenie galwanometru pozwala nam okresli¢ przyrost indukcji AB w préb-
ce. Znajac maksymalng wartos$¢ indukcji i jej przyroot obliczamy indukcje
dla zadanego pradu magnesujacego. Dokdadny opis tej metody pomiarowej znaj-
duje sie w £6]. Pomiary prébek przeprowadzono w IMZ w Gliwicach w Zakda-
dzie Przerébki Plastycznej na Zimno.
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Przyktad 1
iQ = -500
Prad Obliczona pe-
tla hiaterezy

[raAl T
- 500 - 1.6302
- 300 - 1.5736
- 250 - 1.5619
- 200 - 1.5210
- 150 - 1.4665
- 100 - 1.3300
- 75 - 1.2072
- 50 - 0,9890
- 30 - 1.0606
- 15 1.3301
- 10 1.3539
- 5 1.3812
1.3985
5 1.4187
10 1.4358
15 1.4528
30 1.4938
50 1.5374
75 1.5838
100 1.6022
150 1.6241
200 1.6459
300 1.6548
500 1.6773

najwigkaza réznica
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bQ =-1.5560
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Prad Obliczone pe- Dana wewne-
tla hiaterezy trzna hiate-

[mA]

- 100

- 75

- 60

- 50

- 45
- 40
- 35
- 30
- 25
- 20
- 15

- 10

- 5

0

10
15
20
25
30
35
40
45
50
60
75
100

T

- 1.5560 -
- 1.5026 -
- 1.4225
- 1.3690 -
- 1.3156
- 1.2622
- 1.1954
- 1.0902
- 0.9699 -
- 0.7828
- 0.5155

0.0725 -

1.0614
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1.5024
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1.5626

1.6093
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1.7082
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METOJI HHTEPHIOQJIHRUH CEMEMCTBA nETEJIb MArHHIHOS! rHCTEPE3H

Pe3»ue

GaeKipHsecKHe cxeuu, co”epacaniHe conpoiHBJieHHH h KatyaKH c acexe3HhiMn cep-
~Ne~HHKawH, ksk n3BecTHO, HB,t«BXcg ipyAKUMH ajw aHajJH3a, nocKOJiBKy neT aHa-
JIHTHHeCKOFl 3aBHCHUOCIH MeXAy TOKOM H CBH3aHKIM C HHU MarKHTHHU nOTOKOM AJIHH
Aairaoti cxe«u. Uejttio HacTomaeft pafioiu aBAseTcn npeACTaBJieHJte seKOioporo cno-
coOa HHTepnojwiiHH gexoro ceueiicTBa rncTepe3Hiix nexejib, 3ia nHiepnojumas oc-
HOBaHa ua npeAnoAosceHHH, sto H3BeciHO aHa-unTimecKoe ypannemie BHenuek nei-
ah. Tako« hoaxoa AaeT bo3moxhoctd+ pemuTb AH$$epeHUHaJditHoe ypaBHeHHe, onncti-
Baraaee nocJieAOBaiejitHy» ojieKipanecKy» cxeMy, cOAepsaaiyB conpoTHBJieHHa u Ka-
TymKH c acejie3HHM cepAesHHKOu.

METHOD OP INTERPOLATION OP THE HYSTERESIS LOOPS PAMILLY

Summary

The electrical circuits having resistances and coils with iron cores

are very difficult to analyses for the Jlack of an analytical expression
between the current and the magnetic flux.
The method of interpolation of all familiees of hysteresis loops, presen-
ted in this paper, assumes thst the equation of the external histeresis
loop is known} it allows to find the solution of the appropriate diffe-
rential equation describing the series connection of resistances and coils
iron cores.



