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Streszczenie. Analiza obwoaów elektrycznych zawierających rezys­
tancja i cewki z rażeniami żelaznymi .jest trudne z uwęgi ,13 brak a- 
nelitycznej zależności łączącej prąd płynący Drzez cewkę ze strumie­
niem magnetycznym wzbudzonym w rdzeniu.
Przedstawiona w niniejszym artykuło metom interpolacji rodzin pę­
tli histerezy zakłada znajomość równanie zewnętrznej pętli hiutere- 
zy. Pozwala to rozwiązać odpowieanie równanie różniczkowo napisane 
dla obwodu elektrycznego z szeregowo połączonymi rezystancjami i cew- 
Kumi z rdzeniami żelcznysui,

1. Wstęp

Układy elektryczne zswierajace rezystancje i cewki z rdzeniami z żela­
za są, jat wiadomo, obwodami trudnymi ao snclizy, ponieważ nie ma danej 
zależności między prądem a skojarzonym strumieniem magnetycznym dla dcnc- 
go obwodu, Zależność ta dans jeat tylko wykreślnie w postaci charakterys­
tyki magnesowania i to obejmującej zazwyczaj otrzymaną doświadczalnie 
"zewnętrzną pętlę histerezy", a nie C3ła rodzinę krzywych. Potrzebo uwzglę­
dnienia histerezy magnetycznej stwarza trudności polegające z jednej stro­
ny na konieczności odpowiednio dokładnej sprokeymacji pętli, z drugiej zad 
na SKomplikowanej postaci równania różniczkowego dla danego obwodu.

Ceieta niniejszej pracy jest przedstawienie pewnego sposobu interpolacji 
rodziny pętli histerezy. Interpolacja ts opiera się na .znajomości anali­
tycznego równania zewnętrznej oętli histerezy, Poleg8 ona no przekształce­
niu zewnętrznej pętli histerezy ne dowolna wewnętrzną pętlę. Założenie 
znojomości analitycznego równanie zewnętrznej pętli histerezy nie jeat w 
praktyce założeniem upraszczającym, gdyż znane wzory interpolacyjne z li­
teratury [¿], [j], [4 ] pozwalają obliczyć potrzebne punkty pośrednie pomię­
dzy wyznaczonymi doświedczalnie. W pracy proponowana jest interpolacja ze 
pomocą funkcji oklejanych stopnia trzeciego, Zaleta przedstawionego spo­
sobu interpolacji jeat możliwość uzyskania zadanych wewnętrznych pętli 
(niekoniecznie symetrycznych! z dużą dokładnością, co umożliwia rozwląze- 
nio równania różniczkowego, opisującego układ elektryczny zswierejacy cew­
ki z nieliniową indukcyjneścią. Wadą nstomiast jest fakt, że nie pozwala
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ona wyznaczyć równań w sposób analityczny. Uniemożliwia to rozwiązanie rów­
nania różniczkowego danego obwodu elektrycznego baz użycia maszyny cyfro­
wej.

2. Podstawowe pojęcia i definicja

Definicja; Funkcją o!" ' .«BE-- - •J ----- 0kre-

Punkcje sklejana jest zotera złożona z n wielomianów stopnia trzeciego w 
ten sposób, ze sama funkcja jak i obie pochodne (’pierwsza i druga) aa cią­
głe. Możne również rozpatrywać funkcje sklejana, która jest złożona z wie­
lomianów wyższych stopni. Ze względu ns prostotę ograniczymy sią tu do fun­
kcji stopnia trzeciego.

Twierdzenie: Jeżeli funkcja oklejena jest określona ne A = |8-Xq<x1 <... 
... -c ̂ - b  j w ten spoaób, że (x^) - y^ i spełnia jeden z trzech wa­
runków :

to w każdym z tych przypadków jest określona jednoznacznie.

Jeko momenty fx^) oznaczymy druga pochodna szukanej funkcji skle­
janej w punktach X j e A . Druga pochodna w przedziale dla
j « 1  n jest funkcja liniową

Całkując obie strony równanie (1) i wyliczając stałe całkowania z ciągło­
ści wielomianów otrzymujemy:

śloną ne przedziale A 
spełniają warunki:

1° SA (8)

a a fb) - o

f 1 )

gdzie:
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IX.-x)' <'x-x4 .)i M, .h? x,-x
• V x) " “ó-i •* Hj ~ s e ~  f " --nr-1 ) -frr +J J u

x-x,
. + fyj - - P >  - T T p

2 (?) znajdujemy pochodną ne końcach przedziału

h 1 y l~y 1-1 h1
b* ^j-°) + J l t& 1  + -r “,-1

(3)

i 4)
h,., h. - y ixi~y i

6a  (.Xj+O) = - y -  Mj - M3+1 + “V j - ^

Porównując równość (•!) na podstawia ciągłości funkcji 6^ (x) otrzymujemy: 

h i hi*i y ^ l “yi y1~y 1-1K, , ■>• ■ ') JXI M- z = - * V------  Wo j-1 3 J d 3+1 ńj+1 “ 3̂
Uwzględnianie Z3dnnych pochodnych w punktach xo‘xn * Przypfldku 1 pro­
wadzi do równań:

2M, y1_yO yn~yn-i
b  +  M1 = H7 “  y 0 ) • “ n - i  +  2Mn  = TT (y n -------- >.

Zestawiając otrzymane równania uzyskujemy układ równań o n-t 1 niewiado­
mych Męj, ii,,... .¡¿h

2Mg + A0 M1 = d0
+ 2 M ̂ + 14̂  ̂ ̂ ~ d j j =11 • •» »n— 1

N  “n-1 + 2Mn “ dn

(5)

gdzie:

Xi = h j ^ j + l ’ Pi

fy.1+l-y j )/hj + 1 ~ (yj - y .1-i)/h.i

/hj + hj+l
dla j =



HozpatrzeniG przypadku 2° funkcji HkLsjenej okresowej prowaazi dc układu 
n równań okresowych i¥ tyra przypsdku wystarczy przyjąć yn = ŷ .
rfr. = u0' yno-1 " y 1 ' “n+1 * M1 • hn+1 “ h1* 3'nd otrzyraujeray:

2V. i- = d1

+ 2K j + J , ;j M, +  . = d j  o •» 2 ( 1 )  n -1  18)

?'n M 1 + ? n  \ - 1  + - “n = dr,

gdzie:
Me = V  \  = V hn + h !’ = 1 ~ * n

Analogicznie wybór Mę - G, = O określa układ n-1 równań o niewiado­
mych Mi ,. . -

Bardzo ważna własnością funkcji sklejanych jest zbieżność do funkcji 
interpolowanej, jeżeli wybierany corsz drobniejsze podziały A . Dowód to­
go faktu pomijamy jako dość skomplikowany. Jest cn przedstawiony w lite­
raturze [2] i [3], Przedstawione powyżej metoda interpolacyjna (przy zada­
nych warunkach brzegowych = y^ = 0) umożliwię przybliżenie zewnętrz­
nej pętli histerezy i traktowanie jej jako funkcji analitycznej. Została 
ona wykorzystana w przykładach 1 i 2 do wyznaczenia punktów pośrednich mie­
dzy danymi pomiarowymi.

3. Metoda ifltaręolacjl rodziny krzywych wewnętrznych pętli histerezy

Powróćmy obecnie do zagadnienia wyznaczania rodziny wewnętrznych pętli 
histerezy obrazującej zależność indukcji magnetycznoj od prądu. Zagadnie­
niu temu poświecono już wielo prac, rozpoczynając od klasycznego sformuło­
wania Rayl.eigbo. Ich obszerny przegląd podał i. Biessonow [i]. Są one je­
dnak mało skuteczne, nie aą bowiem aokłaone, nie nadają aie ns ogół do a- 
prokaymacji rodziny krzywych, wreszcie powateją trudności przy ich adap­
tacji do analizy komputerowej.

Krzywą dolna pętli, przechodzącą'przez punkt ACB (rys, 1) o równaniu 
b = f(i) jest symetryczna względem punktu 0 z krzywą górną o - g(i), to 
znaczy f(i) = - g(-i), w związku z czyn: wystarczy rozpatrywać na^ppzykład 
tylko krzywa dolną o związaną z nią rodzinę krzywych wewnętrznych. Jeżeli 
założymy, że przez punkty P(i0,bQ), B(i,b) przechodzi dokładnie jedna 
krzywa wewnętrzna b = w( i), to istnieje homeotnorf Irm przekształca jacy 
krzywą dolną na krzywą wewnętrzną.

162 z.'' Karazałek, Ł. Rymarski
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Rys. 1„ Zewnętrzna pętla hiBterezy i dowolna krzywa wewnętrzna

W dalszym ciągu będziemy poszukiwali homeomorfizmu w poataci wielomianu 
otopnio n-tego, co możemy zapinać:

w(i)= an [f<i)]n + ... + a, fi i) +• aQ (!)

Ha określony w ton sposób wielomian wfi) nałożone oa warunki:

B = w(i) = sn [fii)]n + t(i-) + s0

b0 = Wfi0) •-= 3n [f(i0)]R 4- ... + 8, ffi0) + 80

Rugując z równań współczynniki a-j i a0 otrzymujemy następującą postać 
wielomianu:

wsi) = an [f(i)n - bn] + ... * a2[fU)2 - b2] + b +

i * ' b0 - 82 ^  ~ en - ^ o j  f ffi) _
b - ffi0)
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Dla nnt wielomian jest określony jaanoznecznie i przyjmuje postać:

p{io .b0 ,i) d=f w (i ) = b + 4  ^  (tti.) - b)
u b-i(i)

2e wzglądu ns zależność wielomianu w(i) od współrzęonycn (i^,b^; w dal­
szej części pijacy będziemy go oznaczali tp( iy, b̂ , i), a analogiczny wielo­
mian krzywej, górnej ijl d 0, dq , i). iV przypadku n=1 wyznaczymy krzywą ko­
mutacji i podamy sposób wyznaczenia puructu będącego początkiem pgt-łi his-
terezy, której Końcem jest punkt (i0,b0). Powyższe rozumowania można tak­
że przenieść na wielomiany wyższych stopni. Obydwa te przypadki możemy za­
pisać równaniami:

<p(i O,bOłi  ̂ = ^ <b;

<p(i0,b0,i> =^j(i0,b0,i)- (9)

gdzie z (8) możemy wyznaczyć krzywą komutacji, e z (9) współrzędną punktu 
będącego początkiem pętli histerezy, której końcem jest punkt fig.bę). 
Otrzymujemy' teraz równanie pętli histerezy przekształcając id):

<P fiO,bO’i) = - (pd0,b0,-l)
stąd:

b + (f(i) - b ) = - b - =---^2—  (ff-i) - b )
b b

-  ~ bOf(i) + ff-i) = 2b — =2---- u
b - bQ

Podstawiając bg = z, 1q = O otrzymujemy postać funkcji:

F.fi) = - ffi) - ff-i) + 2b f.-2> ~ z O <  z <  ffO)
1 b - z

Ola danego z jest to funkcje zmiennej i, której miejsca zerowego poszu­
kujemy. Ponieważ w przedziale (O,i) funkcja posiada tylko jeden pierwia­
stek i zachodzą nierówności ?i f i) >0, P-, C0) <0, możemy zaproponować np. 
metodę bisekcji. [ś] do jego wyznaczenia, Analogicznie możemy rozpatrzyć 
przypadek (9).

? (iO’ b0* = " f -̂iO ’ -b0’ ^
stąd:

b-bn _ b + bn _
b + =--- 2—  (f(i) _b )----= -b + =-2---( b - f(-i) )

b-f(i0) v b -f(-i0) V '
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¡'odstawiając:

b - ff-i0)

otrzymujemy:
b(C1 + C2 - 2) = C.,f(-i) + C ? ffi)

Dla danego punktu (ig,b0’l, należącego ao wnętrza pętli histerezy, .jest to 
funkcje zmiennej i, dla której poszukujemy miejsce zerowego różnego od iQ. 
Punkcjs k'2 f i )  posiods wewnątrz przedziału ( - i ,  iQ) jedno miejsce zerowe, 
k.tóre możemy wyznaczyć dowolna metodą iterscyjną.

W przypadku gdy konieczna jeet duże dokładność i ¡namy- zdjętych kilka 
wewnętrznych pętli histerezy, należy rozpatrzyć współczynniki wielomianu 
(7) jako funkcje zależną od i0, tzn. = tfb0). Funkcję te możemy roz­
patrzyć jeko wielomian stopnia

nr
8i = cm1(bo)  ̂+ + C1 b0 - c0 f10)

Ponieważ na brzegu wielomian w(i) powinien pokrywać sie u funkcja fti). 
co możemy zapiseć b& = f{1q) = w(i0), podstawiając do (10) f(i()) nemy:

°ra. [fllCp] '*■ + •'•+ C1 - ' tg) + c0 = 0 ((11)

ze względu na to, że

A
1o

Wyliczając z (11) c0 otrzymujemy ostateczną postać współczynników e^:

8 i = %  [do 1 ~ f(io) Ł] + "*  4 °1 [bo "

2e względu na znane wzory interpolacyjne Newtona i Lagrange’a obliczanie 
współczynników przedstawionego wzoru interpolacyjnego nie nastręcza dużych 
trudności, W praktyce okezuje sie jednak często, żo nawet dla n=1 otrzy-

b0 “ "(V  = 8n [ffi0) " ^  +*** + s2[f(i0) " b2] + b

b~bO ~Bg[b^ an[b " ^ 0 ii
b - f(i0)

(ffi0) - b )

3n [f(i0)n - bn] + ... + s2[f(i0)2 - b2j = 0: >a2 a ~8^—0

df df
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raujemy iostatecznie dobre przybliżanie wewnętrznych pętli histerezy.Dzie­
je sie tal: w szczególności, jeżali poruszany się dostatecznie blieko fun­
kcji ff i) lub rdzeń j6ST wykonany z materiału ferroraagnotyoznegc,w któ­
rym występują naprężenia rozciągające- Potwierdzają to w pełni przeprowa­
dzone aoświedczenia- W przedstawionych przykładach aproksymowene są wew­
nętrzne pętle hiaterezy wielomianem w i przy zadanym ¡1=1 i porównane 
z doświadczalnie zdjętymi pętlami, wewnętrznymi- Otrzymana wyniki potwier­
dzają erzydetnośś zaetosowenej metody interpolacyjnej dc wyznaczania wew­
nętrznych pętli hiaterezy. Opisana metodo umożliwia rozwiązanie równania 
różniczkowego, opisującego azeregowy układ elektryczny, zawierający rezy­
stancjo i cewki z rdzeniami z żelaza.

4. Opia przeprowadzonych doświadczeń

Wyniki obliczeń przy dsnaj zewnętrznej pętli histerezy prónkt porówna­
no z wynikami Badań laboratoryjnych. Wykonano próbki pierścieniowe z tla- 
cny transformatorowej o grubości 0,08, 0,12, 0,20 i 0,35 mm. Pierśuienlec 
wewnętrznej średnicy 50 mm, zewnętrznej 70 mm i szerokości 15 mm wykonane 
techniką zwijen.ia tasray. Łącznia wykonano 17 próbek. Średnia diugośe dro­
gi atrumienia w próbce IśR = 188,4 mm, V/ przykładzie 1 przedstawiono po­
miary z blachy o grubości 0,08 mm. Ciężar próbki wynosi 211,3 0, jaj śre­
dni przekrój 8 = 146,61 mm^. W polu magnetycznym o natężeniu 2500 A/m in­
dukcja nasycenia Ba w próbce wynoal 1,7939 T. W przykładzie 2 orsecatawio-pno pomiary próbki z blachy G,35 mm. Ciężar próbki ¿17,5 G, 8 - 149,bbemm , 
W polu o H = 2500 A/m, 3s = 1,8910 T. Zakładając maksymalny prąd J ,pły­
nący przez uzwojenie magnesujące równy 4 A i maksymaine natężenie pola ma­
gnetycznego H = 2500 A/m, na próbkach nawinięto po 2-j = '118 zwoi magnesu- 
jących. Ich rezystancji, wynosi około 0,6 . Uzwojenie pomiarowe o 50 zwo­
jach podłączono do galwametru pełzającego GL-1.

Pętlę histerezy zewnętrzną i pętle wewnętrzne zajęto metoda komutacyj­
ną. Polega ona r.e ustaleniu zdejmowanej pętli hiaterezy Frzy każdym pomia­
rze. Dokonujemy tego kilkakrotnie zmieniając skokowo znak prądu magnesują­
cego próbkę, wartości odpowiadającej maksymalnej indukcji w próbce dla żą­
danej pętli histerezy. Natępnie zmieniamy skokowo wartość prądu z maksy­
malnej do pewnej żądanej.

Przy znenym przekroju S próbki i ilości uzwojeń pomiarowych z~ wy­
chylenie galwanometru pozwala nam określić przyrost indukcji A B  w prób­
ce. Znając maksymalną wartość indukcji i jej przyroot obliczamy indukcje 
dla żądanego prądu magnesującego. Dokładny opis tej metody pomiarowej znaj­
duje sie w £ó]. Pomiary próbek przeprowadzono w IMŻ w Gliwicach w Zakła­
dzie Przeróbki Plastycznej na Zimno.
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Przykład 1 ' Przykład 2

iQ = -500 bQ = -1.6302 iQ = -100 bQ =-1.5560

Prąd Obliczona pę­ Dana wewnę­
tla hiaterezy trzna hiate-

[raA] T
re zy 
T

- 500 - 1.6302 - 1.6302
- 300 - 1.5736 - 1.6029
- 250 - 1.5619 - 1.5892
- 200 - 1.5210 - 1.5483
- 150 - 1.4665 - 1.4937
- 100 - 1.3300 - 1.3437
- 75 - 1.2072 - 1.2073
- 50 - 0,9890 - 0,9617
- 30 - 1.0606 1.0300
- 15 1.3301 1.3055
- 10 1.3539 1.3328
- 5 1.3812 1.3492

0 1.3985 1.3710
5 1.4187 1.3842

10 1.4358 1.4037
15 1.4528 1.4147
30 1.4938 1.4529
50 1.5374 1.4951
75 1.58 38 1.5415
100 1.6022 1.5596
150 1.6241 - 1.5770
200 1.6459 1 .¡6008 

1.' 6087300 1.6548
500 1.6773 1.6302

najwigkaza różnica 0.0471

Prąd

[mA]

Obliczone pę­
tla hiaterezy

T

Dana wewnę­
trzna hiate­

rezy 
T

- 100 - 1.5560 - 1.5560
- 75 - 1.5026 - 1.4759
- 60 - 1.4225 - 1.3824
- 50 - 1.3690 - 1.3423
- 45 - 1.3156 - 1.3023
- 40 - 1.2622 - 1.2622
- 35 - 1.1954 - 1.1954
- 30 - 1.0902 - 1.1153
- 25 - 0.9699 - 0.9951
- 20 - 0.7828 - 0.8881
- 15 - 0.5155 - 0.5273
- 10 0.0725 - 0.0200
- 5 1.0614 0.7814

0 1.3019 1.0652
5 1.4289 1.1954

10 1.5024 1.2969
15 1.5525 1.3564
20 1.5626 1.4058
25 1.6093 1.4412
30 1.6280 1.4545
35 1.6440 1.4772
40 1.6547 1.4859
45 1.6668 1.4953
50 1.6761 1.5093
60 1.6895 1.5^20
75 1.7082 1.5380
100 1.7256 1.5560
najwiekaza różnic i 0.2800
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METOJl HHTEPIIOJIH RUH CEMEMCTBA nETEJIb MArHHIHOS! rHCTEPE3H 

P e 3 » u e
GaeKipHsecKHe cxeuu, co^epacaniHe conpoiHBJieHHH h KatyaKH c acexe3HhiMn cep- 

^e^HHKawH, k s k  n3BecTH0, HB,t«BXcg ipyAKUMH a j w  aHajJH3a, nocKOJiBKy neT aHa-
JIHTHHeCKOfl 3aBHCHUOCIH MeXAy TOKOM H CBH3aHKlM C HHU MarKHTHHU nOTOKOM AJIH 
Aairaoti cxe«u. UejtŁio HacTomaeft pafioiu aBAseTcn npeACTaBJieHJłe seKOioporo cno- 
coOa HHTepnojwiiHH ąexoro ceueiicTBa rncTepe3Hiix nexejib, 3ia nHiepnojumas oc- 
HOBaHa ua npeAnoAosceHHH, sto H3BeciHO aHa-unTimecKoe ypannemie BHenuek nei- 
ah. Tako« hoaxoa AaeT bo3moxhoctł pemuTb AH$$epeHUHaJiŁHoe ypaBHeHHe, onncŁi- 
Baraąee nocJieAOBaiejiŁHy» ojieKipanecKy» cxeMy, cOAepsaaiyB conpoTHBJieHHa u Ka- 
TymKH c acejie3HHM cepAesHHKOu.
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METHOD OP INTERPOLATION OP THE HYSTERESIS LOOPS PAMILLY 

S u m m a r y

The electrical circuits having resistances and coils with iron cores 
are very difficult to analyses for the lack of an analytical expression 
between the current and the magnetic flux.
The method of interpolation of all familiees of hysteresis loops, presen­
ted in this paper, assumes thst the equation of the external histeresis 
loop is known} it allows to find the solution of the appropriate diffe­
rential equation describing the series connection of resistances and coils 
iron cores.


