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METODA PUNKTU IDEALNEGO W  ROZWIĄZYWANIU ZADAŃ POLIOPTYMALIZACOI

Streszczenie. W  pracy omówiono ideę optymalizacji polegajęcę na 
wyznaczaniu rozwiązań znaj dujęcych się najbliżej tzw. elementów i- 
dealnych. Uogólniono pojęcie elementu idealnego. Zdefiniowano roz
wiązanie kompromisowe i omowiono ich własności. Rozszerzono możli? 
wość stosowania metody punktu idealnego poza przestrzenie metrycz
ne.

1. Vfprowadzenie

Idea optymalizacji polegajęca na wyznaczaniu rozwiązań znajdujęcych 

się najbliżej pewnego "wzorca" (punktu Idealnego) Jest znana Już od dawna 

[6, 7], Postępowanie takie Jest na ogół stosowane wtedy, gdy podejmujące

mu decyzje znany Jest pewien wzorzec, którego osiągnięcie byłoby najbar

dziej pożądane. Często zdarza się Jednak, że wzorzec ten nie Jest osiągal

ny w  dziedzinie rozwiązań dopuszczalnych (stąd w literaturze często można 

spotkać określenie: "punkt utopijny").

Załóżmy, że dane są:

A  - przestrzeń rozwiązań,

X - zbiór rozwiązań dopuszczalnych ( X c A ) ,

8 - przestrzeń ocen rozwiązań,

F - kryterium oceny rozwiązań (np. wektorowe)

F : A —  8,

gdzie

F (X) ■ J f (x )6b |x € x l  « Y - obraz zbioru X (zbiór ocen rozwiązań dopu- 

^ •* szczelnych),

Q C B - zbiór elementów wzorcowych (punktów ideal

nych ).

W  przypadku gdy

Y n  Q » Yq /  0  ( 1 )

mówimy, że istnieją idealne rozwiązania w  postaci zbioru:

--lew \ f . . (2 )
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Przypadek taki Jest na ogół rzadki. Częściej zdarza się sytuacja Y 0 Q -0. 

Oznacza to, że Żaden element idealny nie Jest osiągalny. Skoro żaden z 

elementów idealnych nie Jest osiągalny, to można wyznaczyć element y S Y ,  

który znajduje się najbliżej zbioru Q. Powstaje w tym miejscu zagadnienie 

określenia pojęcia bliskości elementów y 6 Y  względem Q. Zagadnienie bli

skości można wprowadzić posługujęc się relację bliskości R g C B * B .  0 ele

mentach ( y , z ) 6 R ę  powiemy, że y znajduje się bliżej wzorca Q niż ele

ment z (zatem y Jest elomentom "lepszym'' niż z).

Zadanie optymalizacji polega w tym przypadku na wyznaczeniu elementów 

najbliższych wzorcowi Q , czyli tzw. zbioru elementów dominujęcych :

y R„* ■ | y  € Y|(y,z)G R q  dla z€Y\-[y]-| (3)

lub Jeśli zbiór ten Jest pusty, zbioru elementów, od których nie istnieję 

elementy bliższe względem Q, czyli tzw. zbioru elementów niezdominowa- 

nych

R_
YnQ - | y G Y  | nie istnieje zGY\-|yj-, że ( z . y l G s J ( 4 )

Przy powyższym sformułowaniu zadanie optymalizacji nie różni się niczym 

od ogólnego sformułowania zadania optymalizacji w przestrzeni z relację

H .  [3].
Pewna odrębność tej klasy zadań wynika głównio ze specyficznego defi

niowania relacji dominowania Rg. Do jej zdefiniowania niezbędne Jest o- 

kreślenie zbioru Q punktów idealnych oraz okroślsnie pojęcia "bliskość 

elementów" w przestrzeni 8.

2. Optymalizacja wielokrytarialna - rozwiązania kompromisowe

Zadanie optymalizacji wlelokryterialnej można zdefiniować następująco:

X C A - zbiór rozwiązań dopuszczalnych,

F : A —  5tN - wektorowy wskaźnik jakości,

Fn (x) - wartość n-tego wskaźnika Jakości dla x E X ,

Y - F(X) - { F ( x ) £ a N |xe x | -  zbiór ocen rozwiązań dopuszczalnych.

Załóżmy, że interesuje nas "Jednoczesna maksymalizacja" wszystkich N 

wskaźników Jakości ponumerowanych indeksem n i  /  «|l,...,Nj-. Niech y-Ffż1 ) 

zaś z»F(x2 ). Deśli y n >  z n dla każdego nGi/f (co zapisywać będziemy 

y >  z), to powiemy, że element yN Jest lepszy od z. Zodanio w po3taci 

( X , F , > )  [1 , 2] gdzie F: A — 51 N nazywać będziemy zadaniem optymaliza

cji (maksymalizacji) wlelokryterialnej. Na rys. 1 zaznaczono zbiór Y dla 

pewnego X przy ustalonym odwzorowaniu F « oraz shiór elementów

niezdominowanych Y^ 3». [ l ] . czyli zbiór elementów optymalnych w sen

sie Pareto. Zbiór elementów dominujących w tym przypadku Jest



Metoda punktu idealnego w rozwiązywaniu.. 9

pusty. Odoowiadajęcy teau zbiorowi Y ^  zbiór rozwiązań nlezdominowanych 

określimy następująco:

r - U v > ) e x|F(x)e Y> (5)

Zadanie polegajęce na wy

znaczaniu rozwlęzania "ma

ksyma llzujęcego jednocześ

nie" dwa wskaźniki jakości 

F 1 * F2 ooina tei sformuło
wać inaczej , posługując się 

następującym schematem: 

"Idealnie z punktu widzenia 

maksymalizacji obu wskaźni

ków jakości" byłoby wybrać 

x € X , by

F2 (

Rys. 1. Zbiór elementów niezdominowanych Yj^ 
dla dwóch wskaźników jakości

takie rozwięzanie

F . {x ) « sup F,ix) oraz F0 (x)= 
x € X

■ sup F_(x). Punkt ÿ o ta
x e  X' ^ 

kich właśnie współrzędnych 
* *
y 1 , y 2 byłyby ocenę (obra-

*
ynia. Element

mant y nie jest niestety elementem zbioru

zbiorze X taki element x , że F(x) - y. Punkt
i

zem) "idealnego" rozwięza- 

nazywać będziemy punktem idealnym. W  tym przypadku ele-

Y, a więc nie istnieje w 

y y nie Jest za

tem "osięgalny" w sferze możliwości danych zbiorem X. Wobec tego należy 

znaleźć w zbiorze Y teki element y. który znajduje się najbliżej ele

mentu idealnego Powstaje w tym momencie problem mierzenia odległości 

elementów ze zbioru Y do elementu Idealnego y. W  przypadku zadać poll- 

optymalizacji najczęściej stosuje się nestępujęcę metrykę:

qp (y.y) - ( 2  |yn - yn ! ) . p >  i. y e Y  
v neJi

(6 )

czyli normę wektora (y - y), y S  Y

lly - y||p - < 2  J  v n ■ y J P ) P - y £ Y
K n e J f

(7)

Najczęściej stosuje się p ■» 1,2,oo:

przy p ■ 1 otrzymujemy funkcję odległości w postaci sumy wsi aźników 

j a k o ś c i ,

przy p - 2 otrzymujemy zwykłę geometryczne odległość (normę euklideso- 

w ę ) ,
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przy p ■£» (w granicy) otrzymujemy:

||$ - ^  » max|yn - y j  (8)
00 n e ^  

Określanie 1

Rozwięzaniem kompromisowym z parametrem p zadania optymalizacji wie-

v *lokryterialnej nazywać będziemy zbiór X*, będęcy przaciwobrazem zbioru y Y

wyników (ocen) kompromisowych

Xp “ F_1(Yp ) '’ • | x € X | F ( i ) 6 Y y |, p >  1, 

gdzie M (9 )

Y P ” { yP * Y ^ y " V^ P  ” ynfY^y * Y^p}

W praktyce, chcęc uzyskać ‘bezwymiarowe postacie" kryteriów często do

konuje się tzw. normalizacji kryteriów częstkowych [4 , 7] . Można tego do

konać zastępując piarwotna kryterium Fn (x) kryterium znormalizowanym

F (x ) n

F (x)
Fn ( x ) — —  F n (x) »  ---, x e x  (yn / o), gdzia yn ■ sup Fn (x) (10)

X  €  X

Fn (x > ~  F n (x) " *.." m i n - x e X - CYn /  y ”*"). 9d z i * y”1" ’ i n * F n (x)
Yn - Yn X€ X

( 11)

Normalizujęc kryteria Fn ,n6iA" dokonujemy również normalizacji punktu 

idealnego. Po tym formalnym zabiegu wyznaczamy rozwięzania kompromisowe. 

Na ry3. 1 zaznaczono wyniki kompromisowe dla p - 1 , 2 , » ,

Rozwięzania kompromisowa znalazły bardzo szerokie zastosowanie prak

tyczne w projektowaniu technicznym, projektowaniu struktur organizacyj

nych, optymalizacji przetwarzania d a n y c h ,akalaryzacj1 wielokryterialnych 

ocen obiektów [l, 4, 5, 6, 7] .Tak szerokie zastosowania rozwięzań kompro
misowych zadań optymalizacji wielokryterislnej wynikaję głównie z ich 

bardzo cennych właściwości oraz faktu, że ich wyznaczanie sprowadza się 

do rozwięzania pewnego, typowego zadania programowania matematycznego (za

dania z minimalizację normy). Poniżej zostanę wymienione najważniejsze z 

praktycznego punktu widzenia własności rozwięzań kompromisowych z parame

trem p [ 3 , 4 , 7 j :

1. Łęczno strata (łęczne odchylenie od wyniku idealnego y) reprezentowa

na liczbę Hy - yP ||p Jest minlmalnę stratę, Jakę można uzyskać dyspo- 

nujęc wynikami dopuszczalnymi ze zbioru Y.
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2. Wynik yp e yY jest wynikiem "pośrednio" - wpływ wszystkich kryteriów 

F , n e jC  na wybór ostatecznego rozwiązania F 1 (yP ) jest uwzględniony 

("żadnej dyktatury") - patrz dla odmiany rozwiązania leksykograficzne

(hierarchiczna) [3] .
3. Oeśli zbiór Y « f (x ) Jest zbioreo ograniczonym i domkniętym, to dla

Vp >  1 zawsze istnieje nigpusty zbiór Y ' .
4. Dla 1 <  p <00 zbiór yY Jeat podzbiorem zbioru YjJ elementów opty

malnych w sensie Pareto. f u )
5. Oeśli zbiór Y Je3t A -wypukły [7] (gdzie A  l ^ « o J ) ,  to dla

l < p < o o  zbiór Y£ Jest jednoelementowy.

Gdyby Interpretować yP - Jako ocenę rozwiązania x przez n-te-

go decydenta (użyteczność rozwiązania x w  sensie n-tego kryterium), to 

liczba 2  YP M stanowiłaby sumę użyteczności rozwiązenia x dla

wszystkich decydentów (łączną użyteczność rozwiązania x ). Z kolei liczba 

«a*|yn “ Y P I • f2 i P ) określa maksymalną wartość indywidualnej straty przy

przyjęciu wyniku kompromisowego yp . Możne pokazać [7] , że obie funkcje 

fŁ i f2 są malejącymi funkcjami p. Zatem wzrost parametru p ( p > l )  po

woduje z jednej strony zmniejszanie się grupowej (łącznej) użyteczności z 

drugiej zaś - zmniejszanie oię maksymalnej indywidualnej straty. Parametr 

p jest więc pewnym narzędziem "wypośrodkowanla" wpływu na postać ostatecz

nego rozwiązania potrzeby wzrostu użyteczności grupowej Jak też potrzeby

zmniejszania strat indywidualnych. Wybór dużego p (np. p » <*> ) przy wy

znaczaniu rozwiązania kompromisowego preferuje "interes" indywidualny de

cydenta (pojedynczego kryterium Jakości) - "interes społeczny (grupowa 

użyteczność) natomiast brany Jsst pod uwagę w mniejszym stopniu. Ostatecz

nie więc wybór parametru p Jest uzależniony od tego, co w  danej sytua

cji decyzyjnej powinno się bardziej preferować: "interes łączny" czy też 

■indywidualne kryteria". Wybór konkretnej wartości parametru p powinien 

być zatem pewnym kompromisem.
Wracając do uwag ogólnych poczynionych w pynkcie 1 pracy, możemy zapi

sać dla zadań optymalizacji wlelokryteriolnej , że Q " jyj-

r P - { ( y , z ) c a N «aily - yipill? - zip} P >  1. zaś YNQ - Y DQ - y £ . p >  i

Definicja punktu idealnego Jest w tym przypadku (przy relacji >  ) o- 

czywista. Powstaje zatem pytanie. Jak można zdefiniować zbiór punktów i- 

dealnych dla dowolnego (w sensie przyjętej relacji dominowania) zadania 

optymalizacji (x,F,R).
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3. Punkt idealny

Załóżmy, że przedmiotem naszych rozważań Jest zadanie (x,F,R), gdzie 

F :A -»• B, zaś R c B * B  - dowolna relacja dominowania. Interesować nas 

będzie zaten przestrzeń B z relację R oraz pewien jej podzbiór y=f(x), 

[2. 3].

Określenie 2

Element y G B  nazywać będziemy elementem R-poprzedzaJęcym zbiór Y (ele

mentem lepszym w sensie R od zbioru Y), Jeśli ( y , z ) 6 R  dla każdego 

t tY\|y|, Symbolem l(Y,R) oznaczać będziemy zbiór elementów R-poprzedza- 

Jęcych zbiór Y .

Określenie 3

Elementem idealnym w zadaniu (Y,R) nazywać będziemy taki element 

y 61(y,R), że (z,J)t R dla każdego z €  l(Y ,R)\-{*}-. Zbiór elementów i- 

dealnych w zadaniu (Y,R) oznaczać będziemy symbolem Q(Y,R) (w skrócie Q) 

Zauważmy (patrz [2, 3] ), że zbiór elementów R-poprzedzaJęcych to zbiór 

ograniczeń dolnych zbioru Y w przestrzeni z relację R , zaś zbiór ele

mentów idealnych to kres dolny tego zbioru. Zatem

Q(Y,R) . [l(Y.R)]gup H  (12)

£
y, u y . r 2 )
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Wszystkie więc twierdzenia, wnioski i uwagi dotyczęce elementów ekstre

malnych zbioru Y, jego ograniczeń i kresów przenoszę się na odpowiednie 

pojęcia optymalizacji. Takim wNioskiem Jest np. z a l eżność:

Y^ » Q(Y,R) O  Y (13)

W przypadku gdy Q ( Y , R ) H  Y * 0 ,  posługujemy się najczęściej metodę 

punktu idealnego wyznaczajęc rozwięzania kompromisowe. Na rys. 2a zazna

czono zbiory K y .Rj ), (JCy .F^) dla relacji Rj generowanej przez pewien 

stożek -A. . Na rys. 2b zaznaczono te same wielkości dla relacji R 2 zdefi

niowanej następujęco:

„2 . a 2 . * 2  | ; $  y . > .;jj *.}• W

ś. R a l a d a  bliskości

W  zadaniach optymalizacji polegajęcych na wyznaczaniu elementów znej- 

dujęcych się najbliżej elementu idealnego kluczowę rolę odgrywa relacja 

bliskości. Relacja ta Jest traktowana Jako szczególnego rodzaju relacja 

dominowania, W  praktyce relację dominowania "zadaje się" w różny sposób, 

np. poprzez stożki [3] , struktury dominowania [5] , [7] itd.Oednym ze spo

sobów. bardzo wygodnym przy formułowaniu zadań rozwlęzywanych metodę punk

tu idealnego. Jest generowanie relacji dominowania przez tzw. rodzinę 

bliskości.

Określenie 4

Rodzinę bliskości Bg względem zadanego zbioru Q nazywamy rodzinę 

zbiorów o następujęcych własnościach:

a) 2° C B
v O

b) jeśli U e Bq, to istnieje niepusty zbiór ie 2 , że I c U,

c) B e  bq .

Każda rodzina bliskości 8g generuje pewnę relację bliskości. 

Określenie 5

Relację bliskości (względem zadanego zbioru Q) nazywamy zbiór RQ po

staci :

R q  - -j^y.z) e B * B istnieję U, W 6 Bg , U C W  oraz y € U , z 6 W  \ u |

Definiowanie relacji bliskości poprzez rodzinę bliskości umożliwia f o r -  

mułowanle i rozwlęzywanle zadań optymalizacji względom zbioru elementów 

Idealnych również w przestrzeniach bez metryki.
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Przykład 1

Dla zadanych B,Y,Bq ,Q wyznaczyć zbiór elenentów najbliższych względem

O oraz zbiór elementów. od których nla istnieję elementy bliższe wzglę

dem O.

B - {a.b.c.d.e.f .g.h.i.J ,k,l,nj- 
Y « Jo.b.c.d}-, Q « -[g,hj-
BQ ( 4 -  < 9 .  (b.g.h). {b.c.g.hj-. {e.g.h}. {d ,e .g ,h} .{g ,h ,

/ g ,h ,a , b ,c , e bJ- 
—  Rq  - {(g.h); (h.g). (g,b), (h,b), (b,c)# (g.c). (h.c). (g,e).

(h,e), (a ,d), (g,d), (h,d). (g,m), (h,»)} c B » B

Rys. 3, Ilustracja do przykładu 1

No rys. 3 zaznaczono zbiory B,Q.Y oraz elementy zbioru BQ . Kółkiem 

zakreślono elementy niezdominowone. Sę to elementy, od których nie istnie

ję elementy bliższe względem 0. W  zbiorze Y nie istnieje natomiast ele

ment najbliższy względem Q.
V. powyższych kategoriach daje się również wyrazić rozwięzanie kompro

misowe z parametrem p >  i zadania optymalizacji wielokryterialnej.Przyj

muj emy wówczas: Q * " { 4 ’ Z3Ś BQ * { K p ^ ' ^  C ̂  ^ > 0 J ‘ P >  1 > 9dzie

K i y , £) . - i y Ł $ N[,y - y n < £ }  . y = ( sup y . sup y 2 )
P l P > y € Y  y tY
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5. Wnioski

Idea rozwiązań kompromisowych znalazła szczególnie duże zastosowania, 

w przypadkach gdy Q(Y ,R) H Y = 0 .  W pracach [3 , 4, 6. ^  przedstawiono sze

reg dodatkowych, interesujących własności rozwiązań kompromisowych. W y n i 

ki te dotyczę Jednak tylko szczególnych klas zadań optymalizacji. Rezul

tatem satysfakcjonującym zarówno praktyków. Jak i teoretyków z zakresu 

metod rozwiązywania zadań optymalizacji byłoby^ rozstrzygnięcie przy Ja

kich założeniach o zadaniu (Y.R) i funkcji odległości q (patrz zależność 

5 ) zachodzę przypadki:

a) y£ n  Y* - p ,

b) Y* (1 YR . i  ,N q

gdzie Y R jest zbiorem elementów najbliższych (niezdominowanych) wzglę

dem zbioru Q(Y ,R) punktów idealnych w sensie funkcji odległości Q. W  ten 

sposób można byłoby uzyskać względnie prostę metodę wyznaczania rozwiązań 

dominujących i niezdominowanych.

Metoda punktu idealnego z racji, że wyraża bardzo naturalny schemat 

postępowania optymalizacyjnego (dążenie do rozwiązania idealnego) stoso

wana Jest również bardzo często Jako podstawowa metoda optyraalizaćji a nie 

tylko Jako narzędzie wyznaczania rozwiązania dominującego czy też niezdo- 

■lnowanego.
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nPHMEHEHHE METOjlA HftEAJlbHOii iOMKH B PEHIEHHH 3AAAM 
MHOrOKPHTEPHAJltHOa OIITHMH3AmiH

p e  3 c  m e
B pa6oxe npeflcraBaeK a HfleH onxHMH3a«nss cociO H qaa b HaxoimeHHH peueHH», 

Koiopue HaxoAHica Haftfiauxe HAeaabBOtt io ik h .  OdodmeHO noBBiae HueajibHoS tom-  
kh , PacmnpeKO bhb MBTpH'iecKnx npooipaHCTB boshobhooti. acnojibsoBaHHH MeToaa 
HfleaabHOii TOUKH.

SOLVING OF POLYOPTIMIZATION TASK BY METHOD 

OF THE IDEAL POINT

S u m ■ a r y

A  method 18 discussed, whore a polyoptimal solution is being defined 

as the nearest point to an ideal point. The concept of the ideal point is 

generalized. A  compromise solution la defined and its properties are pre

sented. The possibility of application of the ideal - point method beyond 

metric spaces is discussed.


