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OGÓLNE WŁASNOŚCI ROZWIĄZAŃ DOMINUJĄCYCH I NIEZDOMINOWANYCH

Streszczenie. v/ pracy rozpatrzono ogólne zadanie optymalizacji 
sformułowane w przestrzeni z relacja. Szczególnym przypadkiem tak 
sformułowanego zadania jest zadanie optymalizacji wielokryterial- 
nej. Korzystając z ogólnych twierdzeń dotyczących przestrzeni z re
lację udowodniono szereg własności rozwięzań dominujących i niezdo- 
minowanych sformułowanych zadań optymalizacji. Własności te mogę 
być wykorzystane w konstruowaniu nowych algorytmów rozwiązywania za
dań poiioptymalizaćj1.

1. Wprowadzenie

Zagadnienia wyboru elementu "optymalnego" ("najlepszego") nlerozłęcz- 
nie się więżę z tzw. przestrzeniami z relację [ś] , [5] , [7] , [id] . Pod
pojęciem przestrzeni z relację będziemy rozumieli parę uporzędkowanę (B.R) 

gdzie:
(*)8 - dowolny zbiór ,

R c 8 * B - dowolna, dwuczłonowa relacja w B.

Sformułowanie zagadnienia wyboru optymalnego elementu w kategoriach prze
strzeni z relację umożliwia bardzo ogólne potraktowanie optymalizacji, o- 
bejmujęc Jej zakresem dowolnę "regułę wyboru".

W tradycyjnym ujęciu zadanie optymalizacji można sformułować następu-

jęco [l] , [5] :

A - przestrzeń decyzji (rozwięzań),
B - przestrzeń ocen rozwięzań,
F:A—  B -  funkcja kryterium, przyporzędkowujęca każdemu rozwięzaniu 

x e A  Jego ocenę F(x)eB.

W praktyce najczęściej nie interesuje decydenta cały zbiór A, lecz tyl
ko pewien Jego podzbiór X (tzw. zbiór rozwięzań dopuszczalnych). Obiek-

Tin---------
W szczególnym przypadku może by c:
a ) B » 51 - zadanie maksymalizacji (minimalizacji)funkcji rzec;ywistej

(programowanie matematyczne),
b) B » - zadanie optymalizacji wielokryt er lalnej (np. w sensie Pa-

reto, leksykografii ltp. ).
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ten procesu wyboru '‘elementów najlepszych" nie Jest bezpośrednio zbiór 
rozwiązań X, lecz zbiór Y ocen, odpowiadających rozwiązaniom dopusz

czalnym, czyli obraz zbioru X

y  c f (x > = ̂ F ( x ) e  b | x e  xj- (i)

Ażeby można było mówić o wyborze "elementu optymalnego", należy okroślić 
pojęcie "element lepszy" ("element niegorszy") od pewnego zadanego ele

mentu y £ Y .  Można tego dokonać wprowadzając tzw. relację dominowania 
R E B * B [i] , [2] , [4] , [5] , [9] . Po określeniu zbioru X, odwzorowania 
F i relacji R można uważać, że zostało sformułowane zadanie optymali
zacji (X.F.R) [l] . W samej rzeczy, do dalszych rozważań wystarczy okre
ślić tylko (Y,R), gdyż Y * F(x). Dysponując relacją dominowania R moż
na wyznaczyć zbiór ocen "najlepszych w sensie R “ Y(R) c Y, a następnie 
wyznaczając Jego przeciwobraz >t(R) - *F *(Y(R ) =-£xcx|f(x)s^(R)J-- okre

ślić odpowiadający mu zbiór decyzji "najlepszych".
W ten sposób każde zadanie wyboru elementu optymalnego można sprowa-

0/B
dzić do analizy pewnej przestrzeni B z relacją R E  2 wraz z zadanym
pewnym jej podzbiorem Y C  B [4] , [ 5 J  . Stąd w dalszej części pracy nie
będziemy się już zajmować ani zbiorem X c  A. ani też odwzorowaniem F :A— B

8X B
lecz Jedynie przestrzenią B, pewnym Jej podzbiorom Y oraz relacją RG2
Zbiory B,Y,R mogą być dowolnymi (w tym sensie) zbiorami [4] , [5] .

2, Elementy ekstremalne zbioru w przestrzeni z relacją

Dano jest przestrzeń z relacją (B,R) oraz zbiór Y C  B.

Określenie 1

Element y E Y  nazywać będziemy elementem najmniejszym zbioru Y, Jeśli 
(y.z)ER dla każdego z€Y\-£yj-. Zbiór wszystkich elementów najmniej
szych zbioru Y oznaczać będziemy symbolem Y^n f  Analogicznie będziemy

definiować i oznaczać zbiór elementów największych Ypup zbioru Y przy re

lacji R. O relacji R nie musimy nic zakładać.

Określenie 2

Element y E Y  nazywać będziemy elementem minimalnym zbioru Y, Jeśli 
nie istnieje element z e Y \ , że (z,y)£R. Zbiór wszystkich elemen
tów minimalnych zbioru Y oznaczać będziemy symbolem Y^, (analogicz-P (U iii p
nie definiujemy zbiór elementów maksymalnych Y ). Elementy zbiorów Y, ., 
R R R iiii

Y , Y , Y nazywać będziemy elementami ekstremalnymi zbioru Y. Wsup min max ' v '
przypadku gdy relacja R Jest relacją porządku własności elementów eks
tremalnych, można znaleźć w [7] , [b] , [lo] . Symbolem Y » Y  oznaczać bę
dziemy zbiór postaci |( y, z) fY * Y | y / z|.
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TWIERDZENIE 1 , [5]

Niech Rr  R2€ 20<B i Rx C R2 
Dla dowolnego Y c B zachodzi wtedy

a) R1
Yinf c

R2Yinf

b) R1
Ysup e Asup

c) R1
Yain D r2Ymin

d) R1
Yoax D /a

max

TWIERDZENIE 2, [5]
B x Q

Niech Y c B oraz Y 3 Y c  R e  2 

Zachodzi wtedy YR nf « YRup - Y

TWIERDZENIE 3, [5]

Niech Y C  B, Y > 1 oraz Y? Y c  R e 2B 

Zachodzi wtedy YR ln « YRax « 0

TWIEROZENIE 4 , [5]

Niech Y C  B. Y > 1, R €  2 B X 0 oraz y S Y n R «0

Zachodzi wtedy YR nf = YRup - 0

TWIERDZENIE 5, [5]

Niech Y C  B, R e  2B " 8 oraz Y l Y i l  R = 0

Zachodzi wtedy Y^ln - YR0X - Y

TWIERDZENIE 6, [5]

Niech R e  28 * B , Y c B  oraz YRnf > l ^ up > l)

Zachodzi wtedy YR in » 0  - 0  )

TWIERDZENIE 7 , [5]

Deśli R-antysymetryczna^ to Y inf <  1 oraz Y sup < 1-

TWIERDZENIE 8

Dodli istnieje dokładnie jeden element najmniejszy (największy), to 
zbiór elementów minimalnych (maksymalnych) składa się co najwyżej z.Jed

nego elementu.



20 A. Ameljańczyk

D o w ó d

Niech Y^n y « 1  i U v * n f . Niech y , 2 6 v j ln i y jl z. Niech y / y 
oraz y ¡1 z. Wynika etęd, że zbiór yBin ■ P • co przeczy przyjętemu za
łożeniu. Niech zetem y - y lub y « z. Wynika stęd, że (y.z)eR lub 

M R
(y,y)fR, co wyklucza Jednocześnie należenie y i z do yB in*

TWIERDZENIE 9

Deśli R Jest relacje porzędku oraz Y1? , » 1 (?*!„_ “ l) to YB , « 
d d d zni sup win

- Y inf <Y mex " Yaup>*

D o w ó d

Prawdziwość tego twierdzenia wynika z faktu, że dla relacji porzedku 
Y^n j C y Bln oraz z twierdzenia 8.

Określonlo 3

Ograniczeniem dolnym zbioru Y nazywać będziemy taki element y S B ,  że 
(y,z)€R dla każdego z6Y\-^yJ-. Symbolem l^CY.R) oznaczać będziemy zbiór 
wszystkich ograniczeń dolnych zbioru Y. Analogicznie definiuje się i 
oznacza zbiór ograniczeń górnych lh (Y,R) zbioru Y przy relacji R.

Określenie 4

Kresem dolnym zbioru Y w przestrzeni B z relację R nazywać bę

dziemy taki element y e  l^tY.R), że (z,y)e R dla każdego zfil^iY ,R )\.jyjv 
Zbiór kresów dolnych zbioru Y oznaczać będziemy symbolem infRY. Analo
gicznie definiuje się zbiór kresów górnych supRY.

UWAGA 1

Z powyższych określeń wynika, że

a) infRY «

b) supRY •

TWIERDZENIE 10

Niech Y c  B, R t 2 B * B. Zachodzi wtedy

a) ^ n f  ’ infR Yfl Y

[ld (Y-R 3 S u p

& h (Y*R 3i nf

b) Y sup ' aupR Y 0 Y
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D o w ó d
3 mB R

Łatwo pokazać, że dla dowolnych Y C B i R e  2 zachodzi Y.n^ c  infRY,

Nałoży wobec togo pokazać, że ^ Y c  y i n f  N ^GC*1 zatem y c  lnfRY 1
y 6 Y .  Wynika stęd, że (y,z)£R dla każdego zeY\-jyJ-, czyli że y s Y inf.

4. Rozwlęzante zadania optymalizacji

Pozostając przy określeniu zadania optymalizacji w postaci trójki 
X,F,R zajmiemy się obecnie bardziej szczegółowo relację dominowania R.

Zagadnienie ustalenia (zdefiniowania) odpowiedniej relacji dominowania 
Jest niewętpliwie zagadnieniem kluczowym w trakcie formułowania zadania 
optymalizacji. Sformalizowanie zdania "element y Jest lepszy od elemen
tu z ” (w sensie pewnego decydenta) często Jest zadaniem łatwym.

W wielu przypadkach definiujęc relację dominowania wygodnie Jest po

służyć się pojęciem funkcji zdaniowej [i] . [i] , <P ! 8 ■ B postaci:

f i y . z J S  "element y Jest lepszy od elementu z", ( y , z ) e B < B .

A oto przykłady takiej funkcji zdaniowej:
Niech B » RN ; y , z € R N ; j f  .2..... n}-, ofG[0,i] , A  C RN - pewien stożek

wypukły^

fiy ,z)

•fiy.z)

f(y,z)

<p(y ,z) 

f(y.z)

<p(y,z) 

f(y.z)

<?(■ y , z )

Oak widać z przytoczonych przykładów pojęcie funkcji zdaniowej umoż
liwia wyrażenie nawet bardzo skomplikowanych (wręcz dowolnych) preferen

cji decydenta. Korzystajęc z funkcji 'P relację dominowania Ry> zapiszemy 

następuj ęco:

yn >  z n dla każdego n l < ^ "  (2)

yn >  zn dla każdego n « /  oraz istnieje l€i/f" . że y^ > z ^ M
(3)

yn p. zn dla każdego n 6 X c  j f , yk ^ z k dla każdego ke*^"^ "
(4)

istnieje 16^T, że y, > z, oraz yk « z. dla k <  1 lub y - z"
(5)

max yn >  max zn . (6)
r»G *fi nc tT

min y > min z " (?)
n€/  ni/ n

<nsx y ♦ (l-of) min y >  <ax z + (l-of> min z " dla usta
ne/ nejC ne/ ne</r

onego ofe [°.?]

z C- ŷJ- ł “ ^9)



y r

■j(y,z) e: B * B |<f(y ,z)J- (10)

Niech dane będę Bi Y c B; R e 2 B " B . Interpretujęc Y Jako zbiór ocen 
dopuszczalnych (zbiór obrazów rozwięzań dopuszczalnych [l] ). zaś R Jako 
relację dominowanie, otrzymamy zadanie wyboru optymalnych (w sensie R) e- 

lementów ze zbioru Y.
Elementem optymalnym (najlepszym w uznaniu decydenta) nazywać będziemy 

taki element ?> e Y , który Jest lepszy w sensie przyjętej relacji domino
wania R od wszystkich pozostałych elementów y ze zbioru Y [łj , [2].

Własność tę zapiszemy następujęco: (f,y)SR dla każdego yeY\-|yj-, Ele

ment y nosi nazwę elementu dominujęcego [l] , a zbiór wszystkich ele

mentów dominujęcych Jest oznaczany symbolom YQ

^ e-y | ($,y)e R dla każdego y c Y  (11)

W przypadku gdyby zbiór YR był zbiorem pustym, co często się zdarza, 
decydent musi się zadowolić elementem y e Y , od którego nie ma lepszego 
w zbiorze Y. Element ten nazywany Jest elementem niezdominowanym w sen

sie R [i] , [5] , [9] , [li] . a zbiór takich elementów oznaczać będziemy
p

symbolem YN

Y^ « -^y € Y | nie istnieje y e Y . y / y ,  że (y ,y) e rJ-. (12)

Elementy dominujęce i niezdomlnowane bywaję ogólnie nazywane "elementBmi 
"optymalnymi".

W sytuacji, gdy zarówno YR . Jak i YR sę zbiorami pustymi, można sko
rzystać z tzw. rozwięzań kompromisowych [3] , [ll| , [lŻ] lub subrozwięzań

W . [9]. R
Analizuj ęc definicje zbiorów YR i YR łatwo zauwazyć, że Y Q to nic 

innego. Jak sblór elementów najmniejszych YRnf zbioru Y, zaś YN to zbiór 
elementów minimalnych zbioru Y. W ten sposób wszystkie twierdzenia, lema

ty, wnioski i uwagi sformułowane dla ogólnych przestrzeni z relację [ś, 
6, 1 6] obowięzuję również w zagadnieniach optymalizacji w tym ujęciu. Do

tyczy to w szczególności zadań optymalizacji z różnego rodzaju relacjami 
porzędku, a więc przestrzeni z porzędkiem [5 , 6 , l6] .
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4. Optymalizacja w przestrzeniach z porzędkiem

Zadania tej klasy charakteryzuję się tym, że relacja dominowania R 
Jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia.

Wśród zadań tej klasy bardzo istotnę rodzinę stanowię zadania sformu
łowane w liniowych przestrzeniach z porzędkiem, zadanym odpowiednim stoż

kiem wypukłym [5 , 10, 12] .
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W charakterze przykładu rozpatrzymy przypadek liniowej przestrzeni B 

(np. B = & N ) z relacj? R , generowaną wypukłym stożkiem A c B

r a  > -^(y,z)e b * e|ze -[yj- +a |- :iz-

W praktyce inżynierskiej i ekonomicznej największe zastosowania zna

lazły relacje generowano stożkiem

A  - { ( \ .....\  ^ ) e a N |?.n <  o.ne.^} (13)

Stożek tego typu prowadzi do zadań optymalizacji wlelokryterialnej [l . 5, 
llj . z relację ~ . zwaną relację Pareto. Z uwagi na fakt. Ze bardzo
często w tych przypadkach zbiór Y^A elementów dominujących jest zbiorem 
pustym, w literaturze tego zagadnienia najwięcej miejsca zajmuje proble
matyka zwięzana z istnieniem i metodami wyznaczania elementów niezdomino- 
wanych (tzw. oleaontów optymalnych w sensie Pareto [5, 11, 12j).

Innym, często w praktyce spotykanym przypadkiem zadania optymalizacji 
w przestrzeni z porzędkien jest tzw. optymalizacja leksykograficzna (hie

rarchiczna). Relację dominowania leksykograficznego generuje odpo
wiedni stożek C  a *  Dla N - 2 możemy go zapisać następująco:

A ję>. | a i , ^ ) 6 R 2 l?1 < O lub 4  O i

Relację nożna wprowadzić, korzystając z odpowiedniej funkcji zda

niowej 'f (patrz wzór (5)) w następujący sposób:

ops » -f(y,z)e RN « RN l<p(y .z)j- ,14)

Zadanie optymalizacji z relacją często nazywane jest zadaniem op
tymalizacji hierarchicznej. Wynika to atąd.że sytuacja ta odpowiada przy
padkowi. gdy krytaria cząstkowe są uporządkowane od najważniejszego do 
najmniej ważnego. W celu uzyskania rozwiązania optymalnego, dokonuje się 
kolejnych kroków optymalizacyjnych (w j  staci odpowiednich zadań progra

mowania matematycznego), poczynając od zadania z kryterium najważniejszym. 
W ten spo3 Ób uzyskuje się bardzo prosty algorytm określenia zbioru Yj*> 

Jako zbioru YN . danego rekurencyjnie

'n “ { v € Y n-llVn ' ^  Y n } ‘
nę . V * Y i 15)O

Z zapisu (l5) wynikają warunki na istnienie niepustego zbioru Y ^ . Zbiór 

Yn na ogół nie Jest pusty.
Ogólnie w przypadku N wskaźników jakości Fn . ne*Y . można otr.:ymac N- 

leksykografii (tzn. różnych sposooów uporządkowań kryteriów cząstkowych,. 
Oznaczmy symbolem 3T zbiór wszystkich funkcj: następującej postaci-
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sr

Relację dominowania leksykograficznego o numerze SC^-tJT oznaczać bę

dziemy symbolemo^ , a odpowiadajęcy Jej stożek -  Ą J * . Łatwo pokazać, że
&

dla każdego 5T€ e« > c  aę̂  , [5]. Korzystajęc z twierdzenia 1 nożeny zapi

sać :

a)

b) Y°^ r  Y*1 N C N
r  Sr

Ponadto można pokazać, że dla każdego ¿TG Yj* « Y ^  .
Z wniosku togo wypływa bardzo praktyczna uwaga co do metody wyznacza

nia rozwięzań optymalnych w sensie Pareto. Mqżna bowiem Je wyznaczać Jako 
rozwięzBnie leksykograficzna, korzystajęc NI razy z bardzo prostego algo

rytmu rekuroncyjnego.
Do identycznych wniosków dochodzimy również rozpatrujęc zadania z.do

wolnym stożkiem j\ , zawierającym się w stożku P®wnego dowolne

go ¡ r  £ 1r

TWIERDZENIE 11 ar
Jeśli Y c S N - zbiór skończony, to dla każdego SCsJT Yp* / (S. 

D o w ó d

Prawdziwość tego twierdzenia wynika bezpośrednio ze wzoru (15). 

TWIERDZENIE 12
vc

Jeśli Y C 31 N - zbiór skończony oraz istnieje ffCE S f takie, że RCof^ 
lub R C *f. to Y* /  0 ,

D o w ó d
R ot*Wobec powyższych założeń mamy Y„ o  Y .. Z twierdzenia 11 i faktu, że 

< r  s r  N
dla każdego VC E SC y(3> » Y^» wynika, że Y^ / <p.

Wniosek 1

Dla każdego zadania ze skończonym zbiorem rozwięzań dopuszczalnych za

wsze istnieje rozwięzanie optymalne w sensie Pareto.
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5. Optymalizacja decyzji w warunkach niepewności

Zagadnienia optynalizacyjne tego typu tworzę apecyficznę klasę zadań 
optyoalizacji [3, 7]. Dalsj zajmiemy się jedynie węskę grupę zagadnień 
tej klasy. Specyfikę zadań tego typu Jest to, że efekt podjętej decyzji 
x e X  C A zależy nie tylko od x. lecz również od warunków, w jakich de

cyzja ta będzie realizowano. Rozpatrzmy najprost3zę wersję takiego zada
nia. Niech Jf « -^1,... .n ,.. . ,7!̂ — to zbiór numerów typów warunków, w ja

kich może się odbywać realizacjo wybranej docyzji x € X .  Załóżmy, że nie 
jeet znane prawdopodobieństwo pn występowania poszczególnych warunków 
nSii i . Załóżmy, że znane sę wartości warunków pewnej funkcji zysku g w 
zależności od wyboru x i realizacji warunków n

g ; X —  A  (16)

gdzie g(x,n)ejt oznacza wielkość zysku (efekt końcowy) z podjętoj decy

zji, o ile byłaby ona realizowana w warunkach typu n. Zamiast warunkowej
Nocony decyzji x e X .  można wprowadzić Jej wektorowę ocenę F : X — ■ R w

postaci funkcji F(x) = (F1 (x) Fn (x ) ,.. . ,FN (x )) , x 6 X  gdzie Pn (*) *
*■ g(x*n) oznacza wartość decyzji x w przypadku występowania warunków 
typu n.

Powstaje wobec togo problem decyzyjny wyboru podzbioru elementów naj
lepszych Y C Y > F(X), a zatem również problem wyboru odpowiedniej rela

cji dominowania R. W literaturze tego zagadnienia można spotkać bardzo 
wiele różnych propozycji wartościowania elementów zbioru Y [3 , 7].

Rozpatrzmy relację R, którę można zdefiniować korzystajęc z funkcji 
zdaniowej (8). Niech y . z € R N , zaś af e [o,l] . tzw. współczynnik opty

mizmu decydenta. Deśli decydent wybierze decyzję x, to Jej ocenę będzie 
y » F( x). Decydent - optymista noże się spodziewać zysku w kwocie yn *
« max y (spodziewa się występienla najkorzystniejszych dla siebie wa

ne^ £
runków n) - zatem liczba y* - będzie Jego ocenę decyzji x. Decydent- pe
symista oceni tę sarnę decyzję x liczbę y° » min y* . gdyż założy naj-

nGirf n_
gorsze warunki, tzn. n . Umiarkowany optymista (umiarkowany w stopniu

ofg Ip,l] ) decyzję x oceni liczbę fcęmax y * (i -oę) min y„).
ncćf ns Jf

Relację Hurwitza RH^  nazywać będziemy realcję postaci:

RHoę “ ^ Y ' z)€ rN * yn * yn ) >

(17)

(oęmax z„ + (l - oc ) min z„)l 
ns j f  B *  n e /  " J

Zauważmy, że dla oę, ■ 1 otrzymujemy tzw. relację optymisty RQ (patrz 
funkcja zdaniowa (6), zaś dla » 0 - relację pesymisty Rp (patrz (7)),
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Przestrzeniu z relacjami R . efcfo.l] stanowi? ciekawy przypadek prze
strzeni quasl~uporzędkowanycft. Przestrzenie te nie sę przestrzeniami stoż

kowymi , tzn. relacje ni« »9 generowane stożkami wypukłymi.
o?

TWIERDZENIE 13, [3]

Ola każdego of e [o,l] zachodzi > C  RH *

Wniosek 2

Dla każdego <¥ e [o,l] zachodzi:

Wniosek 3

Można łatwo pokazać. że zadanie wyznaczania elementów dominujęcych w 
sensie Rh sprowadza się w prosty sposób do zadania programowania .«te

matycznego, którego rozwięzanie nB ogół iatnieje [3].
Wobec tych spostrzeżeń, praktycznie wlększę rolę w tym przypadku od

grywaj? rozwięzania dominujące nie zaś rozwięzanla nlezdomlnowana.W prak

tyce inżynierskiej bardzo ważnym zagadnieniem Jeat fakt czy otrzymane roz

więzania sę optymalne w sensie Pareto. W przypadku rozważanej klasy zadań 

rozstrzyga to następujęce twierdzenie.

TWIERDZENIE 14. [3]

Niech Y - zbiór ograniczony 1 domknięty. Zachodzi wtedy YQ rl YjJ /  0 
dla każdego «* e [o.l] . Oznacza to. Ze wśród rozwięzań zadania uwarunkowa

nego z relacje f*H istnieje rozwięzanie optymalne w sensie Pareto.

6. Wnloekl

W pracy przedstawiono ogólne zagadnienia optymalizacji Jako zadanie 
wyznaczania elementów ekstremalnych pewnych podzbiorów przestrzeni z re

lację [4] .
W ten sposób Większość twierdzeń i wniosków dotyczęcych przestrzeni z 

relację można bezpośrednio przenieść do optymalizacji. Takie ujęcie opty

malizacji pozwala objęć Jej zakresem bardzo szerokę klasę zadań wyboru 
■optymalnych elementów“ z ustalonego podzbioru elementów dopuszczalnych. 
Omówiono niektóre przykłady optymalizacji dla wybranych typów relacji do 
minowania. Podano też szereg twierdzeń dotyczęcych własności otrzymanych
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rozwięzań. Szczególnie dużo miejsca poświęcono przykładom optynalizacji w 
przestrzeniach z porzędkiora. Pokazano przy tym - w jaki sposób można w 
niektórych przypadkach korzystajęc z pewnych ogólnych twierdzeń, wyznaczyć 
rozwięzanie optymalne zadania, rozwięzujęć inne prostsze zadanie optyma

lizacji.
Interesujących przykładów optymalizacji dostarczaj? zadania formułowa

na na gruncie podejmowania decyzji w warunkach niepewności. Sę to zadania 
optymalizacji z quasi-porzędkiera. Interesujęcym zagadnieniem Jest fakt,że 
odpowiadajęce tym zadaniom optymalizacji relacje dominowania nie sę gene

rowane przez stożki wypukło. Zadania tej klasy sę również interesujęce ze 
względu na to, żo na ogół odpowiadajęcy l a  zbiór rozwięzań dominujęcych 
nie Jeat pusty (zbiór rozwięzań niezdominowanych natomiast często Jest 
zbiorem pustym).

W praktyce inżynierskiej, a głównie projektowej bardzo ważnę rolę od
grywaj? zadania ze skończonym zbiorem rozwięzań dopuszczalnych i wieloma 
kryteriami jakości. Własnościom rozwięzań dominujęcych i niezdominowanych 
tego typu zadań poświęcono część punktu 4. Pokazano, że zadania te zawsze 
maję rozwięzania leksykograficzne (hierarchiczne) i optymalne w sensie 
Pareto. Z przedstawionych tara własności wynika również metoda wyznaczania 
rozwięzań optymalnych w sensie Pareto tej klasy zadań.
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OHUHE CBOfłCTBA JlOliHHHPyOHHX H HBflOMHHKPOBAHHHX PEMEHH/ł

P e 3 » u e

B p a fio ie  paccHOTpeHa oOmas 3 a *a B a  onTHu*3aip!H ciJopMjrjrapoBaHa b n p o - 

c ip a H c T ie  c otH om em ieK. MacTHnu cxynaeu TajtoR (popuyaapoBKH B B a a e ic «  s a jta a a  
uHoroKpHiepHaabHofl onTHiuraauHH. H cn o zb sy a  odujce Teopeu u Kacaxm Heca npo- 
cipaH C T» c  oTHoaeHHeu npHBeAeno p a *  c b o R c t«  AOMHHnpyxą«x h uexoMHKHpoBaH- 
hu x pemeaaR ctpopuyaHpoBaHHitx a a ja a  onTHUHsauHH. C B oR ctBa 3 1 «  u o r y i  O u tl 
ynoTpedaeBU  npu c 03AaB&HHH hobux a a r o p im to *  pememia 3 e jta a  MHOroKpHTepaaab- 

HOfl 0nTBilU3apKH.

GENERAL PROPERTIES OF DOMINANT AND NONDOMINATED SOLUTIONS 

S u ■ * a r y

In the paper a general optimization problea le formulated in the space 
with a relation. The multicriteria optiaizetlon problea is a particular 
case of this. A procedure is presented for proving a number of properties
of doslnant and nondoainated solutions to the formulated optiaizetlon pro-

\

bleas. by using general theorems concerning the spaces with a relation. 
These properties may be used to constructing new algorithms for solving 
polyoptlaization problems.


